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Chapitre 1

(Générateur de suites 1.1.d.

1.1 Problématique

Soit une distribution sur R ou R?, il s’agit dans ce chapitre de simuler une suite de variables
i.i.d. Y, possédant cette loi. Il y a donc deux contraintes & satisfaire ;

» Les Y,, doivent avoir la bonne distribution

» Les Y, doivent étre indépendantes.
Nous ne donnons ici qu’un apercu culturel rapide des méthodes utilisées. Une bonne référence est
le livre de Knuth [29]. L’article [32] contient des informations trés intéressantes également, avec des
références plus actuelles.

Une compréhension plus approfondie des aspects théoriques de la question passe par le concept
de complexité de Kolmogorov, point qui ne sera pas abordé ici.

1.2 Générateurs pour la loi U([0, 1])

Les nombres machine compris entre 0 et 1 étant tous de la forme z =n2? n € {0,..2°} il n’y
a pas plus de 2P nombres différents sur [0, 1], et comme ces nombres sont égalements espacés, le
probléme se réduit a tirer des entiers uniformément sur {0, 1,...2° — 1}. Typiquement p = 32.

On verra que les algorithmes de génération de suites (Uy)n>0 uniformes auront toujours plus
ou moins la forme X, = f(X,,1), X,, € {0,1,..m}, U, = X,;/m. Il y a donc deux conséquences
importantes

» Les U, ne seront pas indépendantes : la suite est pseudo-aléatoire.

» La suite U, sera périodique de période au plus m, et parfois moins.

1.2.1 Reécurrences linéaires simple

Il s’agit de générateurs de la forme! :

X; = aX;—1 + ¢ (mod m). (1.1)

avec U; = X;/m. La période d’un tel générateur est bien entendu inférieure & m. Si ¢ = 0 sa période
est méme inférieure ou égale & m — 1 car 0 est point fixe. On ne considérera que trois cas, qui sont
les plus importants dans la pratique.

'"Dans toute le suite on note = y (mod m) pour définir & partir de y par les conditions z = y (mod m) et
0<x<m.
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Théoréme 1 Si la période du générateur (1.1) est égale a m si et seulement si
1. c et m sont premiers entre eur
2. tout diviseur premier de m divise a — 1
3. si 4|m alors 4|(a — 1).

Théoréme 2 Si|c=0, m=2°|et B > 4, le générateur (1.1) a une période (mazimale) égale a

m/4 si et seulement si xo est impair et a =3 ou 5 (mod 8).

Ce théoréme est une conséquence du précédent (cf exercice 1.5.2).

Théoréme 3 Si ‘ c=0etm premier‘ le générateur (1.1) a une période (mazimale) égale ¢ m — 1
sst xg # 0 et a est une racine primitive de m :
a # 0 et pour tout p diviseur premier de m — 1 : a(m=1/P £ 1 (mod m).

Notons que m = 23! — 1 est premier. Voici quelques exemples (voir aussi [13]) :

Lehmer (1948) a=23 m=108+1 assez moyen

RANDU (IBM 1968) | a = 65539, m = 23! mauvais

Marsaglia (1972) a = 69069, m = 23 raisonnable

SURAND (1968) a = 16807, m = 23! — 1 | raisonnable

INMOS [29] a = 1664525, m = 232 | le meilleur a connu pour ce m
L’Ecuyer (1993) a=41358, m =23 —1 | bon

CDC a=>5" m=2% longue période

TAB. 1.1 — Quelques valeurs utilisées pour m et a, (c = 0) [25]

Critére spectral. La période n’est pas tout. Par exemple le générateur avec a = ¢ = 1 a une
période maximale mais fournit une suite U, loin d’étre indépendante. Une facon de le voir est
d’observer que la distribution de (U,, U,+1) n’est pas du tout uniforme sur le carré, puisque Uy 41 —
U, =m™! (mod 1).

De méme, dans le cas du générateur RANDU des vieux IBM, associé & a = 65539, m = 23!, on
observe que Uy 49 — 6U,41 + 9U, = 0 (mod 1) ; ceci vient de ce que 65539 = 216 + 3.

Les chercheurs ont observé que les générateurs linéaires ont tendance a placer les vecteurs V; =
(Uis1,--.Usrq) sur la réunion des hyperplans paralléles de la forme H, = {v € R? : (£,v) = n}
pour un certain vecteur & = (&1,...£4), ce qui signifie que (£,V;) = 0 (mod 1) pour tout 4. Par
exemple, si d = 2, on voit tout les points (Uy,U,41) sur des droites paralléles équi-espacées. Il y a
méme de nombreux vecteurs & ayant cette propriété. Plus les H, sont espacés, plus le générateur
est de mauvaise qualité, car il y a de grande zones de 1’espace non visitées. La distance entre deux
hyperplans successifs étant la distance de 0 & H; qui vaut ||£]| "1, on considérera le critére spectral

d
hg = r?%{ugn—l : Y &Ui; =0 (mod 1),i =1,2...}.
j=1
On calcule alors
/2 h(;d

Hd=Pr/z +1)
ou P est la période. On considére que pour les bons générateur, py est voisin ou supérieur a 1 et
que si pq est inférieur & 0,1 le générateur est assez mauvais [35].
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1.2.2 Reécurrences linéaires multiples

Elles sont définies par la relation :

K
Xz' = Zani_j (HlOd m)
j=1
avec bien entendu U; = X;/m. La période d’un tel générateur est m* —1 si m est premier et ay, ... ax
bien choisis. Noter que la période est bien plus grande que le nombre de valeurs prises.
Un exemple est le générateur de Marsaglia et Zaman : X,, = X,,_, — X,,—s (mod b). Les valeurs
proposées dans [35] sont b = 224 r = 24,5 = 10.

1.2.3 Décalage de registre

On opére directement sur la représentation binaire des réels de [0,1] :
by by by
=0+ -+ —+..+ 5 =(0,b1,..by).
u + D) + 4 + + 2[ < » V1, l)

On reéalise une suite de b; € {0,1} par la récurrence
bi = aibi_1 + ... +azbi_q (mod 2), a; € {O, 1}
puis u; = (0, by 41, bit2, ---bi11, ), soit :

5)0”"bl_ll?l'”'b2l_11§2l““b3l_1/"'

UQ U1 )

Il 'y a 27 suites (bj—1,...bi—q) différentes possibles, et comme zéro est point fixe, la période des b;
est au plus de 27 — 1 ; on choisira toujours un générateur ayant cette période. Pour que la période
de la suite u; soit également 29 — 1, il faudra utiliser effectivement toutes les suites (b;y1,..-biy)
apparaissant (et non pas une sur /), et pour cela on prendra un [ tel que pged(l,29 — 1) = 1.

Exemples. On a beaucoup étudié les générateurs avec des récurrences a deux termes
b; = bj—p + bi—g (mod 2) (1.2)
(p < q) pour lesquels la période est de 2¢ — 1. Par exemple les paires
g=31, p=3,6,7,13,18,24,25,28
qg =607, p=273.

Un choix recommandé est ¢ = 31,p = 13,1 = 32.

Critére d’équirépartition. En plus de la période, on peut vérifier théoriquement la bonne répar-
tition des vecteurs :

On calcule pour chaque cellule dyadique de [0, l]d de coté 272, avec A <[ et d < ¢ le nombre de
vecteurs de la forme (Ujy1,...U;tq) qui sont tombés dedans, sur une période entiére du générateur
(on ajoute le vecteur (0,...0), ce qui fait en tout exactement 2¢ vecteurs).

Si A < [g/d] et toutes les cellules ont exactement 20=% alors on dit qu'il y a équirépartition
mazimale pour A et d (on vérifie simplement que c’est impossible pour [ plus grand). Si A > [¢/d]
et chaque cellule ne contient pas plus d’un point, on dit qu’il y a absence de collision. Il se trouve
que de nombreux générateurs a décalage de registre fournissent des suites ayant ces deux propriétés
pour diverses valeurs de (d, \) [32].



~ieddi AL L LAV L. SO TL/AWAL L/VALV L MWV A L LI LedLedd

1.2.4 Améliorations modernes

Il existe deux facons d’améliorer un générateur. La maniére courante est de coupler des généra-
teurs différents. Par exemple le générateur suivant a de bonnes propriétés :

X,41 = 40014X, (mod 23! — 85)

Y1 = 40692Y; (mod 23! — 249)

Zni1 = Xn—Y, (mod 23! — 86).
Il s’agit du premier générateur parmi les 32 proposés par L'Ecuyer [30] (générateur “grand” de
Scilab). L’intérét est principalement de rallonger la période sans trop compliquer les algorithmes,

car, sous certaines hypothéses, les périodes se multiplient (on a donc ici une période d’ordre 1018).
On voit se dessiner une forme plus générale qui est une forme d’état [33] :

Xnt1 = AX,, (mod m)
U, = CTX, (mod 1)

ou X, m et C sont des vecteurs et A est une matrice. On arrive ainsi a réaliser des générateurs de
période 219937 — 1 ott X est de longueur 623 x 32 + 1 = 19937 bits, m = 2 et U,, est formé & laide
des 32 derniers bits de X, [38].

Générateurs non-linéaires. Un exemple récent d’un tel générateur est [32]
Xpi1=aX: 41 (mod m)

X! =d'X.? +1 (mod m)

n

U, = (Xp/m + X, /m') (mod 1)

La période vaut au mieux mm’. Par exemple : m = 65519, m' = 65447, a = 512, a’ = 27076.

1.3 Lois non uniformes : méthodes générales

1.3.1 Loi discréte

Soit une variable a générer qui prend les valeurs 1,2, ..r avec probabilité py,...p, : P(X = 1) = p;.
On commence par générer une suite uniforme indépendante U, puis on pose

Xpn=tsip+...4+pic1 <Up<p1+...4+p;.

Si les Uy, sont i.i.d U([0,1]), les X, sont clairement indépendantes avec la loi voulue.
En pratique on testera successivement p, > U, puis, p1 + ps > U,, etc... Pour que la simulation
soit la plus rapide possible, il faudra donc présenter les p; par ordre décroissant.

1.3.2 Inversion

Si la loi & générer posséde une fonction de répartition F(z) = P(X < z) continue strictement
croissante et si @ est la fonction inverse de F' (fonction quantile) alors la variable Q(U), avec
U ~U([0,1]), suit la loi F :

P(Q(U) < 2) = P(U < F(x)) = F(a).
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Pour un F' général, cette méthode fonctionne encore en définissant @ continue a gauche par (exer-
cice 1.5.16)

Q(u) = min{y : F(y) > u}. (1.3)

Cette méthode ne s’étend pas simplement aux variables vectorielles. Pour simuler un vecteur X,, =
(Xn1,..-Xnq) de variables non-indépendantes avec la méthode d’inversion, il faut se ramener a des
variables réelles, par exemple : simuler d’abord X,,; selon sa loi marginale, puis X2 selon sa loi
conditionnelle & X1, puis X3 selon sa loi conditionnelle & X1 et X2, etc...

1.3.3 Composition

C’est le cas ou I'on a un mélange de lois, c’est-a-dire que la distribution est de la forme Px (dz) =
Y i1 piPi(dx), ce qui revient & dire que la densité satisfait (si elle existe) f(z) = > ;_, pifi(z). Par
exemple X est la taille d’un individu pris au hasard dans r pays différents, P; est la distribution de
la taille dans le i-iéme pays et p; est la population relative de ce pays.

| ALGORITHME |

1. Générer une v.a. J a valeurs dans {1,2,...r} avec probabilités pi,...p,

2. Générer ensuite X selon Pj.

En effet : P(X € A) =), P(X € A|J =i)P(J =1i) =), Pi(A)p; = Px(A).

1.3.4 Rejet

On va montrer qu’une approximation, méme grossiére, de la loi & simuler par une loi facilement
simulable peut suffire & générer facilement des échantillons.

Soit & simuler la variable X de loi de densité f(z) par rapport & une certaine mesure p(dz)
(typiquement u(dz) = dz), avec la représentation

f(z) = Clg(@) folw), C = / 9(2) fo )l de)

avec les propriétés
o Py(dr) = fo(z)p(dz) est une loi facilement simulable

e 0<g< 1.
Par exemple, f(z) = cope FI=VI2IFL fi(2) = e7121/2, g(z) = '~ VI=IFL,
| ALGORITHME |

1. Tirer U et Y indépendantes selon U([0,1]) et Py

2. Si U < g(Y) alors on a un nouvel échantillon X =Y sinon recommencer.

Théoréme 4 L’algorithme simule bien la loi de X.

DEMONSTRATION: Si I'on applique 'algorithme n fois et que 'on génére k,, échantillons de X (&,
est une variable aléatoire), on a

1 & 7 2ie1 (V) ly,<gv)
Z(P(Xj): 1 noq .
s 7 i1 <o)
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Par application de la loi des grands nombres le numérateur converge vers

/ (1) Locusoty)du foly)u(dy) = / oW)9() foly)uldy).

Le dénominateur correspondant a ¢ =1, la limite du rapport est

fs; s >d$y) _ / o) F (vl dy).

|
Dans le cas o g est la fonction indicatrice d’un ensemble B, I’algorithme se simplifie en
une forme dont la signification intuitive est claire : Tirer des échantillon selon Py et ne garder que
ceuxr qui appartiennent a B.
Le cas ot Py est uniforme sur une partie B de R?® correspond & la méthode du rejet tradition-
nelle :

1. Tirer Y uniformément sur B et U ~ U([0, 1])

2. Si U < g(Y) alors on a un nouvel échantillon X =Y sinon recommencer.

Aspects pratiques. Les rejets seront nombreux si g est petite sur un ensemble de grande proba-
bilité sous Py. On vérifie que la probabilité de rejet est 1 — C (exercice 1.5.11).

En général, on part de f, on cherche fj simulable qui ressemble & f, puis g d’en déduit (propor-
tionnelle & f/fo et inférieure a 1).

Si g est difficile a calculer mais peut étre approximée par deux suites g, < g < g, respectivement
croissantes et décroissante convergeant vers g, le test U 2 g(Y') peut se faire en cherchant un n assez
grand pour que g, (Y) et g (V') soient du méme c6té de U, ce qui permet de réaliser un algorithme
en temps fini [11].

1.4 Quelques lois usuelles

1.4.1 Loi exponentielle

L’application de la méthode d’inversion donne immédiatement

X = —log(U), U ~u([0,1)).

1.4.2 Loi normale

Une méthode classique consiste & générer les variables par paires.
1. Générer U ~ U([0,1]) et V exponentielle de paramétre 1

2. On obtient deux v.a. normales indépendantes en posant
X1 =V2Vcos(2nU), Xy =+V2Vsin(27U).

En effet pour toute fonction continue bornée f

400 1
E[f(X1,X2)] = / /f(\/Z_'ucos(27ru),\/%sin(27ru)e_”dvdu

“+o00 2T
= / f(pcosB,psin@)e™" /dep—

_ 2+y2)/2 d.’L'dy
/f z,y)e o
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En particulier on a vu que pour (X1, X2) ~ N(0,1), la loi de X? + X2 est exponentielle de
parameétre 1/2.

1.4.3 Vecteur gaussien

Soit & simuler la loi N'(u, R). Alors simuler Xy = N (0, ) a l’aide de I’algorithme précédent et
poser X = p + M Xy, ot M est une racine carrée de R : MM' = R. Clairement X est un vecteur
gaussien de moyenne et variance correctes.

1.4.4 Vecteur sur la sphére

L’invariance de la loi gaussienne par rotation implique que si X ~ N (0,I), alors X/||X| est
uniformément réparti sur la sphére.

1.4.5 Loi du x}

Clest la loi de X7 +... X2 ou (X1,...X,) ~N(0,I). Si p est pair c’est donc la loi de la somme
de p/2 variables exponentielles de paramétre 1/2, sinon, ajouter le carré d’une normale au X;2971-

1.4.6 Autres

Il existe quantité de méthodes astucieuses pour simuler les différentes lois. Voir par exemple [11].
Voir aussi les exercices 1.5.15 et 1.5.18.

1.5 Exercices et compléments

Exercice 1.5.1 Montrer qu’un générateur de le forme X,, = f(X,—1, Xp_2), ou f est & valeurs dans
{0,1,...m — 1} est périodique avec une période au plus de m?2. Que peut-on dire si £(0,0) =0 ? si
f(z,0) = f(0,z) pour tout x ?

Exercice 1.5.2 On considére le théoréme 2.

1. Montrer que si zg est impair et ¢ = 5 (mod 8), alors la période vaut m/4. On remarquera
qu’en posant b = zy (mod 4), les z; — b sont multiples de 4 et la suite y; = (z; — b) /4 satisfait
une certaine récurrence.

2. Si a =3 (mod 8), faire de méme en posant y; = (z; — zo + 2)/4.

Exercice 1.5.3 On considére l'algorithme du §1.3.1. Quel est le nombre moyen de tests faits pour
générer une variable aléatoire 7

Exercice 1.5.4 Soient U et V iid U([0,1]) ; quelle est la répartition (simple) de la variable

(VU cos(27V), /U sin(27V)) ?

Exercice 1.5.5 On considére la densité f(z,y) = ve”"¥1,50lo<z<1 et une paire de v.a. (X,Y)
suivant cette loi.

1. Quelle est la loi de Y sachant X =z 7

2. Quelle est 1a loi de X 7

3. Proposer un procédé de simulation de (X,Y).



~ieddi AL L LAV L. SO TL/AWAL L/VALV L MWV A L LI LedLedd

Exercice 1.5.6 On considére la densité f(z,y) = yz¥~'e ¥1y50lo<z<1 €t une paire de v.a. (X,Y)
suivant cette loi.

1. Quelle est la loide Y ?
2. Que vaut P(X <z|Y =vy)?

3. Proposer un procédé de simulation de (X,Y).

Exercice 1.5.7 Soit la densité f(z,y) = \/LS—We_yQ‘”/Qe_‘/‘Elmm et la paire (X,Y) de variables

aléatoires suivant cette loi.
1. Quelle est la loi de Y sachant X =z 7
2. Quelle est la loi de VX ?

3. Proposer un procédé de simulation de (X,Y).

Exercice 1.5.8 On sait générer une variable X de fonction de répartition Fx ainsi que Y de
fonction de répartition Fy. Quelle est la fonction de répartition de max(X,Y) ? En déduire une
facon de générer une v.a. de fonction de répartition min(z,1)(1 — e™*)1;5¢. Tracer la densité de
cette variable.

Exercice 1.5.9 Proposer une méthode de rejet pour fabriquer des variables uniformes sur le disque
unité avec des U([0, 1]) sans utiliser de fonction trigonométrique.

Exercice 1.5.10 Inversion approchée [11]. On veut simuler une variable aléatoire X de densité
f, ayant a sa disposition une approximation 1) croissante de la fonction quantile @ (cf §1.3.2).

1. Quelle doit étre la densité h de la loi de U pour que (U) suive la loi de X. Vérifier la solution
obtenue si ¥ = Q.

2. Proposer une méthode de rejet pour simuler de telles variables U.

Exercice 1.5.11 On considére la méthode de rejet du §1.3.4.
1. Démontrer que la probabilité de rejet est 1 — C.

2. On veut simuler une variable A'(0,1) avec la méthode de rejet en utilisant pour fy la loi de
Laplace de paramétre A. Exprimer g et C (en normalisant de sorte que sup g = 1) et en déduire
la valeur (simple) de A qui va minimiser la probabilité de rejet ; vérifier que cette derniére
vaut alors approximativement 0, 24.

Exercice 1.5.12 Quelle est la distribution des échantillons rejetés dans la méthode de rejet 7

Exercice 1.5.13 Soit A < 1. Utiliser la méthode du rejet pour simuler des variables de loi de Poisson
de paramétre A (P(X =n) = A"e~*/n!) a partir de variables de probabilite P(Y =n) = A\"(1 - \).
Calculer la probabilité de rejet.

Exercice 1.5.14 (Mélange avec poids négatifs ; méthode de Bignami et de Matteis). Soit une
densité de la forme f(z) = ), pifi(x) ou chaque f; est une densité de probabilité et ) p; = 1.
Les p; ne sont pas tous positifs (ceci arrive en estimation de densité), et 'on pose p; = pZT" - p;
ot pi = p; si p; > 0 et 0 sinon. Expliquer pourquoi la simulation de la loi =, pi fi(z)/ > p; est
bien plus simple que celle de la loi f(z). En déduire une méthode de rejet pour simuler f, dont la
probabilité de rejet est Y. p; /> p;'.

Exercice 1.5.15 Soit E1, Es,... une suite de v.a. exponentielles de paramétre 1, vérifier que la
variable aléatoire dont la valeur est I'indice n tel que

E1+E2++EnSA<E1+E2—|—+En+1
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suit une loi de Poisson de paramétre A (p, = e~*\"/n!). Pour cela on pourra démontrer et utiliser
que fRi 1z, 4.2,<1dx1...dzy = 1/n! (la démonstration se fait par changement de variables).

En déduire une méthode pour simuler une loi de Poisson. Cette méthode n’est utilisée que pour
A relativement petit ; pourquoi ?

Exercice 1.5.16 Montrer que le min de (1.3) est atteint. En déduire que Q(u) < z équivaut a
F(z) > u, 0 <wu <1, puis que Q(U) a pour fonction de répartition F' si U ~ ([0, 1]).

Exercice 1.5.17 Soit F_(z) la limite & gauche de F. Montrer que la v.a. U obtenue en tirant X
selon F', puis U uniformément sur [F_(X), F(X)] est uniforme sur [0, 1].

Exercice 1.5.18 Soient A,z > 0. Montrer que le procédé suivant simule 'inverse gaussienne (loi

a Az —p)? d .
de densité \/Xexp{— (;uzl;) } \/2:z3 [11]) :

1. Simuler Y ~ N(0,1).
2. Calculer les deux solutions X et X, de I’équation y? = A(z — p)?/(u%x) pour y =Y.
3. Choisir X = X_ avec probabilité p = (1 + X_/u)~! et X = X, avec probabilité 1 — p.

Indications : Noter que

E[f(X)] = E[f (z-(YV))p(Y)] + E[f (21 (Y))(1 — p(Y))]

ou z_(y) est la plus petite racine de I’équation du second degré. Pour effectuer les calculs, se garder
de résoudre cette équation, mais noter que la fonction z_(y) est bijective de Ry dans |0, u] et que
I’équation donne tout de suite une relation entre dz_ et dy, qui permet d’effectuer simplement le
changement de variable. Tout se passe de la méme facon pour z, (noter que z,z_ = u? et donc

1—p=(1+ai /).
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Chapitre 2

Epreuves empiriques sur les suites
pseudo-aléatoires

Les épreuves servent & vérifier la qualité des suites pseudo-aléatoires. Elle sont faites pour étre
passées avec succés pour les suites i.i.d de loi F' désirée. Ces épreuves s’ajoutent & d’éventuels
critéres, plus spécifiques au type de générateur, comme les deux vus au §1.2.1 ou au §1.2.3.

Il y a deux types extrémes d’épreuves : le premier se centre sur la vérification du fait que la
distribution est bien celle attendue et I'autre sur la vérification de l'indépendance des variables.
C’est le deuxiéme point qui est de loin le plus délicat, aussi bien du point de vue de la réalisation
des suites que de celui la vérification par des épreuves.

Noter toutefois qu'une épreuve concue pour vérifier que la loi de trois variables simulées consé-
cutives est bien la loi de trois répliques indépendantes de la loi F' participe de ces deux types.

On trouve des applications de certains des tests qui suivent dans l'article [31].

2.1 Epreuves de distribution instantannée

L’idée est de supposer que la suite simulée est bien une suite i.i.d et d’utiliser des tests statistiques
classiques pour s’assurer que la loi est bien la bonne.

2.1.1 Test de Kolmogorov

Soit la fonction de répartition empirique

1 n
Fu(z) = 21: Lxi<a
et la statistique
dn = v/n sup |Fp(z) — F(z)|
x

alors on a le théoréme de Kolmogorov et Smirnov

Théoréme 5 Si les X; sont i.i.d de loi donnée par F supposée continue, alors la loi de d, est
indépendante de F avec asymptotiquement :

k=400
. _ 21‘2
nlgroloP(dn <z) = E (-1)ke 26" = H(x)
k=—00

17
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Il s’ensuit que H(z) est la probabilité de confiance du test décidant la loi significativement non-
conforme si d,, > x. En pratique on compare le niveau o = 1 — H(d,) a un seuil donné a I'avance
toujours pris inférieur a 5%.

On montre en exercice2.3.2 que si F' n’est pas continue, le test basé sur d, aura un niveau
supérieur ; on peut donc trés bien 'utiliser dans ce contexte.

Notons que le fait que la statistique est indépendante de F' est lié aux résultats du chapitre
précédent ; en effet, posons U; = F(X;), alors les U; sont U([0,1]) et

n
Fo(z) = n7') lu<r)
1
et donc
n n
d, = +/nsupln’ Z ly,<r(z) — F(x)| = v/n sup|n! Z ly,<u —u
r 1 “ 1

dont la loi est fixe.
La statistique de Kuiper est parfois préférée :

& = (sgpwn(x) ~ F(@))  min(Fy(z) - F(w))) .

T

2.1.2 Test du x?

Ce test est utile si I'on cherche & simuler des variables aléatoires pour lesquelles le test de
Kolmogorov est inadapté (& valeurs non-réelles, discrétes,...).

On découpe 'espace de valeurs de X en v parties différentes, S1,... Sy, de probabilité p1, ... p,.
On considére alors les probabilités empiriques de tomber sur ces ensembles

n
~ —1
P =mn E 1X'L'€Sk
=1

et I’on considére la statistique de test

" (pr — pr)?
T, =n 27

k=1 Pk
Théoréme 6 Siles X; sont i.i.d de loi donnée par F alors
T — X% en loi.

Donc le test qui décide que la loi est significativement non-conforme si T, > z, est de niveau
asymptotique 1 — F,,_1(x) (probabilité de confiance de F,_1(z)) ou F, est la fonction de répartition
du x2 . Les v ensembles seront typiquement choisis de probabilité égale.

2.2 Epreuves d’indépendance

On supposera ici souvent pour simplifier que la distribution a générer est U([0,1]) et la suite
sera notée U, au lieu de X,,. Ces épreuves se généralisent aux autres distributions sans difficulté.

On va voir qu'une bonne partie des épreuves d’indépendance consistera a vérifier que la suite
(Ujs1,---Ujta); a bien une distribution uniforme sur I'hypercube [0, 1]¢.
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Notations. On posera pour tous entiers d et K fixés

Vi = (Ujas1,---Ujara)s Yi=[KU, Zi= Yiay1,---Yidra)- (2.1)

2.2.1 Test des corrélations

Cette épreuve a la particularité de ne pas nécessiter la connaissance de Fx.
On calcule simplement les corrélation empiriques des la suite X; produite. Ce test peut s’appuyer
sur le théoréme suivant

Théoréme 7 Sila suite X; est i.i.d de variance finie, alors pour tout k > 0, la corrélation empirique
7n entre deuzr échantillons a distance k, basée sur n échantillons, satisfait

vn 7, — N(0,1).

Il s’ensuit que le test qui décide la dépendance si y/n |7,| > = a un niveau égal & 2(1 — Fy(z)) on
F, est la fonction de répartition de la gaussienne (probabilité de confiance 2Fy(z) — 1).

2.2.2 Test des séries

Les Z;, i = 1,...n ne peuvent prendre que g = K% valeurs possibles distinctes.

e Méthode x? : Ici n > q (p.ex d =5, K = 2) et l'on fait un test du x?.

e Méthode des collisions : ¢ est grand (par exemple de l'ordre de la période) et 'on compte
C =n — n, ol n, est le nombre de valeurs prises parmi les ¢q valeurs possibles ; C est donc le
nombre de répétitions (co}lisions). On a sous hypothése d’uniformité [29]

q: c
qui permet de construire un intervalle de confiance pour C' (numériquement parlant, il faut
un algorithme spécial) ; il sera de la forme [0,a] ou [b, +o00[ selon qu’on s’attend & observer un
fort nombre de collisions (concentrations de points dans certaines régions) ou un faible nombre
de collisions (générateur trop régulier), ou [a, b] pour détecter les deux types d’anomalie. On
vérifie qu’il faut dans le deuxiéme cas n > /g car P(C = 0) ~ exp(—n?/q).

2.2.3 Test des points proches

Soient V3, ...V, des variables U([0,1]%) et D la distance minimale entre deux de ces points (on
prend la distance sur le tore, c’est-a-dire que les différences sont calculées modulo 1, comprises entre
~1/2 et 1/2). Soit v = (7)#?/T(d/2 + 1) le volume de la sphére unité en dimension d, alors la
variable

n(n —1
W = exp(-AD%), = ¥u
suit approximativement une loi ¢4([0, 1]).

On peut donc simuler de telles suites de n vecteurs et tester si la loi de W est bien uniforme.

Pour les détails de mise-en-ceuvre, voir [32].

2.2.4 Birthday spacings

Prendre la suite Y1, ... Y}, et considérer la suite réordonnée Y(;), puis les écarts S; = Y(;) — Y{;_1),
i=1,...n (Y = 0). On calcule alors le nombre C de collisions de la suite (S;), c-a-d n moins le
nombre de valeurs prises.
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Sous I'hypothése d’uniformité, C' posséde une certaine loi que 'on peut calculer [29]. Il ne reste
alors qu’a répéter 'expérience et a faire un test d’adéquation de distribution. Typiquement K sera
la période mais ce n’est pas obligé.

2.2.5 Test des lacunes (gap test)
Soit I = [a,b] C [0,1] un intervalle, typiquement I = [0,1/2]. On dit que la suite U; admet une
lacune de longueur [ apres j si:

Uj el, Uj+1,...Uj+l ¢ I, Uj+l+1 el

Les longueurs sucessives Ly de ces lacunes sont des variables i.i.d dont la loi est p; = p(1 — p)¢ oul
p = b — a. Il ne reste plus qu’a faire un test d’adéquation de distribution par exemple un test de
Kolmogorov (exercice2.3.2), ou un x?2 sur la variable Ly = min(Ly,v).

2.3 Exercices

Exercice 2.3.1 (Epreuve du maximum) On choisit d et 'on pose Y; = max(X;gi1,--. Xjdtd)-
Expliciter le test de Kolmogorov.

Exercice 2.3.2 On reprend le test de Kolmogorov. Utiliser les résultats de I’exercice1.5.16 pour
montrer que si F' est discontinue :

P(d, > \) < P(dS > \)
ou df, est la statistique dans le cas continu. En déduire qu’a seuil fixe, le test qui réfute F' si d,, > A
a un niveau supérieur si F' est discontinue.

Exercice 2.3.3 (Points proches) On reprend l'idée du §2.2.3 mais en considérant la variable §

6= min {IVi = Volloosi = L.oon}, (efloc = maxa)

ou les différences sont calculées modulo 1 de sorte que 0 < V; — V < 1.
1. En remarquant que P(§ > h|Vy = v) est indépendant de v, calculer la loi de 6.

2. On réalise P échantillons de §. Quelle est la statistique du test de Kolmogorov et quel niveau
de signification obtient-on ?

3. Pourquoi peut-il sembler raisonnable de choisir d =~ log(n) 7
Exercice 2.3.4 (Programmation) On considére la suite
U, = a(U,_1U,_2)Y"=3 (mod 1)

1. Programmer cette suite avec a = 2 et tracer sa fonction de répartition empirique.
2. Montrer, en utilisant les corrélations d’ordre 1, que c’est une mauvaise suite aléatoire.

3. Ressayer avec a = 100000 (ou d’autres valeurs de votre choix).



Chapitre 3

Monte Carlo : Exemples de base

3.1 Estimation du volume

On cherche & estimer le volume V d’un objet géométrique E inclus dans [0, 1]%. On suppose que
I’on a un moyen simple de tester si un point z appartient & £ ou non.

| ALGORITHME |

1. Tirer n points dans [0, 1]¢

2. Compter le nombre N de points appartenant & F
3. V=N/n

4. 6(V)2=V(@-V)/n

5

&
L =V+6Q,(1—a/2)

(04 désigne la fonction quantile de le gaussienne centrée réduite. N est une somme de variables de
Bernoulli d’espérance V, la variance de V vaut donc 0% = V(1—V)/n, et §(V)? en est une estimation
raisonnable. I. est un intervalle de confiance de niveau asymptotique «, basé sur ’approximation
gaussienne (théoréme-limite central V ~ V + oA (0,1)).

Si l’on sait que E est compris entre deux ensembles E_ et E,, E_ C E C E,, de volume V_ et
V., on a toujours intérét, si c’est possible et peu cotiteux, a tirer uniformément dans I’ensemble E \
E_ ;la proportion de points tombant dans E donnera une estimation R de R=(V-V_)/(V4—V_)

avec variance R(1 — R)/n, d’ou une variance (V — V_)(V; — V) /n pour V.

3.2 Intégration

Au paragraphe précédent on calculait E[1g(X)] ot X est U([0,1]%). La problématique est ici
sensiblement la méme puisqu’il s’agit de calculer # = E[f(X)] pour une v.a. X que l'on sait simuler.
L’estimateur naturel est

b= =3 F(x).
1=1

n-

Sa variance vaut

~

Var(0) = %Vm‘(f(X)).

21
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Comme précédemment, cette variance permet d’obtenir, par approximation gaussienne, un intervalle
de confiance basé sur

507 = S (F(X) )
=1

Cette méthode permet en particulier de calculer des intégrales sur [0, 1]¢
toute partie de R?.
Noter la vitesse de convergence en 1/4/n. Les méthodes (déterministes) d’intégration par qua-

drature, c-a-d de la forme

[ 1w = éwif(xi)

commettent une erreur en O(n /%) o s est la régularité de la fonction (les dérivées d’ordre inférieur
ou égal & s sont bornées) ; les suites (z;, w;) dépendent du s que 'on considére. On voit donc qu’en
grande dimension, 1’algorithme de Monte Carlo est compétitif.

, et par extension sur

3.3 Perte de connexion dans un graphe

On se donne un graphe totalement connecté (réseau de communication) pour lequel la probabilité
de perte du i-iéme arc est p;. On veut savoir la probabilité p de coupure de connexion entre deux
nceuds s et ¢ (ou deux ensembles de nceuds).

La solution la plus simple est de répéter n fois I'expérience suivante (tirage d’un graphe aléa-
toire) :

1. Tirer au hasard les pertes d’arc : pour chaque arc tirer une variable Bernoulli de probabilité

p; dont la valeur dira si ’arc est perdu.

2. Voir si la communication entre s et ¢ est perdue.

et enfin de calculer la probabilité empirique p,, de coupure de communication entre ces deux nceuds.
La variance d’estimation est p(1 — p)/n.

En pratique on essaiera de tester la perte de communication au fur et & mesure de la génération
des arcs : par exemple si deux arcs partent de s, on peut les simuler en premier et s’ils sont perdus,
rien ne sert de poursuivre la simulation du graphe.

Pour des méthodes plus subtiles, voir [14].

3.4 Décompte

Soit E1,... Ex une suite de sous-ensembles d'un ensemble F ; il s’agit ici de calculer le cardinal
de leur réunion ou de leur intersection. La méthode déterministe consiste en général a utiliser une
formule

|UE| =) |E| =Y |ENE|+...
i i
Cette formule est trés vite inutilisable. On va proposer des méthodes de Monte Carlo pour approxi-

mer de telle quantités. Par défaut, tous les tirages seront faits uniformément dans les ensembles
concernés.
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3.4.1 Premier cas

On est ici dans la situation ol ’on peut tirer au hasard des éléments dans F et que 'on peut
tester & bas prix leur appartenance aux différents sous-ensembles.

Exemple. On se donne un systéme d’équations de la forme Az < b, ou A est une matrice m X p,
 est un vecteur de 0 ou 1 de dimension p, et b est un vecteur de dimension m. Cette équation
signifie une inégalité pour chaque coordonnée. Le calcul du nombre de solutions x & A et b fixé est
trés difficile. On est ici dans la situation o

E={0,1}, E,={z€FE: Zaija:j < b;}
J

et 'on cherche 6 = | N; E;| (|F| désigne le cardinal de F').
Comme 6/|E| est la probabilité qu’un point de E tiré au hasard tombe dans N; E;, l’algorithme
consiste & calculer empiriquement cette probabilité et a la multiplier par |E| :

| ALGORITHME |

1. Tirer au hasard e1,...e, € E
2. 0=|E|.|{j :e; €NiE;}|/n, &(0)2 = (|E| - 0)d/n.

La variance de 0 est (|E| — 6)8/n. Pour la réunion 1’algorithme est bien entendu similaire, puisque
le complémentaire de la réunion est l'intersection des complémentaires.

3.4.2 Deuxiéme cas

On est ici dans la situation ot 'on peut tirer au hasard des éléments dans chacun des E; et ou
les | E;| sont connus. Karp et Luby [27] ont proposé un algorithme pour calculer = | U; E;| dans
ces circonstances.

| ALGORITHME |

1. Tirer au hasard o € {1,... K} avec probabilité P(a = i) = p; = |E;|/ Y |Ej|, puis
tirer € € E,

2. Tirer au hasard des 8 € {1,... K} jusqu’a ce que ¢ € Eg et enregistrer le nombre 7
de tirages (7 =1 si € € Ejg le premier coup)

Autre option : 7 = K/I(g) ou la fonction [(e) est le nombre de i tels que e € E;.

3. Ttérer Ny fois les deux points précédents. § = 73 |Ej|/K ou 7 est la moyenne
empirique de 7

4. 6(0)2 = N K723 |Ei])2Varemp(r)  (Varemp—variance empirique).

Remarques. Dans cet énoncé, on a choisi de désigner les points et indices aléatoires par des lettres
grecques afin de les distinguer des variables muettes.
On va voir que la variance est bornée par

Var(d) < 2N,'0> |El.

Le calcul montre que la seconde option du point 2 fait gagner un facteur 2 dans cette borne.
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Cette borne ne prend pas en compte le nombre effectif de tirages effectués, ce qui la rend
difficile & comparer & celle du paragraphe précédent. Ce dernier est la variable aléatoire N;T qui est
asymptotiquement équivalente & n = 0 KN/ > |E;|. On a donc
2K

n
nettement inférieure (|E| — 0)0/n si 6 < |E|.

DEMONSTRATION: Soit Fj, I’ensemble des points qui appartiennent a exactement g des ensembles
E; :

Var(d) < 6?

F,={e€ E:l(e) =q}.
On a alors
P(c€F) = ZP £ € Fyla = j)pj

ZlF . N Ej| |E
FZTEE oY

= - 1 .
Z ‘Ek| ; ; zEFGNE;
= Z ‘lEk| ; ; 1zEE‘j 1.’EEFq

Q|Fq| '
> | Bkl

D’ou le calcul de ’espérance de 7 :
ZE[T|€ =e|P(e =e)

mais comme P(1 = kle) = (1 — p)k~!p, p =I(e) /K, il vient

Elrle] = &

l(e)

d’ou finalement

Z%P ng ) _K|UF| _K|UB|
e
e q

q > | Bl > | Bl
Pour la variance de 6, on a (en notant Nj; le nombre d’itérations de I’algorithme)
Var(d) = K2 |Ei|)*Var(7)
2O 1B Var(r)
N;' K2 |EN)’E[R).

Le calcul de E[7?] nécessite de remarquer que E[r%|e] = 2p 2 —p !, p = I(¢)/K ; on a donc
E[7%e] < 2K?I(¢) 2. On en déduit comme précédement la borne (un peu grossiére)

VAN

2 .
Z2K2 o q|Fy] < 2K*|U E;
> | Bk 1B

qui conduit bien & la borne annoncée pour la variance. ]
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Exemple : formules booléennes. On se place dans {0,1}¢. Chaque E; est ’ensemble des suites
de variables booléennes b € {0,1}¢ qui satisfont une formule conjonctive (des “et”) :

[[ei=1
JEJ;

soit encore en langage logique

FE; est donc simplement caractérisé par I’ensemble d’indices J;. I’ensemble UFE; est une disjonction
(des “ou”) de telles formules :

V /\ bj = vrai
i jEJ;

ce qui correspond & la “forme normale disjonctive” d’une formule booléenne.
Noter qu’il n’y a aucune difficulté & tirer un point au hasard dans E; et que |E;| = 24 17il.

Extension au cas probabilisé. On vérifie sans peine que si I’on veut maintenant calculer P(UE;)
pour une certaine mesure de probabilité P 'algorithme devient :

| ALGORITHME |

1. Tirer au hasard a € {1,... K} avec probabilité P(a = i) = p; = Py(E;)/ > Po(Ej),
puis tirer € € E, avec probabilitée P(e = e) = Py(e)/Py(E,)

2. (inchangé) Tirer au hasard des 8 € {1,... K} jusqu’a ce que € € E3 et enregistrer
le nombre 7 > 1 de tirages (ou faire 7 = K/I(c))

3. Itérer les deux points précédents. L'estimateur est 7 Y, Py(E;) ol T est la moyenne
empirique de 7.

3.5 Exemples applicatifs simples

3.5.1 Temps d’échappement d’une cométe du systéme solaire

Soit —z < 0 l’énergie d’'une cométe (I’énergie est négative, calculée de sorte qu’elle sera nulle
une fois la comeéte sortie du systéme solaire). La durée d’une période de sa trajectoire est z73/2. On
suppose que cette énergie varie aléatoirerement selon un modéle oil elle est considérée constante sur
chaque période :

Zi+1 = Zi t Ui

Les u; sont des gaussiennes centrées réduites indépendantes. Soit M le premier instant ol zp;s = 0,
la durée de vie de cette cométe est

M-1
T = Z zi_3/2.
i=0

Des simulations de Monte Carlo permettent d’étudier la distribution de T' [21].
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3.5.2 Files d’attente

Une station service est ouverte h heures par jours. Il y a un seul pompiste et les clients font la
queue pour se faire servir dés que leur tour arrive. Les inter-arrivées des clients sont des variables
aléatoires exponentielles indépendantes de paramétre A,. Le temps de service d’un client suit une
loi d’Erlang(2,)A;) (somme de 2 exponentielles indépendantes de parameétre Ag).

Les clients suivent la stratégie suivante & leur arrivée en fonction de la longueur ! de la file
d’attente

- rester faire la queue sil < 5

- partir sil > 10

- 815 <1 <10ily a une probabilité (11 —)/7 que le client reste.

Un client achéte pour P francs d’essence, ou P suit une loi inverse gaussienne (cf exercice 1.5.18).

Estimer le chiffre d’affaire moyen d’une journée, et le temps d’attente moyen d’un client.

Pour ne pas perdre de temps, §’il n’y a aucun client, le pompiste se lance dans une tache annexe
qui lui prend un temps exponentiel de paramétre A; a réaliser, qui rapporte une somme S de loi

inverse gaussienne. Quel est maintenant le chiffre d’affaire moyen d’une journée?

3.5.3 Options

On se donne le modéle suivant pour ’évolution de la valeur d’une action :
Vn El%lqzn Xz ~ N(M, 02)'

On achéte au temps 0 une option, c’est-a-dire le droit d’acheter une action a un prix K fixé a
I’avance et & une date inférieure & N. On cherche alors la meilleure politique d’achat, en supposant
que 'on revend immédiatement aprés ’achat : comment décider au vu du cours du moment le
meilleur instant v pour acheter ; bien entendu on n’achéte que si V;, > K, et le bénéfice est donc
de (V, — K);. Mathématiquement, comme on ne peut prendre de décision que sur la base de
I'information passée, v est un temps d’arrét, c’est-a-dire que 1’événement {v = n} ne dépend que
de 'information précédant n ; cet événement est donc ici une fonction des variables Vi,...V,. On
cherche donc & maximiser sur les stratégies (temps d’arréts) v le bénéfice moyen

B[V, — K)4]-

Une premiére stratégie consister & prendre v = N. On montre que c’est la meilleure si p+02/2 > 0.

Si u+0%/2 < 0, c’est un probléme trés difficile. Une stratégie proposée [51] est d’acheter au
premier temps v tel que le gain est supérieur & ce que I’on peut espérer avoir dans le futur, soit le
premier v tel que

V, —-K > E[(Vy4i — K)4|V,], i=1,...N—v.
Le membre de gauche se calcule sans probléme et ’on obtient

Ii,“/ — log(K/Vu)

V,—K> Vuei(lH'a'?/Q)(I)(o-\/ i+b)—K®(b), b=
ovi

ou @ est la fonction de répartition de la gaussienne.

Des simulations permettent de comparer différentes stratégies, sur des critéres arbitraires (gain

moyen, variance du gain...).
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3.6 Exercices

Exercice 3.6.1 On sait que E contient un ensemble E_ de volume V_. On sait tester si un point
appartient & £_ mais en revanche on n’est pas capable de tirer uniformément dans le complémentaire
de E_. On choisit donc d’estimer le volume de E \ E_ par la méthode de base, pour en déduire
ensuite le volume de F.

A quelle condition cette méthode est-elle plus rapide que celle consitant & estimer le volume de
FE directement ? Proposer également une condition suffisante simple sur le volume de F.

Exercice 3.6.2 On est dans la situation de I’exercice 3.6.1 avec E_ = {z € [0,1]¢ : 0.1 < z; < 0.9}.
Comparer les performance de l'algorithme de base, de celui de 1’exercice 3.6.1, et de ’algorithme
accéléré du cours. On explicitera comment on fait le tirage pour ’algorithme accéléré.

Exercice 3.6.3 Comparer o(V;,) et I'erreur relative o(V,)/V.

1
Exercice 3.6.4 On considére la méthode suivante pour calculer § = / f(z)dz :
0

1. Tirer X; selon L{([%, %]), i=1,...n
2. 0=1% f(X0).

Montrer que lerreur d’estimation est d’ordre n3/2 si f est deux fois dérivable (on utilisera la
formule de Taylor pour calculer o(0)).

Exercice 3.6.5 (Programation) Estimer la proportion de suites de {0, 1}2° qui contiennent au moins
une suite de quatre 1 consécutifs. On utilisera la méthode de Karp et Luby.

Exercice 3.6.6 (Programation) Estimer 7 avec trois décimales.

Exercice 3.6.7 (Programation) Tester la méthode d’intégration sur f(z) = H;-izl kT gin(kmz;)

~

avec par exemple d = 8 et différents k [57]. On calculera la valeur exacte de l'intégrale et de o(6).
Comparer k=1 et k = 2.

Exercice 3.6.8 (Programation) On se propose de simuler un polytope convexe en dimension d
puis de calculer le volume de son intersection avec le cube unité.

1. Genérer d + 1 vecteurs gaussiens Z; et poser a; = Z;/||Z;||. Le i-iéme demi-espace a pour
equation

(aj,z —c) <1/2

ou ¢ est le centre du cube. Quelle est la distance de ¢ au plan frontiére (c-a-d d’équation
(aj,x — ¢) = 1/2) 7 Le convexe sera choisi comme l'intersection de ces demi-espaces.

2. Calculer le volume et ’écart-type de ’estimée.
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Chapitre 4

Monte Carlo : réduction de variance

Les méthodes de Monte Carlo sont 'application de la simulation & ’estimation. A partir du
principe de base généralement trés simple (simuler et moyenner), les chercheurs ont imaginé de
nombreuses techniques pour accélérer la vitesse de convergence, qui restera toutefois quasiment
toujours en 1/4/n. Ces méthodes font ’objet de ce chapitre.

Notons que 'usage de ces méthodes représente souvent un surcoit en calcul qu’il faudrait prendre
en compte dans 1’étude des performances. Pour un algorithme donné, ce surcotlit varie énormément
d’une situation concréte a une autre, c’est pourquoi on ne prendra en compte essentiellement dans
la suite que la diminution de variance d’estimation, ce qui n’est pas forcément trés objectif.

4.1 Echantillonage préférentiel (importance sampling)

C’est une méthode de calcul de § = E[f(X)] qui consiste & tirer les variables selon une distri-
bution erronée, et & compenser numériquement le résultat a postériori.

Pour en donner une idée, revenons au calcul d’une intégrale sur [0,1]. Si p est une densité sur
[0,1] (fonction positive d’intégrale 1), on peut écrire

1 _ IM Ve
/0 f@)de = / L ()

ce qui suggére la possibilité d'un autre algorithme :

AN l - f(YZ)
7= nlz_;p(Yi)

ou les Y; sont i.i.d sur [0, 1] de loi p(z)dz. De maniére plus générale on peut proposer :

| ALGORITHME |  Estimation de 6 = E[f(X)].

1. Tirer n points indépendants sur Y; selon la loi avec densité p par rapport a la loi de

b

2. 0 :% Z?:l ﬁgj:; (convention = 0)
M2 1 N (f(Yn)2 _§2)

3. Variance estimée : 6(0)° =-5 ) ;¢

Rappelons que si X a une densité fx(z) et Y une densité fy, alors p = fy/fx.

29
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Théoréme 8 0 est non-biaisé avec pour variance :

~

nVar(d) = E[f(X)’p(X)™"] - E[f(X))?
Elle est minimale pour p = p*, p*(y) = |f(y)|/E[|f(X)|] auquel cas elle vaut 0 si f > 0.

DEMONSTRATION: Pour toute fonction ¢, on a : E[p(Y)] = E[p(X)p(X)]. Par conséquent
= @] _ -
Elf] = E [p(Y) =E[f(X)]=0.

Pour la variance :

~

nVar() = Var(f(Y)/p(Y)) = E[f(Y)?/p(Y)?] - 6° = E[f(X)?/p(X)] - 6*.

Pour trouver le meilleur p, il faut minimiser E[f(X)?/p(X)]. Noter que si p = p* cette quantité
vaut E[|f(X)]]? qui est la plus petite valeur possible car pour tout choix de p

s _ o [ L TR _ )
BIFX)? = E[ m\/pml SE[p(X)]E[p(X)] BIf(X)?/p(X)).

Aspects pratiques. Comme p* est inconnu (si f > 0, connaitre p* implique connaitre #), on ne
pourra pas employer le meilleur algorithme, toutefois il sera bon d’essayer de s’en approcher, ce qui
signifie de tirer les points dans une région en quantité proportionnelle a la valeur de f.
Cette méthode peut étre trés avantageuse en grande dimension si f est petite sur une bonne partie
de I’espace.

Evénements rares. C'est 'exemple typique d’application de la méthode : on cherche & estimer
P(A) pour un événement A de probabilité trés faible. Si l’on utilise la méthode habituelle, il faudra
tirer un trés grand nombre d’échantillons pour tomber dans A de temps en temps. L’échantillonnage
préférentiel conseille de tirer avec densité proche de p*(y) = 14/P(A), c’est-a-dire de la loi de X
conditionnelle & X € A. On tire donc selon une loi qui favorise A davantage.

Exemple. Reprenons 'exemple du §3.5.2 et supposons que 1’on cherche la probabilité d’avoir trois
fois plus de clients servis que d’habitude, sur une journée : § = P(Ny; > 3u) o u = E[Ng]. On
suppose ici que le temps de service est également exponentiel. Il s’agit de deviner la loi des variables
sachant que Ny > 3u. Il s’agit de deviner la loi du processus sachant Ny > 3u. Plusieurs cas peuvent
se présenter :

e On pense que le pompiste est sous-employé et qu’une grosse arrivée de clients suffit & expliquer
le phénoméne. Dans ce cas on pourra simuler les arrivées avec un taux trois fois supérieur et
choisir ’estimateur

6 = Moyenne empirique(lz\rs23“371\[%2E DaTsy

ou les T; sont les inter-arrivées entre deux clients, Ns le nombre de clients servis dans la
simulation, N; le nombre total de clients apparus. Le facteur se trouve par le raisonnement
suivant : on a simulé avec la densité 3A,e~3*«Ti pour chaque inter-arrivée au lieu de A\ge i,
il faut donc compenser en multipliant par e?*«7i /3.

Noter que 6 est maintenant rendu petit par le terme 3~ Nte222AaTi 3~
Le choix de tripler le taux a été fait par simplicité, on aurait pu faire un autre choix de loi
d’arrivée qui en gros triple le nombre de clients.

Ni 2Nt /3.
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e On pense qu’au contraire les clients arrivent toujours en grand nombre et qu’un jour excep-
tionnel s’expliquera par de temps de services plus courts, auquel cas on simulera avec un taux
trois fois supérieur puis

6 = Moyenne empirique(lz\rs23“3*1\[“62 2As5i)
ou les S; sont les temps de service.

e On pense que les deux effets interviennent et ’on combine les deux méthodes, par exemple en
multipliant par trois les deux taux.

4.2 Variables de controle

Supposons que 'on cherche a calculer § = E|[f(X)] par simulations de X. Soit Y; une v.a. a
priori proche de f(X;) dont on connait l'espérance (typiquement Y; = ¢g(X;) avec g proche de f),
on a alors I’estimateur

~

0 = EYI+ Ly ) -v
=1

Il a une variance de
nVar(d) = Var(f(X))+ Var(Y) —2Cou(f(X),Y)

et I'on y gagne si

Cov(f(X),Y) > = Var(Y).

Exemple : retranchement d’un estimateur intermédiaire. Ayant & notre disposition une
famille paramétrique de fonctions gg pour laquelle on sait calculer E[gg(X)], on peut de choisir
pour g un bon approximant de f se trouvant dans cette famille (par exemple en estimant f3).

Le cas non-paramétrique est similaire. Si f est réguliére, I'estimation de f[o 174 f(x)dz par

n~ 13" f(X;) peut sembler rustique. Une facon d’améliorer est de commencer par faire une esti-
mation non paramétrique de f & I'aide de points Z1,...2,

g(z) = ﬁfjﬂwf (=2)

avec, si s est la régularité de f, une erreur d’approximation dans Lo de p8/(25td) hour b d’ordre
p~1/@std) 7 ot g sont désomais fixés. On estime alors lintégrale de f — ¢ avec n — p points et ’on
obtient alors pour # une variance de

Var(é) _ (’I’L _p)—lp—Qs/(25+d)O(1) — n—1—25/(25+d)0(1)
si p=n/2. On n’a pas pris en compte ici le fait que le temps de calcul de f(z) n’est pas forcément

analogue au temps de calcul de g(z). De plus le support de g dépasse [0,1]%, il faut donc calculer
Iintégrale de f — g sur un cube un peu plus grand.
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4.3 Echantillonage corrélé

On cherche a estimer la différence 6 = 0 — 6; deux parameétres 6; = E[f(X)] et 82 = E[g(Y)] ;
c’est-a-dire la moyenne de deux fonctions sous deux distributions différentes. Souvent, f = g et les
distributions sont proches. La méthode usuelle consiste a générer des X; et des Y; indépendants et
a poser

F . 1
0=0; —0y=— X;) —g(Y;
1— 0 n;f( ) —9(Y3)

et 'on trouve
Var(8) = Var(6,) + Var(6;) — 2 Cov(61,60;) = Var(d,) + Var(dy).

On aurait bien entendu un meilleur résultat si I’on arrivait & corréler positivement les deux estima-
teurs. Par exemple dans le cas extréme ot X et Y ont méme loi et f = g, le choix 6, = 6, conduirait
& une variance nulle ; on peut donc penser & juste titre que le gain peut étre considérable.

Si I'on utilise la méthode d’inversion (cf §1.3.2), une possibilité est de générer X; et Y; a partir
de la méme variable uniforme : X; = Qx(U;) et Y; = Qy(U;) ; il suffit alors que f et g soient
croissantes I'une de 'autre (par exemple si f = g) pour réduire la variance (cf exercice 4.8.8).

4.4 Variables antithétiques

Considérons deux estimateurs 8 et fy. Leur moyenne 63 est encore un estimateur dont la variance
est

Var (él —;—éz) _ Vail(él) n Vm;l(ég) N Cov(zl,ég)

On voit que si ces deux estimateurs sont négativement corrélés, on fait mieux que s’ils étaient
indépendants. On a par exemple

Théoréme 9 Soient U; des v.a.i.i.d U([0,1]) et ¢ une fonction monotone de chacune de ses va-
riables, alors les variables

1 1
X = 5(@((]1, A Un) + (P(Un—i—la ce Ugn)) Y = 5(()0(U1, . Un) + (P(l - Ul, R Un))
vérifient Var(Y) < Var(X).

Pour la démonstration voir ’exercice 4.8.6. En particulier, si f une fonction monotone, alors les
estimateurs

2n n
0= 5o S FQx), fa= 5D F@x(T) + F(Qx(1 - )
=1 1=1

ol Qx est la fonction quantile de X du §1.3.2, vérifient Var(d,) < Var(6;). Un exemple d’applica-
tion est donné au §4.6 (calcul de 7).

On peut aussi envisager cette méthode pour des situations plus compliquées lorsque les si-
mulations utilisent la méthode d’inversion, comme par exemple la pompe & essence (cf §3.5.2) :
I’estimateur prend la forme 6 = o(Uy,...Upy), ou les variables U; sont U([0, 1]).

Rien ne garantit & coup stir que 6, soit meilleur que 6, si (o n’est pas monotone ; ’on peut toutefois
estimer facilement la corrélation entre les deux termes et vérifier son signe. Plus précisément, si
6 =n"13 f(X;) et que X; est fonction de p variables uniformes (U7, ...Up), il s’agit de vérifier que
la corrélation entre f(X;) et f(X;), ou X; est calculé avec 1 — Uy,..1 — Up, est bien négative.
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4.5 Echantillonage stratifié

Exemple introductif. Supposons que les clients de 'exemple du §3.5.2 arrivent avec des taux qui
changent chaque jour. Il y a trois taux possibles Ag1, Ag2, Ae3, qui sont aléatoires avec probabilités
p1,p2,p3. On cherche toujours & calculer le chiffre d’affaire moyen sur une journée.

Le mode habituel de simulation consiste a répéter la procédure suivante : simuler d’abord le
choix d’un des trois taux, puis simuler la journée.

L’option d’échantillonnage stratifié consiste a faire trois séries de simulations, une pour chaque
taux, puis a faire la moyenne des trois résultats avec les poids p1, p2, p3-

Méthode. On cherche & calculer § = E[f(X)] par simulations de X. On suppose que 'on est
capable de séparer I’espace de probabilité (2 en J sous-ensembles disjoints €2; de probablité connue :

P(U;Qy) = 1, P(QNQ) =0, j#k
et que 'on peut simuler sur chacun de ces ensembles avec la probabilité P(.|€2;). Tout se base alors

sur la formule

J

E[f(X)] = ) P(Q)Ef(X)|e].

j=1

| ALGORITHME |  Estimation de 6 = E[f(X)].

1. Simuler n; points (X1j,... Xy;;) dans chaque €2; avec probabilite P(.[€;)

2. Estimateur :

=1

La démonstration de la validité de la procédure est laissée en exercice. La variance de 6 est

J 2
var@) = P02 o2 - mipx2io)) - BRI

Jj=1

Choix des €2;. Au vu de la formule précédente, on a intérét a choisir ses €2; de sorte que f y ait
la plus petite variance.

Choix des n;. Si n; = nP(£);), on obtient toujours une réduction de variance d'un terme qui est
la variance inter-classe :

<

nVar(0 ZP of =Var(f(X)) = Y _ P()(E[f(X)|2y] - 6)°. (4.1)

Jj=1
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Cependant le meilleur choix (sous la contrainte ) n; = n) est
n} =nP(Q;)0;/ > P(Q)ox
k

avec une variance de
2

J
nVar(d) = ZP(Qj)aj , My =mn;.
j=1
On peut estimer également en cours d’algorithme les proportions idéales m; = n;‘ /n

ir = P(Q;)65/ > P(Q)6%.
k

Choix de J. Eventuellement grand : on vérifie simplement que pour les deux choix de 7 Proposés
ci-dessus, la variance diminue & chaque fois que 'on scinde une classe €2; en deux. Rien n’interdit
de prendre J = n.

Extension. Sil'on ne sait pas tirer aléatoirement dans les {2; mais que l'on sait tester si z € €;,
on peut alors tirer les X; aléatoirement dans {2 et prendre ensuite ’estimateur é, en distinguant
a posteriori ceux qui sont tombés dans chaque ensemble. Noter que si 'on approxime dans cet
estimateur P(2;) par n;/n, on retombe sur ’estimateur habituel !

4.6 Conditionnement

Exemple. Considérons la station essence du §3.5.2. Si ’on s’intéresse au chiffre d’affaire moyen
sur une journée, la méthode de base consiste & simuler une réalisation P, du prix payé pour chaque
client, et & calculer la somme des Py sur chaque journée simulée :

1 n N;
!
1=1 k=1
ol N; est le nombre de client de la i-iéme journée. la méthode avec conditionnement consiste a
affecter la moyenne P de Py a chaque transaction :

A P
i=1

ce qui est intuitivement meilleur.
De maniére générale, lorsqu’on cherche a calculer E[X], on simule des réalisations de X mais
aussi d’autres variables annexes, Y, Z,... Il arrive que I’on sache simplement calculer E[X|Y] = ¢g(Y),

auquel cas ’estimateur
N 1 ~ 1
0 = — X;, Var(d) = =Var(X
S X, Var(h) = SVar(X)
peut étre remplacé par

- %Zg(n), Var(é'):%Var(E[XW]).

La variance d’estimation a diminué. Dans I’exemple précédent, Y est le nombre N de transactions
de la journée, et E[Yn_, P,|N] = NP.
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Exemple : calcul de 7. Pour calculer 7, on tire des v.a. dans [0, 1]? et ’'on compte la proportion
de points qui sont tombés dans le cercle centré en 0 de rayon 1 ;ici § = /4 :

X = 1Uz?—|—Vi2<17 UZ;‘/;NM([Oal])
0 — E[X]

R 1 —
=1
La variance de 0 est 0(1 — 0)/n = 0,17/n. On a aussi

EX|U=u] = P?+V?><1) =PV <V1-u?)=+1-u2

D’ou I'estimateur
1
= =Y i
ne

La variance est trés simple & calculer et vaut, au facteur n prés, 2/3 — (7/4)? ~ 0.05. On peut encore
améliorer en utilisant les variables antithétiques :

= %Z,/l—UZM 1-(1-U;)2.
%

On trouve cette fois-ci, par intégration numérique, une variance de 0,007/n.

Comparaison avec 1’échantillonnage stratifié. Dans la formule

Blf(X)] = / F(@)px|y—y(dz)py (dy)

I’échantillonnage stratifié calcule l'intégrale en z par simulation et l'intégrale en y explicitement,
tandis que la méthode de conditionnement fait exactement le contraire.

4.7 Quasi-Monte Carlo : les suites a discrépance faible
Il s’agit de trouver des suites qui permettent une vitesse de convergence plus rapide que les
suites aléatoires pour le probléme de 'intégration.

Définition 10 Soit (&)~ une suite de points de [0,1]¢ ; pour tout ensemble B C [0,1]%, on désigne
par Ap(B) la proportion des n premiers points de cette suite appartenant & B. La discrépance est la
suite :

Dal€) = sup [Mn(B) = MBI, M(B) = - > 1(€)

ol X est la mesure de Lebesgue et le sup est pris tous les B de la forme B = H?Zl[O,ui], u; < 1.

La discrépance compare donc la fonction de répartition empirique & celle de la mesure de Lebesgue.
On ne parlera pas des autres mesures de discrépance.
La variation totale de f au sens de Hardy et Krause est

Py % |,

k=111<22,...<tg

d.’l?,'l d.’L‘Zk

33:“ 8551 X

ou f est calculée en x; = 1 pour les j différents de i1, ...i5. On a le théoreme
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Théoréme 11 Pour toute fonction f :

1 n
— i) — u)du
22 /[O,de()

Il s’agit maintenant de trouver des suites £ telles que D), (&) décroisse le plus vite possible. Il a été
démontré qu’au mieux Dy (&) = O(n~'log(n)¥?) pour d > 1 et O(n~'log(n)) pour d = 1. On
sait par ailleurs fabriquer par des procédés arithmétiques des suites telles que (suites de Halton, de
Hamersley, de Lapeyre-Pages, de Faure, de Sobol, de Niederreiter...)

Dy (€) = O(n™" log(n)?).

Une telle suite est appelée suite & discrépance faible ; la suite { = (kz1,...kzq) (mod 1), ou les
z; sont des irrationnels indépendants sur Q, satisfait D, (¢) = O(n~!log(n)?t17¢) pour tout € > 0
[43].

La convergence est donc plus rapide qu’avec le Monte Carlo ordinaire, au moins pour des fonc-
tions f telles que V(f) < oco. Le probléme principal est que la borne V(f)D,,(£) est rarement trés
bonne, et difficile a calculer. L’idée suivante [9] est de coupler les deux méthodes :

< V(f)Dn(8)-

| ALGORITHME | (Répétitions)

1. Tirer R variables aléatoires uniformes X, sur [0, 1]¢

2.0, =n"13"
i f(X &), 0=R'YE,0,
2 — p—25E ) p)2 . N
En effe16d éf )S(fltRl.i.dYefﬁ[l’gaaf(H)el R War(6;). On voit en particulier que I’estimation de o(6)

est raisonnable, méme avec des R modestes. Notons que son ordre de grandeur théorique est au plus
R~1/2n~11og(n)®.

Contrairement aux suites i.i.d, les suites a disrépance faible sous-échantillonnées ne sont plus a
discrépance faible. De méme, la suite de vecteurs ((&1,&2), (€3,&4), -..) n’est pas & discrépance faible.

De maniére plus générale, rien n’interdit de remplacer les suites aléatoires par des suites a
discrépance faible dans une simulation qui n’utilise que des U([0, 1]). Mais il faut bien prendre garde
a rester dans le contexte du théoréme (d devra étre le nombre maximum de points nécessaire a
construire un X;, ce qui dans les cas de la station service ferait un vecteur par jour !).

Pour des références et des compléments concernant ce paragraphe nous renvoyons [43]. Des
algorithmes sont disponibles & l’adresse www.netlib.no/netlib/toms/738.

4.8 Exercices

Exercice 4.8.1 Motiver et proposer une méthode d’échantillonnage préférentiel pour ’exemple du
§ 3.3 dans le cas o la probabilité de coupure est trés faible (les p; sont petits et les arcs nombreux).

Exercice 4.8.2 Soit F une variable exponentielle, X = cos(E) + E, et Y = cos(E) + E2.
1. Quelle est la loi de E sachant £ > A 7
2. Proposer une méthode d’échantillonnage préférentiel pour calculer P(X > B) avec B grand.

3. Adapter la méthode précédente au calcul P(Y > B).
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Exercice 4.8.3 On veut estimer P(X +Y > 3) o X et Y sont exponentielles indépendantes de
paramétres A et u. Proposer une méthode de variables antithétiques, puis une méthode qui combine
le conditionnement et les variables antithétiques.

Exercice 4.8.4 On considére la méthode de variables de controle avec une fonction de contréle g
et un parametre « :

0= aBlg(X)] + = 3" F(X) ~ ag(Xy)
=1

Exprimer la variance de 6. Pour quelle valeur de « est-elle minimale 7 De quel facteur a-t-elle
diminué ?

Exercice 4.8.5 Soit (X;)1<i<2n une suite i.i.d. et les deux estimateurs

n n 2n
b= TS —g(X), = D F) 1 D g(x)).
i=1 i=1 i=n+1

A quelle condition sur f et g la variance de 6, est-elle inférieure a celle de 6, ?

Exercice 4.8.6 Démontrer le théoréme 9 & ’aide du théoréme suivant :
Théoréme 12 Soient ¢(z) et ¥(x) deus fonctions de R? dans R, croissantes I'une de 'autre
séparément pour chacune de leurs variables au sens ou pour tout x et tout vecteur § ayant une
seule composante non-nulle :

(p(z +0) — ¢(z))(¥(z +0) —9(z)) 2 0

et soit X une v.a. sur R¢ ¢ composantes indépendantes, alors
Cov(p(X),$(X)) > 0.
REMARQUE : Pour la démonstration de ce théoréme, faire d’abord le cas d = 1 en prenant ’espérance
dans (p(Y) — o(X))(®(Y) —9(X)) > 0 ou X et Y sont indépendantes de méme loi, puis étendre

par récurrence aux dimensions supérieures.
Exercice 4.8.7 Démontrer la formule (4.1).

Exercice 4.8.8 Montrer a l’aide du théoréme 12 que si f et g sont croissantes l'une de l'autre (c-a-d
(f(y) — f(z))(g9(y) — g(x)) > 0), Vestimateur par échantillonnage corrélé

0=00— b= > f(X) —g(¥), Xi=Qx(T), ¥i=Qv(li)
=1

a une moindre variance que ’estimateur & échantillonnage indépendant.
Exercice 4.8.9 Réinterpréter ’exercice 3.6.4 en fonction de ce qui a été vu dans ce chapitre.

Exercice 4.8.10 On cherche la probabilité qu’une variable exponentielle de paramétre A soit
supérieure & A. On propose un échantillonnage préférentiel en tirant les n variables selon une loi de
parameétre y différent.

Etudier la variance de 'estimateur obtenu : On s’intéressera & I’asymptotique lorsque A — 400
et 'on estimera la variance relative Var(é) /02 dans les deux situations “échantillonnage normal” et
“échantillonnage préférentiel avec p optimal” ; on donnera également, dans ces deux cas, l’ordre de
grandeur du n nécessaire & ’obtention d’une estimée raisonnablement précise.

Exercice 4.8.11 Proposer une méthode d’échantillonnage préférentiel pour calculer la probabilité
que le chiffre d’affaire du pompiste du §3.5.2, sur une journée, dépasse une certaine valeur C
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(grande). On supposera qu’une telle augmententation est due principalement a une abondance

exceptionnelle de clients.
Proposer une méthode combinant échantillonnage préférentiel et conditionnement pour calculer

I’espérance du temps d’interarrivée entre deux clients sachant que le chiffre d’affaire est supérieur a

C.

Exercice 4.8.12 (Progammation) Reprendre 'exercice 3.6.7 avec une suite & discrépance faible.



Chapitre 5

Les échantillonneurs de Metropolis et de
Gibbs

Soit un ensemble discret E et une fonction f de E dans Ry . On veut générer des variables de
distribution

i =Cf;

ol C est la constante de normalisation. La difficulté que 1’on rencontre est qu’en général, soit C
n’est pas calculable car F est trop grand, soit F est un sous-ensemble difficilement atteignable d’un
ensemble connu (p.ex. si m est la mesure uniforme sur ’ensemble des coloriages des départements,
avec b couleurs, tels que deux départements voisins soient de couleur différente). L’algorithme de
Metropolis donne une méthode pour simuler une chaine de Markov de mesure invariante 7.

L’inconvénient de la méthode est que d’une part on ne simule plus des variables indépendantes et
que d’autre part les variables n’ont pas la loi désirée dés le début car il faut attendre la convergence
vers la mesure invariante. Ce deux problémes seront étudiés au chapitre 7.

L’échantillonneur de Gibbs quant & lui simule des réalisations d’un vecteur aléatoire lorsqu’on
sait réaliser facilement la loi de chaque composante sachant les autres. Ces réalisations se font
également par une dynamique markovienne.

Les algorithmes présentés dans ce chapitre dans le cadre d’espace d’états finis s’étendent sans
difficulté au cas continu (voir les exercices).

5.1 Rappels : chaines indécomposables et apériodiques

On considére ici une chaine de Markov X, sur un ensemble fini F, et I’on note P = (p;;) sa
matrice probabilités de transitions (attention P désigne également la probabilité des événements).
Pour toute probabilité initiale u (vecteur ligne), uP™ représente la loi de X, si Xo ~ u, et pour
tous n, 1,7, et toute fonction f (vecteur colonne) sur E :

(P")ij = P(Xn = jlXo =1), (P"f)i = E[f(Xpn)|Xo =1], uP"f=Eu[f(Xn)].

P a toutes ses valeurs propres de module inférieur & 1 et 1 est toujours valeur propre de P. La
chaine est dite apériodique si 1 est la seule valeur propre de module 1 de P, et indécomposable si
I’ordre de multiplicité de 1 est 1.

39
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Théoréme 13 P est indécomposable ssi il existe un point i qui peut étre atteint de tout autre par
une suite de transitions non-nulles ' :

die E, Vj € E, mg())(P(Xn =1|Xo=7) > 0.
n
Une chaine indécomposable est apériodique ssi pour un i et un n > 0
P(X,=ilXo=1) >0, et P(Xps1=1Xo=1)>0.

1l existe toujours une mesure invariante w, 7P = w ; si P est indécomposable, elle est unique et
pour toute fonction g

n
1 Zg(Xk) — 7(g) = ng(i) avec probabilité 1
" k=1 %

% (; 9(Xg) — 7'('(9)) —+ N(0,0%) en loi

ot o dépend de g.

Si de plus P est apériodique, alors X, converge en loi vers son unique mesure invariante ™ =
(m3)icE et il y a convergence a vitesse géométrique de P™ wvers la matrice II dont toutes les lignes
sont égales a 7 : soit Ao la deuziéeme valeur propre de P et r sa multiplicité, il existe un C tel que

|P™ — || < Cn™ | Ao|™ (5.1)

Deux exemples types sont donnés dans les exercices 5.5.1.5 et 5.5.1.4. L’irréductibililté est une
condition plus forte que l'indécomposabilité, qui impose que tous les points 7 soient atteignables,
ce qui signifie qu’il n’y a pas d’état transient, ou encore que P a une puissance ayant tous ses
coefficients > 0.

Définition 14 P est dite réversible? (ou f-réversible) s’il existe une fonction f; > 0 non identique-
ment nulle telle que pour tous i et j
firij = fipji-
Théoréme 15 Si P est réversible, alors la mesure
fi
ZjeE fj

est invariante. Si de plus P est indécomposable et apériodique, alors P est diagonalisable, et le
théoreme 13 s’applique avec r = 1.

™ =

DEMONSTRATION: L’identification de 7 est immédiate. La propriété de réversibilité implique que
DP=P'D

ou D est la diagonale des f;, ce qui signifie que la matrice DY2PD~1Y2 est symétrique ; elle est

diagonalisable, et donc P aussi : P = Q@ 'AQ. 1 est unique valeur propre de module 1 de A, et donc
A s’écrit A = Ay + Ag, avec A nulle & I’exception d’un 1 sur la diagonale et Ay diagonale avec tous
ses coefficients de module inférieur & |\g|. Clairement P = Q~tA™Q converge vers Il = Q7 1A1Q
et P" — I = Q 1APQ satisfait (5.1) avecr =1 et C = [|Q}|]|Q]- [

!Dans le langage des chaines de Markov & valeurs dans un espace quelconque, on dit que la chaine, ici indécom-
posable, est 1-irréductible, avec ici ¢ = §; [40].

2Cette propriété est appelée réversibilité de la chaine car elle implique que, sous sa mesure invariante, la chaine
retournée dans le temps est une chaine de Markov de mémes probabilités de transition.
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5.2 Algorithme de Metropolis

5.2.1 Principes

Le but est de simuler une loi de probabilité de la forme m; = f;/ ), fr ot les f; sont connus. Il
faut se donner également une matrice p;; telle que :
Tous points i et j tels que f;f; > 0 peuvent étre joints par une chaine k1 = i,kg,...ky 1,k = J
telle que prk, ., > 0, Pryyik, > 0 €t f, > 0.
Par exemple f > 0 et P est irréductible.

| ALGORITHME | Tirage de X,, aprés X, | =i

1. Tirer j dans E avec probabilité p;;
2. Faire aléatoirement X, = j ou X,, = ¢ avec probabilité g et 1 — ¢ :

g = min (1, fjpji) ]
fipij

Théoréme 16 On se place sous les hypothéses ci-dessus, et l’on suppose de plus que P n’est pas
f-réversible. Alors la suite X,, produite par [’algorithme converge en loi vers w, indépendamment de
la valeur initiale Xo, et le théoreme 13 s’applique.

DEMONSTRATION: La matrice de transition de la chaine (X,,) est

§ : fipji e §
pij = min <pij, )it pi=1- > ik
’ ki

et en particulier f;p;; = fjpji ; il y a donc réversibilité et 7 est bien invariante. Vu ’hypothese,
I’'indécomposabilité est immeédiate. Pour montrer 1’apériodicité, noter que p; > 0 pour un 7. |

Remarque. Pour que 7 soit invariante, il est essentiel de garder tous les échantillons, répétitions
comprises.

Choix de p. Cet algorithme est utilisé lorsque F est un ensemble trés grand, et comme on va
le voir, les coefficients p;; seront souvent majoritairement nuls : on ne fait de transition que vers
des états proches. Ceci fonctionne bien si 7 n’est pas trop multimodale, car ce type de transition
défavorise les passages d'un mode & 'autre. Dans la majorité des cas, X sera un long vecteur et un
voisin X’ ne différera de X que par une coordonnée tirée a peu prés uniformément.

La détermination de p;; peut résulter d’une approximation de 7 restreinte au voisinage de 4 : si
pij = mj14,(j), avec i € A; ssi j € A; (i et j voisins), alors ¢ = 1.

On choisit parfois p;; = cste (loi uniforme sur E), mais cette option provoquera de trés nombreux
rejets (X, = X,,_1) si la masse de 7 se concentre sur une petite partie de E, ce qui est fréquent.
Les transitions vers des voisins permettent d’éviter ces rejets.

Cas continu. Il faut raisonner avec les densités. Prenons le cas d’une loi de densité n(z) = C f(z)

par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?. On tirera un nouvel état selon une loi de densité p,(y)

et ¢ = min (1 M). Si p;(y) consiste & choisir un indice k au hasard et & remplacer z, par une

? f(®)pa(y)
fwp(xr) ) _

valeur aléatoire z}, de loi p(¢), alors ¢ = min (1, @)
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5.2.2 Simulation de graphes.

On reprend 'exemple du §3.3. On veut simuler des réseaux ayant la probabilité requise mais
en se restreignant & ’ensemble R de ceux ol les points a et b ne sont pas connectés. La solution
naturelle est, pour chaque i, de prendre pour p;; la mesure uniforme sur tous les réseaux j € R qui
ne différent de ¢ que par ’état d’une connexion ; on appelle cet ensemble V;. On a donc en cas de
rétablissement d’une connexion (f; = f; = 1)

¢ = min (1, (1 —p)IViI> .
plVjl

ol p est la probabilité de perte de cette connexion, et en cas de perte p est remplacé par 1 — p dans
cette formule. L’indécomposabilité vient de ce que I'on peut toujours arriver & 1’état ou toutes les
connexions sont faites.

Une méthode plus simple est de prendre pour p;; la mesure uniforme sur tous les réseaux j qui
ne différent de 7 que par I'état d’une connexion, et f; = 0 si j ¢ R. Elle semble demander moins de
calculs car p;; est constant mais risque de causer beaucoup de rejets, surtout si p est faible.

5.2.3 Marche aléatoire sans recoupement

Dans cet exemple, on réalise un algorithme de Metropolis ou f vaut 0 ou 1 et les p;; sont
constants et donc ¢ € {0,1}. La marche aléatoire dans Z? est le processus

Wie=A14+00+...4;, Wp=0

ou A; est tiré uniformément parmi l’ensemble D des vecteurs de la base canonique et de leur
opposés. En somme on se déplace a chaque instant d’une unité dans une des 2d directions possibles
tirée au hasard. La simulation d’un tel processus ne pose évidemment aucune difficulté. La loi de
(Wy,... W) est simplement la distribution uniforme sur toutes les trajectoires possibles.

La marche aléatoire sans recoupement de longueur K dans Z¢ est le méme processus dont la loi
est conditionnée & 'absence de recoupement. Sa distribution est donc uniforme sur I’ensemble

E={W..Wg) € ZPK |\W; —W;_1|| =1, |[Wi||=1, W;#W;sii#j}

La méthode du rejet pour simuler ces trajectoires marchera trés mal car il y a proportionnellement
fort peu de trajectoires sans recoupement. On se propose de simuler une chaine de Markov sur E.
Soit T ’ensemble des permutations 7" de D telles que T'(—v) = —T'v (cette condition implique

qu’une telle permutation s’étend & une isométrie de I’espace) alors pour tout 1 < k < K on peut
définir

Ty(Wy,... Wg) = (W/{,...Wy)

W] =Al+ AL +...+ A
L’application T}, fait une isométrie sur la fin de la marche sans toucher au début. On tire successi-
vement les X, :

1. Tirer uniformément k dans {1,... K} et T dans T et poser X = T X,,—1

2. Si X est sans recoupement, alors X, = X, sinon X,, = X,,_1.
Sii# jetij € E,alors pjj = (K|T|)™'. La vérification de 1'indécomposabilité est un peu
difficile [47] (il s’agit de montrer que l’on peut toujours déplier la marche pour la mettre dans 1’état
ou tous les A; sont égaux).
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5.3 L’échantillonneur de Gibbs

Soit X = (X1,...X4) un vecteur aléatoire de probabilité m(X) que 'on veut simuler. On reste,
pour simplifier dans le cas ot X prend un nombre fini de valeurs bien que ¢a ne soit pas nécessaire.
L’échantillonneur de Gibbs consiste a créer directement une chaine de Markov réversible indécom-
posable apériodique de mesure invariante 7 en tirant chaque coordonnée & son tour selon sa loi
conditionnelle aux autres. On notera X*?% = (X1,..., Xp_1,2, Xp41,- .- Xq)-

| ALGORITHME | Tirage de X' aprés X

1. Tirer k uniformément dans {1,...d}

2. Tirer z selon la loi de X}, conditionnelle aux autres :
. B ,R.(Xk,m)
Qr(z|X) = m(Xp = 2 X;,5 # k) = 5, 7(Xk9)

puis X/ = X*:2,

La chaine est réversible avec f = 7 puisque pour X # X' et pxx: # 0 on a pxxr = d 'Qx(z]|X) =
d'7(X")/gx ot gx = gx». On peut montrer qu’il y a indécomposabilité, apériodicité, et donc
convergence, si la famille de lois conditionnelles @) détermine m de maniére unique.

Variantes. Dans le premier point, on peut remplacer la loi uniforme par toute loi qui porte tous
les points, ou encore faire un balayage déterministe de tous les points, c-a-d qu’a la n-iéme étape
k =n (mod d).

Il ne faut en revanche pas rafraichir tous les points simultanément (générer X7, ... X, a partir de
(X1,...X4), et considérer (X7,... X)) comme nouvel échantillon) car on fabrique alors une chaine
dont la loi invariante n’est plus la méme [15].

Exemple : formes produit. Dans cet exemple, X} sera le nombre de communication télépho-
nique en cours dans la k-éme cellule du réseau UMTS. Si N est le nombre de canaux (fréquences)
disponibles, la contrainte de non-interférence sera

> Xp <N

keC
pour tout ensemble C de cellules voisines. On notera Ej I’ensemble des suites (x1, ...24) qui satisfont
ces contraintes. On montre que typiquement la loi de (X71,...X,) a la forme, dite forme produit
w(z1,...xq) = Cm1(z1)...7q(a) lzer,
ou chaque 7 est une mesure de probabilité (cf exercice 5.5.1.6). On a dans cette situation
7 (Xk)
>y T (Y)

ou la somme est étendue aux y tels que X*¥ € Ey. La simulation par échantillonneur de Gibbs est
donc trés simple (avec éventuellement une méthode de rejet pour tirer selon la loi conditionnelle).

m( Xy = | Xj,j #Fk) =

5.4 Applications

Les applications données ici concernent 1’estimation ; pour d’autres exemples, voir les exercices
ainsi que le chapitre suivant.
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5.4.1 Maximum de vraisemblance

Soit une famille de lois de probabilités paramétrées par 6, de la forme

po(X) = 9x,0)
Z(0)
ou la fonction Q(X,#) est simple a calculer et la constante de normalisation Z(6) est en revanche
trés difficile a calculer. On a vu des exemples de telles situations (la mesure simulée au §5.2.2 avec
0 = p) et l'on en verra d’autres au chapitre sur les champs de Markov §6.3. Dans le cas continu,
si la mesure de référence est la mesure de Lebesgue, on a Z(6) = [ Q(z,0)dz ou I'intégrale est sur
R¢, d pouvant étre trés grand, et dans le cas discret, Z(6) = Y, Q(z,0) ot la somme s’étend a un
ensemble extrémement grand.
Il est simple de vérifier que I’équation du maximum de vraisemblance se réduit a

Vo IOg Q(Xa 0) = Ey [VG log Q(Ya 0)]

L’algorithme de Metropolis (ou de Gibbs) permet d’estimer le membre de droite pour toute valeur
de 0, et donc de faire des algorithmes (itératifs) de calcul de Oy .

5.4.2 L’algorithme EM pour les données manquantes

On dispose d’une famille paramétrique de lois candidates py pour un ensemble de données X.
L’algorithme du maximum de vraisemblance consiste & estimer 6 par

~

0 = arg mél,ng(X).

Il arrive que certaines données manquent. On note X = (Y, Z), ou Y est la partie observée et Z la
partie manquante (par exemple X est une matrice dont les lignes sont des vecteurs gaussiens i.i.d.
mais certains éléments manquent et 6 contient les paramétres de la gaussienne). L’algorithme du
maximum de vraisemblance consiste & maximiser la probabilité des données observées :

~

0 = arg meaxpg(Y), pe(Y) = /pg(Y, z)dz (5.2)

ou ’on note également par abus pg la loi des données observées. Souvent cette intégrale est in-
calculable, mais on est capable de simuler les données manquantes sous leur loi conditionnelle auz
observations pg(Z]Y). La remarque importante est que la solution de I’équation suivante

0 = argmax [ log(o (Y, 2))pa(=IV)dz (53)

est solution de (5.2) (tout au moins les conditions du premier ordre sont identiques) car une solution
de cette équation vérifie en 6’ = 6

Vpe(Y, 2) pp(Y, 2)
po(Y,2) po(Y)

0=V / log(por (Y, 2))ps (2]Y )dz = dz = pp(Y)~'Vy / po(Y, 2)dz.

L’algorithme EM consiste & fabriquer la suite

A

Opi1 = arg mgx/log(pg(Y, z))pe, (2|Y)dz.
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On montre qu’il converge sous des hypothéses assez générales vers une solution de (5.3). Une maxi-
misation exacte & chaque étape est inutilement coiiteuse et on pourra en pratique se contenter de
chercher 60,1 dans la direction du gradient :

Bt = O + nbuy O = / Vo log(ps, (Y, 2)) pa, (I )dz

pour un 7, > 0 qui fasse bien augmenter 'intégrale & maximiser (on le calculera & chaque étape, par
exemple par une méthode de dichotomie). Le déroulement de ’algorithme impose donc de savoir
calculer les fonctions cotit et éventuellement gradient (ou une approximation) :

1(6,68) = / log(pr (Y, 2))po (2] )d=

9(0) = / Vo log(ps(V; 2)) pa(2]Y)dz

ce qui pourra se faire par des simulations de z sous sa loi conditionnelle & Y (algorithme SEM
et variantes). C’est ici que l’échantillonneur de Gibbs peut intervenir, comme on va le voir au
paragraphe suivant.

Par exemple, si I'on n’utilise pas le gradient, on a l’algorithme (intuitivement clair) suivant

K

On1 = arg max kZ_l log(ps(Y, 21))

ou les 2, sont tous simulés selon la loi p; (2]Y). Pour avoir convergence, vers la bonne valeur, K
doit bien entendu tendre vers 'infini avec n. Mentionnons également 1’algorithme stochastique du
§8.1.5.

Application. On considére une population de I salamandres femelles et J méales. On tente d’ac-
coupler chaque femelle avec chaque male [36]. Les observations consistent donc en les I.J variables
Y;; valant 0 ou 1 selon le succés de I'entremise. On considére le modele logistique mixte

P(Y;j =1) =m;

log (ﬁ) = p+ u; +vj.
1—m;

Les variables latentes u; et v; ne sont pas observées, mais sont i.i.d de loi N'(0,1/6,) et N'(0,1/6,).
Conditionnellement & u et v les Y;; sont donc indépendants avec la loi donnée ci-dessus.
Notons 6 = (p, 0y, 60,) et z = (u,v). La probabilité de Y, u, v est donc

PG(Yv Z) = PG(Y|U’U)P9(U1 U)

Yii(p +ui +v5)} 6 0
o1/297/2 exp{Yj; i T Yj _u 2 v 2
O 1;[ 1+ exp{p + u; + v} P 2 Zi:“z 2 ZU]

J

En revanche la probabilité de Y seul s’obtient en intégrant cette expression par rapport a (u,v) ce
qui conduit & une intégrale multiple en dimension élevée sur laquelle il est trés difficile de travailler.

Le calcul de f et g se fera en simulant (u,v) selon sa loi sachant Y. Ceci peut se faire par un
échantillonneur de Gibbs. La simulation de chaque u; n’est elle-méme pas trés évidente et peut se
faire par le biais d’une méthode de rejet ; voir aussi [39] pour un algorithme un peu différent.



AV NAL4L AL LA L AVLS Je LAY LUVAAdAd YT L AL NVA T LA L VL L AV A L U NN LS N

5.5 Exercices, exemples

5.5.1 Chaines de Markov

Exercice 5.5.1.1 Deux boites & chaussures contiennent des puces qui sautent de I'une a 'autre.
Il y a en tout m puces. On considére le nombre X,, de puces dans la premiére boite entre le n-iéme
et le n 4 1-iéme saut. Donner la matrice de transition de la chaine de Markov X,,.

Exercice 5.5.1.2 Un volume contient des particules. Sur chaque intervalle [n, n+ 1[ chacune meurt
avec probabilité p, tandis que d’autres arrivent dont le nombre suit une loi de Poisson de paramétre
A. Soit X,, le nombre de particules & l'instant n ; donner la matrice de transition de cette chaine
de Markov (on trouve p;; comme somme de min(s,j) + 1 termes). Montrer qu'une certaine loi de
Poisson est invariante.

Exercice 5.5.1.3 Un individu va d’un sommet & un autre d’un graphe en choisissant a chaque
instant uniformément parmi les sommets connectés a celui ou il se trouve. Vérifier que la chaine
réversible et donner une mesure invariante. A quelle condition est-elle unique ?

Le graphe est un triangle de sommets A, B et C. La probabilité initiale de la chaine (loi de Xj)
donne les poids 1/4, 1/2 et 1/4 & A, B et C. Calculer 'espérance de f(X3), ou f est la fonction qui
vaut respectivement 0, 1 et 2 en A, B et C.

Exercice 5.5.1.4 (Décomposabilité et apériodicité) On considére la chaine de Markov X, =
signe(X,—1)Z, ou les Z, sont i.i.d uniformes sur {1,2... K} et 'espace d’états est {—K,... K}.
Vérifier que X,, est décomposable et apériodique. Montrer comment, si Xy est connu, on peut se
ramener i une chaine indécomposable.

Exercice 5.5.1.5 (Indécomposabilité et non-apériodicité) On considére la chaine de Markov X,, =
—signe(X,—1)Z, o les Z, sont i.i.d uniformes sur {1,2... K} et espace d’états est {—K,... K}.
1. Verifier que X, est indécomposable et non-apériodique (pour ce dernier point utilser la carac-
térisation donnée au théoréme 13). Expliquer pourquoi de maniére évidente, la chaine partant

d’un état donné ne peut converger vers une mesure invariante.

2. Montrer que de maniére générale, lorsqu’il y a un nombre fini d’états, ’existence d’une valeur
propre A pour P équivaut a 'existence d’une fonction f telle que E[f(Xpn11)|Xn] = Af(Xn)-
Montrer que —1 est valeur propre de P. En déduire & nouveau la non-apériodicité.

3. Trouver la mesure invariante de la chaine (elle est unique en raison de I'indécomposabilité).

Exercice 5.5.1.6 (Forme produit) Soient Fi,...Fy, d espaces d’états, Ey une partie de leur
produit, et P une matrice de transition réversible sur Fj, de mesure invariante 7 ; on se propose
de définir une chaine de Markov sur Ey de la fagon suivante : si X = (X1, ...Xy4), on choisit 1 < k < d
uniformément puis z selon la loi Py (X}, .) ; la transition se fait vers X*% ou X selon que X** ¢ E,
ou non (notation du §5.3). Vérifier que la matrice de transition globale est réversible et que la
mesure invariante est

7T(.’B1, :IIK) = Cﬂl(azl)...ﬂK(a:K)lero.
5.5.2 Echantillonnage de Gibbs

Exercice 5.5.2.7 Proposer un algorithme d’échantillonnage de Gibbs pour simuler des réalisations
du vecteur aléatoire de densité

fxy(@,y) = Cexp(—y*/2 — 2*(1+y + %) /2).
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C est la constante de normalisation qui garantit une intégrale 1.

Exercice 5.5.2.8 (Un modéle bayésien hiérarchique) On observe des v.a. indépendantes
Yij ~ N(6;,A,1),1<i <I,1<j<J. Les#;sont des effets aléatoires indépendants 6; ~ N (p, A h,
puis g ~ N(0,1) et Ay, Ag ~ E(1).
1. On pose Y = (Y;;)ij. Ecrire la loi de (Y, 0, i, Ay, Ag).
2. On pose A = (Ay, Ag). Proposer un échantillonneur de Gibbs pour simuler (6, u, A) sous sa loi
conditionnelle aux Y;;.

3. Soit & = (u, A). Proposer une méthode pour calculer estimateur bayésien £(Y) = E[¢[Y].

4. Proposer alors une méthode simple de simulation pour estimer la variance de € (Y) sous la loi
globale de (Y, 6,¢).

5. Dans l’esprit de la question précédente, proposer une méthode de simulation pour estimer la
variance de £(Y) conditionnellement & £ (il faut supposer que £(Y) n’est pas trop éloigné de
£).

6. Comparer heuristiquement ces deux estimateurs de variance.

Exercice 5.5.2.9 Simulation de points avec effet répulsif.

1. Proposer un algorithme d’échantillonnage de Gibbs pour générer des familles de d points
(#1,-..2q) de [0,1], conditionnés par le fait que les zx sont au moins & distance € les uns des
autres.

2. Combiner cette méthode avec un rejet dans le cas oil chaque z; appartient & [0, 1]2.

3. Proposer une méthode de Métropolis pour générer des familles de d points (z1, ... z4) avec une
densité par rapport a la loi uniforme sur ([0, 1]2)¢ proportionnelle & 4™ oti n est le nombre de
paires distantes de moins de €.

Exercice 5.5.2.10 Soient X1,...X4 d v.a. exponentielles de paramétre A, et S leur somme. Proposer
un algorithme d’échantillonnage de Gibbs pour simuler la loi de (X1,...X4) conditionnellement &

S > C.

Exercice 5.5.2.11 On se donne un graphe G a n sommets. Une configuration consiste & affecter
& chaque sommet de G une valeur 0 ou 1 de sorte que deux sommets connectés par un arc ne
soient pas & 1. On considére la distribution qui donne & une configuration un poids proportionnel &
p" (1 —p)"~"™ ou ny est le nombre de 1.

Proposer un échantillonneur de Gibbs pour simuler des réalisations de ce graphe et une méthode
pour estimer le nombre moyen de sommets & 1 sous la loi considérée.

Exercice 5.5.2.12 On veut simuler sous une loi 7(z1,...zx) conditionnellement & I’appartenance a
Ey C E, et I'on sait simuler chaque X}, sous m conditionnellement aux autres X;, j # k. L’algorithme
de Gibbs va demander de simuler y sous 7(X} = y|Xj,j # k) conditionnellement & X ky ¢ Ey. Si
ce n'est pas faisable directement (Fj est trop compliqué), on peut faire des tirages de y jusqu’a ce
que X*¥ € Ey. Cette méthode sera longue s'il se trouve que peu de valeurs de y réalisent cette
contrainte. On peut alors proposer ’algorithme suivant qui permet de faire changer k & chaque fois :

1. Tirer k uniformément dans {1,...d}.

2. Tirer y sous P(y) = n(Xy = y|X;,5 # k).

3. Si Xk € Ey, faire X' = X*¥ sinon X' = X.
Vérifier que la chaine ainsi construite est bien réversible et que la mesure invariante est bien la
bonne.
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5.5.3 Algorithme de Metropolis

Exercice 5.5.3.13 Proposer une méthode de Métropolis pour générer des permutations o de
{1,2,..n} sous la loi 7(0) = Cexp(—=A)_,i0;) (on rappelle que toute permutation est une composée
de transposition). On vérifiera I'indécomposabiliteé.

Proposer une méthode de Métropolis pour générer des permutations o telles que ) . io; > n3/10.

Exercice 5.5.3.14 On désire colorier une carte des départements. Un tel coloriage associe a chaque

département un vecteur g; € [0,1]?, correspondant aux proportions de rouge, vert et bleu. Comme

il faut que deux départements voisins aient des couleurs assez différentes, on se propose de tirer

les coloriages avec une probabilité proportionnelle & exp(—3) ||g; — g;||) ot la somme est étendue

seulement aux paires de départments voisins, et 8 est une constante & choisir, supposée ici connue.
Proposer un échantillonneur de Gibbs pour réaliser ce projet.

Exercice 5.5.3.15 Vérifier que pour simuler la marche aléatoire sans recoupement, on peut aussi
tirer k et T selon une distribution non-uniforme sans changer la réversibilité du moment que T et
T~ aient méme probabilité.

Exercice 5.5.3.16 Soit une matrice symétrique dont les coefficients hors-diagonaux sont N (0, 1)
(n(n —1)/2 v.a.) et les coefficients diagonaux sont A (0,2) (n v.a.), tous indépendants. On peut
montrer que ses valeurs propres ont pour loi

_lsm 2
Ce 12i=z ¥ H |zi — x| dzy...dzy.
1<i<j<n

Proposer un algorithme de Metropolis pour simuler de tels vecteurs.



Chapitre 6

Modéles markoviens

6.1 Généralités
Les chaines de Markov a état discret ou scalaire peuvent toujours se mettre sous la forme
X = Q(Xn_1,Un), U ~U(0,1]) (6.1)
ol Q(z,u) est la fonction quantile de la loi de X, sachant X,,_1 :
Q(z,u) = min{y : P(X,, <y|X, 1 =2z) > u}.

C’est la méthode d’inversion pour générer X,, connaissant sa loi, cf §1.3.2. Si le processus est
non-stationnaire, () va dépendre de n.

En pratique, la méthode d’inversion est inutile car en général les chaines ont naturellement la
forme (6.1), avec cependant U non-uniforme. Par exemple pour simuler un processus GARCH on
utilisera directement des variables gaussiennes :

p p
Xn = Z @k Xn—k + Enon + Z bkEn—kOn—k;
k=1 k=1

P P
2 2 2
op =5+ E CkOn,_1 + E AkEp_p-
k=1 k=0

Les &, sont des A/(0,1) indépendantes, et o2 représente donc la variance de 'erreur de prédiction
de X, sachant le passé. Ici (Xp,...Xpn_pt1,0n,--On—p+1,€n,--En—p+1) est une chaine de Markov.
Ces modéles sont utilisés en finance pour représenter des processus dont la variance est changeante
(“volatility clustering”) et les queues de distribution élevées.

Le reste du chapitre est consacré au traitement de situations plus compliquées. Nous renvoyons
a [51] et [15] pour des discussions plus approfondies sur ce qui suit.

» 2

6.2 Simulation de processus & événements discrets

A chaque instant, un systéme & événements discrets est caractérisé par son état, qui est le nombre
d’individus dans chacune de ses parties. Un événement est un changement d’état. La simulation va
calculer I’état a chaque instant d’événement, ce qui suffit & avoir I’état sur tout le temps.

49
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L’état nécessaire a la simulation, c’est-a-dire celui qui rend le systéme Markovien, contiendra
davantage d’informations :

état du systéme

temps absolu (date du dernier événement)

instants d’événements & venir initialisés dans le passé
autres

Etat

“autres” contient toutes les variables supplémentaires nécessaires & la simulation des événements
(par exemple si un temps de service dépend du temps écoulé depuis la derniére maintenance, ce
dernier devra étre propagé dans la simulation). Un événement & venir initialisé dans le passé est
typiquement la livraison d’une commande déja passée.

De plus certaines variables doivent étre récupérées en cours de simulation pour évaluer les
statistiques :

simulation : état
statistiques annexes : comptes d’événements...

Variables {

6.2.1 Simulation des processus de saut

Les processus de Poisson ont un role trés important dans de tels systémes. Ce sont des processus
croissants & valeurs sur les entiers, et donc constants par morceaux. Un tel processus V; est donc
caractérisé simplement par les instants ou il saute.

Un saut représente, en théorie des réseaux, ’arrivée d’un événement.

Processus a intensité constante. Pour un tel processus, les interarrivées sont les v.a. £(A). Il
suffit donc de simuler une suite i.i.d 7, ~ £(A) et les événements arrivent aux instants Ty = Zle Ti.

Il se trouve que ce processus se caractérise par propriété suivante
P(Npyn — Ny > 1|F) = M+ O(h?)

ou Fy est la tribu du passé. La valeur exacte du membre de gauche est bien entendu foh e~ M\ ds.

Processus a intensité variable. On a maintenant
P(un saut sur [t,t + h]|F;) = \h + O(h?).

On voit bien comment cette propriété suffit en théorie & simuler le processus, en prenant h trés
petit.

La méthode de simulation la plus simple est d’utiliser que le processus N; se réécrit également
Ng( 1> O a(t) = fot Asds et N est un processus de Poisson d’intensité 1. Pour une méthode différente

de type rejet, voir [51].

Un processus a sauts Markoviens est caractérisé par sa matrice de taux de transition A d’un
état a l’autre. Pour simuler ce processus, on procéde comme suit : soit X (¢) = 4 I’état courant, pour
chaque état j # ¢ on simule une variable exponentielle de paramétre A;; et I'on fait la transition
correspondant au minimum m de ces variables. On a alors 1'état a U'instant X (¢+m), et X (s) = X (¢)
pour s € [t,t + m].

On vérifie que partant de 4, j est choisi avec probabilité 4;;/ >, i Aik- S1lon fait abstraction du
temps, ’évolution peut donc se faire par une chaine de Markov. Le temps qu’on reste dans chaque
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état peut méme étre simulé ensuite, sa loi est une v.a. exponentielle indépendante du reste et de
parameétre Z#i A;j, sil'état est 1.
La matrice P, = (P(X; = j|Xo =1));; satisfait P, = etd avec A = — Z#i Ajj.

6.2.2 Simulation d’une file & un serveur

On suppose les arrivées poissoniennes d’intensité \; et le service de distribution G :

At" %

Les événements qu’on peut considérer sont

fin d’un service

Evénements ., 1 .
arrivée d’un client

et un choix naturel de 1’état est

N = nombre de clients dans le systéme

t = temps absolu

Tp = instant de fin du service en cours (+oc si N = 0)
T4 = instant d’arrivée du prochain client

Etat

Simulation non-stationnaire en temps absolu. L’état est donc X = (N,t,7p,74). Le calcul
de I’état suivant X' = (N',t', 7},, 7)) se fait en fonction du premier événement qui arrive
e si Tp < T4 un client libére le serveur ; simuler le temps de service S du suivant dans la file
(S =400 si N =1), puis
X'=(N—-1,7p,7p + S, Ta).
e si 74 < Tp, un nouveau client arrive ; si N = 0, simuler également son service ; simuler
I'instant d’arrivée du suivant 7/ ; finalement X' = (N + 1,74, 7, 7)) :
- N=0: 1,=714+S, S~G,
- N>0: TID =Tp-

Simulation stationnaire en temps relatif. Sile processus de Poisson a une intensité constante,
la simulation peut se faire sans mettre le temps dans I’état, ce qui permet de rendre ’état stationnaire
(dans I’exemple précédent ¢, 7p, 74 — 00 .)

N = nombre de clients dans le systéme
Etat { &p = 7p — t = durée restante pour le service en cours (+oc si N = 0)
64 = 74 —t = durée d’ici Parrivée du prochain client

Alors, on déduit de ce qui précéde la simulation du nouvel état Y' = (N', é%,,8) -
e sidp <da:Y' =(N—-1,0),64),0,~G,d),=+0c0si N=1.
® 5idg <dp:dy ~EN) et Y =(N+1,0%,0,) avec
- N=0: 0, ~G,
- N>0: &, =6dp—da.
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6.2.3 Simulation d’une file & deux serveurs en série

ROl O

On est dans une situation analogue & la précédente. On appellera systémel “la premiére file
d’attente et le premier serveur”, et le systéme 2 est défini de maniére analogue. Cette fois :

Ni, No = nombre de clients dans les deux systémes

t = temps absolu

T1,T9 = instant de fin du service en cours de chaque serveur
T4 = instant d’arrivée du prochain client

Etat

Comme précédemment, on convient que 7; = 400 si N; = 0. On a ici trois cas & considérer selon
que 1, T2, ou T4 est le min(7y, 79, 74). Les détails sont laissés en exercice.

6.2.4 Simulation a état non borné

Il peut arriver que le nombre de variables & prendre en compte dans 1’état ne puisse pas étre
réduit & un nombre fini donné a 'avance. C’est par exemple le cas si dans la file & un serveur du
§6.2.2, les clients s'impatientent et partent si leur service n’a pas commencé aprés un temps 7' de
distribution donnée : les temps de départ potentiel des clients faisant la queue devront étre inclus
dans 'état.

On est encore dans cette situation si dans ’on veut savoir, toujours dans 'exemple du §6.2.2, la
fonction répartion du temps de passage d’un client dans le systéme. Dans ce cas il faut également
mettre dans ’état la date d’arrivée de chaque client présent.

6.2.5 Gestion d’inventaire

Ce probléme est caractérisé par les points suivants
e Politique de gestion des stocks
— Renouvellement : soit S la quantité de marchandise en stock, alors dés que S < s_, on
achéte sy — S au prix de ¢,,(s+ — S). Le délai de la livraison est d;. Cet achat est payable
& la livraison.
— Inventaire : Les cotlits d’inventaire sont de ¢; par unité de temps et de marchandise.
e Dynamique des clients : ils arrivent avec un taux A pour acheter min(Q, S) de marchandise
au prix unitaire p. () est une v.a. de loi @. La transaction est instantannée.
On pourrait aussi tenir compte de la détérioration des stocks. Le probléme concret qui peut se poser
est par exemple 'optimisation de s_, qui doit éte assez petit pour éviter trop de commandes et
assez grand pour éviter que trop de clients ne partent en achetant moins de marchandise que prévu.
On a la structure suivante

arrivée d’un client
Evénements ¢ arrivée d'une livraison
passage d’une commande (coincide avec 'arrivée d’un client)
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S = volume du stock
C = volume de la commande en cours
Etat { ¢ = temps absolu
71, = instant d’arrivée de la prochaine livraison (+o00 si C' = 0)
74 = instant d’arrivée du prochain client

On s’intéressera également & la variable B représentant le bénéfice. La simulation du nouvel état
X'=(8,C"¢,1;,7}) et de B’ se fait selon deux cas :
e si 74 < 71, on simule la transaction et 'instant d’arrivée du suivant :
=74, Q~Q, §'=8-—min(Q,S), 74 ~EN) +t
et I’on passe une commande en cas de baisse excessive des stocks :
siS'<s etC=0: C'=s;,-8, 1,=t+4
sinon: C'=C, =1L
puis I’évolution du bénéfice : B’ = B+ min(Q, S)p — (t' — t)Sc¢;.
e sit, <Tg,ona: X' =(S+C,0,7,,+00,74), B' =B —cy(C)—(t'—1)Sc.

6.3 Champs de Markov

Il s’agit ici de simuler des tableaux de variables aléatoires. On ne s’intéressera qu’aux champs
de Gibbs qui recouvrent quasiment tous les champs de Markov, et qui représentent ici le modéle
adéquat. La question plus générale des données spatiales est extensivement traitée dans [10]. On
traite d’abord le cas ol le champ prend ses valeurs dans un ensemble fini.

La simulation passera par la création d’une chaine de Markov dont la mesure invariante corres-
pond & la loi désirée.

6.3.1 Définition

Un des exemples phare pour les champs de Markov est une image numérisée, par exemple sur
une grille de 256 x 256 pixels, chacun ayant un niveau de gris par exemple un entier compris entre
1 et 32.

Appelons S la grille et X ’ensemble des niveaux de gris. Cette image sera alors considérée
comme la réalisation d'un tableau de variables aléatoires indexées par les éléments de S. Le but
de la théorie des champs de Markov est de permettre d’étudier les corrélations existantes sur les
valeurs entre points proches.

Définition 17 On appelle structure de voisinage sur un ensemble S une relation symétriqgue sur
S : sia est voisin de b alors b est voisin de a. On convient que a n’est pas voisin de a. On appelle
cliqgue un ensemble de points voisins entre euz. On note V(a) l’ensemble des voisins de a. Les points
de S sont généralement appelés des sites.

En traitement d’image, on considére souvent les 4 ou 8 plus proches voisins. Dans le premier cas les
cliques sont les ensembles de deux points a distance minimale et dans le deuxiéme, ce sont les blocs
carrés et leur sous-ensembles (& vérifer !).

Définition 18 Soit X un ensemble fini et S un ensemble muni d’une structure de voisinage, on
appelle champ de Gibbs une distribution de probabilité sur les tableaur X indexés par les élément de
S et a valeurs dans X (X € X°) ayant la forme suivante :

P(X) = Z e XcoVolXo)
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ot la somme est prise sur toutes les cliques, Xc = (Xa)acc, €t les Vo sont des fonctions arbitraires
finies. Z est une constante de normalisation.
P(X) désigne ici soit la probabilité de X si X est fini, soit la densité, si X = R.

En particulier, toute distribution est un champ de Gibbs pour la structure triviale oil tous les points
sont voisins. La constante Z est généralement complétement inconnue. Un exemple typique dans le
cas des 4-voisinages est :

P(X)=2Z "expq — Y Bi(Xij — Xi15)° + Bo(Xij — Xij1)?
tj
Si B1 = B, cette expression se réécrit

P(X) = Z_le_ﬂE\Ia—bllzl(Xa—Xb)zl

Daus le cas ou X = {—1,1}, on a, les deux expressions :

P(X) = Z le 48Ny — 711 oy D 2Xii(Bi1Xio1; + B Xij1) (6.2)
ij
ou Np, et N, sont le nombre de cliques horizontales et verticales avec désacord. On a ici choisi le
méme coefficient pour les cliques de méme orientation de sorte & avoir une certaine stationnarité.
On voit que si les B; sont positifs, cette distribution a tendance & corréler positivement les voisins.
Cette corrélation sera d’autant plus forte que le paramétre 3; sera grand.

Théoréme 19 Soit un champ de Gibbs sur S, alors la loi conditionnelle de X, sachant (Xp)p£q
est donnée par

P(X4|Xp,b # a) = Z; 'e” Xosa VolXo),
En particulier elle ne dépend que de Xy ().
Si l'on revient a ’exemple (6.2), il vient
P(Xij|Xa,a # (i,)) = Z;;' exp{2Xi5(B1Xi15 + B1Xiy15 + BaXijo1 + BaXiji1)} -

Noter que, comme on le voit sur cet exemple, la constante Z, sera souvent calculable.

Le théoréme de Hammersley-Clifford donne une réciproque : sous des conditions trés générales,
si la loi conditionnelle de X, sachant les autres ne dépend que de Xy, alors le champ est un
champ de Gibbs pour cette structure de voisinages.

Exemple : segmentation d’image. Afin de modéliser la présence de régions homogénes distinctes
dans une image, on propose le modéle suivant : Une image est la réalisation d'une suite (X,, Ya)aes
ou les X, (étiquette) sont des v.a. prenant leurs valeurs dans {1,...n,} (numéros de région) et Y,
est le niveau de gris. La loi de X est

P(X) = 7 le B la—bl=1 UXaF#Xp) _ 7-1,—BN
N est la longueur des frontiéres entre régions. La loi de Y sachant X est une suite de variables

indépendante, Y; ayant une loi de densité eV ®Xi) (par exemple et pour simplifier N'(y1;,02)). On a
donc finalement la loi liée :

P(X,Y) = PX)P(YIX) = 27 expd =8 3 luown, + 3. UVaXa)p.  (63)
lla—bl}=1
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L’expression ci-dessus conduit a la loi de X sachant Y (qui est la seule variable observée) ce qui
va permettre d’estimer les régions, par exemple en maximisant P(X,Y’) par rapport & X. Voir
I’exercice 6.5.2.9 pour des compléments.

6.3.2 Echantillonnage de Gibbs

L’échantillonneur de Gibbs du § 5.3 devient ici :

| ALGORITHME |  Tirage de X’ aprés X

1. Tirer a au hasard uniformément dans S.
2. Tirer une v.a selon la loi conditionnelle de X, sachant les autres

3. On déduit X’ de X en remplacant X, par cette nouvelle valeur.

Au lieu de tirer a au hasard on peut se donner un ordre & ’avance. Par exemple dans le cas des
4-voisinages, on peut renouveler d’abord les sites blancs (S est vu comme un damier) puis les noirs.
Notons que le renouvellement des blancs peut se faire en paralléle puisque la distribution sur un
site blanc ne dépend que des valeurs sur des sites noirs.

6.3.3 Algorithme de Metropolis
On est, avec les notations du § 5.2, dans la situation ol

f(X) = e 2o VolXa),

La transition d’un état X & un autre X’ va consister a tirer un site a au hasard et & modifier X, par
choix d’une valeur dans X, si bien que X et X’ coincident sur S\ {a} ; les états voisins d’un état
donné sont donc en nombre |S|.|X| et p;; est pour tous i et j I'inverse de cette valeur. Le passage
effectif au nouvel état X' se décidera donc avec probabilité

¢ = min (1, eX o Vo(Xe)-Le vc(Xz,)) — min (1, e 05a VC(XC)*VC(X'C)) _

Cette quantité locale est trés facile & calculer ; dans ’exemple des 4-voisinages, on a si a = (%, 7) et
toujours X = {—1,1} :

Y VolXe) = Ve(XE) = 4Xi; (B Xio1j + PiXip1,; + BaXijo1 + o Xiji1)-
C3a

6.3.4 Exemples ou X est infini

Dans le cas ou X = R, il suffit de considérer que P est la densité de la loi par rapport, par
exemple, & la mesure de Lebesgue : p(z) = Z ' exp{— Y- Ve(zc)}-

Champ gaussien autorégressif. On va supposer que S = {ay, ..a,, } est une partie finie de I’espace
euclidien. Considérons la distribution pour X = (Xg)ges :

1
logp(X) = _F (Xa - ,U/a)cab(Xb - Nb) +ecst, Cua=1 (64)
a,b
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ot les p; sont des réels et la matrice C' = (cqp)q,pes est définie positive. Il s’agit d’une distribution
gaussienne. Il est facile de vérifier que la loi d'un X, sachant les autres est une gaussienne de variance
o? et de moyenne :

Xa = Mg — Z CabXp, mqe = Z CabMb- (6-5)
b#a b

Les voisins de a sont donc les points b tels que ¢ # 0, et m, est la moyenne de X, sachant les

autres nuls. Il se trouve que pour m et C' > 0 donnés, P est la seule distribution satisfaisant cette

spécification de loi conditionnelle. Souvent on préfére partir de cette spécification pour en déduire

m et C, puis p. Généralement cg, ne dépendra que de b — a (le champ recentré est stationnaire).
Par exemple dans le cas d’une grille réguliére du plan, on pourra partir du modéle local

.1
Xij = 7 (Xi—1j + Xig1j + Xijj—1 + Xiji1)

qui définit les m, (nuls) et la matrice C (elle est bien positive). Pour les points a = (%, ) du bord,
si, par exemple, (i +1,j) sort du domaine on se donne & I’avance une valeur pour X1 ; dont Ueffet
est d’ajouter un terme my,.

On simule facilement de tels champs avec un échantillonneur de Gibbs.

Ce modéle est utilisé par exemple pour étudier le rendement de parcelles voisines de méme
dimensions [10] : X, est la production de la parcelle a.

Attention, les erreurs de prédiction X, — Xa ne sont pas des variables aléatoires indépendantes ;
pas plus que dans une série temporelle autorégressive, ne le sont les erreurs de prédictions utilisant
passé et futur. En revanche, X, — X, est indépendante de X;,b # a.

Modéle de bindmial conditionnel. Considérons les données de mort subite de nouveau-né dans
les 100 comtés de Caroline du Nord [10]. On a un tableau & 100 lignes et 2 colonnes : la premiére
colonne contient, pour a variant de 1 & 100, le nombre X, de morts subites de bébés de moins
d’un an entre 1974 et 1978 dans le comté a, et la seconde le nombre n, de naissances durant cette
période. Un modéle possible est le modéle binémial suivant (les n, sont déterministes)

AXa
P(X,| X b a :Z_l+ >\ :ea+zbcabxb 66
(Xal X, # a) = Z, X, (ng — Xo)!’ @ (6:6)
avec Cgq = 0 et cgp = cpg. Il existe bien une loi de probabilité satisfaisant cette spécification

(exercice 6.5.2.11).
Ce modéle est visiblement surparamétré puisqu’il y a 4950 parameétres cgp en jeu pour ici 100
observations. Une solution est de se donner une forme particuliére :

Cap = vd(a, b)_k

ou d(a,b) est la distance entre les comtés a et b. Le modeéle n’a plus pour paramétres que «,y et k.
On peut également de faire dépendre « de la région, a = «., ce qui fait alors 14 paramétres (il y a
12 régions en Caroline du Nord).

En dehors de 'intérét de ’estimation des paramétres, on peut également considérer ce modéle
comme une base pour faire des tests ; par exemple, on pourra tester les hypothéses “a, = cst”
(stationnarité, pas de différence significative entre les régions) ou encore “y = 0” (pas de corrélation
significative entre comtés proches).
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6.4 Modéles spatiaux dynamiques

Il s’agit d'un processus & sauts markoviens qui vit sur une grille S (partie finie de Z2, ou
éventuellement un domaine plus général), et évolue en fonction de ses voisins avec une dynamique
de processus de saut. Partons d’un exemple simple de dynamique des épidémies out 3 états pour
chaque individu (point de la grille, ou “site”) sont possibles :

0 : sain
1 : infecté
2 : Immunisé.

Le processus X (t) décrit a chaque instant I’état dans lequel se trouve chaque site : X;;(t) € X,
(1,7) € S. Dans cet exemple les transitions se font de la fagon suivante :

transition H 0—-1 ‘ 1—2 ‘ 2—-0
taux H Aonij ‘ Al ‘ AQ

ol n;j; est le nombre de voisins infectés (a 1’état 1). Le nombre total d’états est 3"V, mais de chaque
état ne partent que N transitions possibles, ce qui rend la simulation faisable (cf §6.2.1).

Le méme modéle est utilisé pour les feux de forét, auquel cas les trois états pour chaque arbre
sont “détruit”, “en feu” et “vivant” (pour un article récent sur le sujet voir [60]).

Compétition entre espéces et dynamique de populations. En chaque site pousse soit de
I’herbe, soit un buisson, soit un arbre ; on a donc trois états, et cinq transitions correspondant a la
naissance ou la mort d’un buisson ou d’un arbre :

transition taux
0—1 /\1'n,ij(1)
0 : herbe 0—2 Aomi;(2)
1 : buisson 1—-0 A3
2 : arbre 1—2 A4’I’Lij(2)
2—-0 )\5

ni;(1) est bien entendu le nombre de buissons dans les sites voisins. Ici le nombre de transitions
possibles partant d’un état est 2ng + 2nq1 + no ol n; est le nombre de sites dans I’état . Ce type de
modéle s’étend immédiatement & davantage d’espéces, et peut faire apparaitre des comportements
treés différents selon les valeurs des parameétres (disparitions d’espéces, coexistence, oscillations...) ;
voir p.ex. [56].

Catalyse. S représente maintenant la surface d’un catalyseur. L’air ambiant contient du monoxyde
de carbone CO et de I'oxygéne O,. Le catalyseur transformera le CO en COs au travers des trois
transitions suivantes [6] :

1. une molécule de CO atterit sur un site libre

2. une molécule d’O9 arrive sur deux sites libres voisins et se scinde en deux avec un atome par
site
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3. une molécule de CO et un atome d’oxygéne se trouvant sur deux sites voisins reagissent
formant une molécule de COq qui s’échappe.

Chacune de ces transitions se fait avec son propre taux. Dans 'article original de Ziff, Gulari et
Barshad (1986), la derniére transition est instantannée (taux infini), et p désigne A\1/(A1 + A2) (A1
et A2 sont les taux des deux transitions restantes). p peut s’interpréter comme la proportion de CO
dans le mélange ambiant CO/Os. Ils ont obtenu par simulation les résultats de la figure 6.4 pour
les concentrations de CO et d’O sur la surface en régime stationaire. Les résultats font apparaitre
trois régimes :

1.2
1.0
o co
0.8] o p €[0,p1[ : empoisonnement & 'oxygéne
0.6 p €]p1,p2[ : coexistence
0.41 p €]p2,1] : empoisonnement au CO
0.2 p1 =~ 0,389 et po ~ 0,525.
co o

o -
_0-2 T T T T

0 02 04 06 08 1.0

FiG. 6.1 — Concentrations en fonction de p.

Pour la simulation, on réalise cette dynamique sur une grille, et pour éviter d’avoir un empoi-
sonnement & long terme (inévitable sur une grille finie) on interdit & toute molécule de s’installer

sur le bord (une molécule ne peut venir au bord que si cela occasionne une transition instantannée
de type 3).

6.5 Exercices

6.5.1 Processus a événements discrets

Exercice 6.5.1.1 On considére une file & deux serveurs en paralléle :

n—lI[]

Le client en téte de file occupe le premier serveur qui se libére, et le serveur 1 si les deux sont libres.
Quel état choisira-t-on 7 Expliciter le schéma de simulation.

Exercice 6.5.1.2 Un systéme subit des chocs a des instants poissoniens. A chaque fois, les dégats
ont une loi G donnée, et s’amortissent exponentiellement avec le temps : si x; est la gravité d’un choc
intervenu a linstant ¢;, le dégat résiduel a ¢ sera z;e~ (%) Les dégats s’ajoutent et I’on suppose
que le systéme tombe en panne lorsque leur somme dépasse un certain seuil C'.

Proposer une méthode pour simuler les instants de panne (il faut tirer profit de la forme de
Pamortissement qui permet de simuler avec un état particuliérement réduit).
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Exercice 6.5.1.3 On considére une file d’attente & serveur unique. Montrer la relation exprimant
I'attente W; du i-iéme client & celle du précédent, au temps de service du précédent S;_1 et a
I'inter-arrivée A; :

Wi=(Wi1+ 81— 4i)+, Wo=0.
On pourra commencer par faire un schéma, puis faire ensuite la démonstration mathématique.

Exercice 6.5.1.4 Expliciter le schéma de simulation de ’exemple du pompiste du § 3.5.2.

Exercice 6.5.1.5 [51] Un atelier posséde m + n machines et a besoin de n machines pour étre
opérationnel. Un employé est chargé de la réparation des machines en panne. On suppose qu’en
sortie de réparation, une machine repart & neuf. S’il y a m + 1 machines en panne, tout s’arréte.
Proposer un modéle pour ce systéme et expliciter I’algorithme de simulation.
Indication : L’état est de dimension un peu supérieure & n.

Exercice 6.5.1.6 (Importance splitting [24]) On cherche a calculer la probabilité d’un événement
A assez rare pour un processus demandant une simulation assez longue (probabilité de blocage dans
un réseau téléphonique...). L'idée est la suivante : lorsqu’au cours d’une simulation on est proche
du blocage (charge du réseau supérieure a un seuil...), on fait repartir de cette situation plusieurs
simulations indépendantes, afin d’augmenter ses chances d’observer A; si I'on s’approche encore
(charge supérieure & un nouveau seuil), on multiplie & nouveau les simulations... Le probléme est
que bien entendu, si ’on observera A plus souvent, les simulations ne sont plus tirées selon la méme
loi, et ne sont plus indépendantes.

Le cadre théorique adéquat est le suivant. Soit une suite d’événements B;, i = 1...k (“dépassement
du i-iéme seuil”) A C B; et une suite de tribus Fi,...Fj telles que B; € Fiyj, 7 > 0 (en pratique
Fi C ... C Fy et B; € F;, et trés souvent A C By C ... C Bj,). On part de Ny simulations
indépendantes. Si pour une simulation B; est atteint, on multiplie les simulations en faisant N;
(choisi & ’avance) tirages conditionnellement & Fi, puis on fait de méme avec Bs,... multipliant
ainsi les simulations & partir du contingent de départ.

Montrer qu’un estimateur sans biais de P(A) est

1
1 5y
P NONl...NkZ A

ou la derniére somme comptabilise tous les succes observés (indication : noter qu’on peut également
multiplier les simulations si B; n’est pas atteint; bien voir le role de I’hypothése d’appartenance
aux tribus). Dans I’exemple F; est la tribu du passé de la simulation avant ’atteinte du i-iéme seuil
(toute la simulation si le seuil n’est pas atteint).

Noter que NoNj...Ny est bien plus grand que le nombre de simulations effectivement réalisées ;
son inverse est le pendant du terme 3~ Vte222ATi de I’exemple du §4.1.

6.5.2 Champs Markoviens

Exercice 6.5.2.7 Soit un champ de Gibbs sur S et A C S montrer que la loi conditionnelle de X 4
sachant (Xp)p¢a est de la forme

P(X4|Xp,b¢ A) =Z e 2 anczo Vo(Xeo)

ou Z ne dépend que des valeurs de X en dehors de A.
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Exercice 6.5.2.8 [15] On considére le champ de Gibbs binaire sur S = {1,...2n} de loi

2n—1 2n—2
m(x) = Z_leU(I), U(z) = ain + B Z TiTir1 + Y Z TiTivo, x; = *1.
A =1 i=1

1. Quels sont les points voisins d’'un point 2 € S 7

2. Soit P (resp. I) ’ensemble des indices pair (resp. impairs). Quelle est la loi de X sachant
Xp 7 Que se passe-t-il siy =07

3. Désormais v = 0. On observe un vecteur (Y;);cp de variables indépendantes conditionnelle-
ment & X telles que P(Y; = —X;) =1-P(Y; = X;) =e.

(a) Montrer qu'on a P(Y;|X) = e®%Yi/(2cosh()) pour un & bien choisi (on calculera,
P(Y;|X) dans les deux cas X;Y; =1 et X;Y; = —1).

(b) En déduire la loi de X sachant Y.

(c) En déduire une méthode basée sur un échantillonneur de Gibbs pour estimer E[X|Y].

Exercice 6.5.2.9 On reprend ’exemple de la segmentation d’image du §6.3. On suppose que 1’on
sait réaliser la maximissation de (6.3) en X (c’est en fait un probléme difficile). Le paramétre S et
ceux de la loi de Y sachant X (les y; et o) ne sont pas connus. Il faut donc les estimer.

1. En s’inspirant du §5.4, proposer un algorithme pour réaliser cette estimation, préalablement
a celle de X.

2. Proposer un algorithme itératif, moins rigoureux mais plus simple, pour estimer simultanément
X, les u; et o, si B est connu. Expliquer pourquoi ’estimation de § par cette méthode est
irréaliste.

Exercice 6.5.2.10 Vérifier la formule (6.5).

Exercice 6.5.2.11 On s’intéresse au modeéle binémial du §6.3.4.

1. En s’inspirant des modeéles de champs gaussiens autorégressifs, prouver ’existence d’une loi
de probabilité satisfaisant (6.6) si cqp = Cpq, Caa = 0.

2. Trouver de méme une loi de probabilité satisfaisant la contrainte (loi de Poisson tronquée) :

A Xa
P(Xa|Xb,b # a,) —= ZglﬁlXaSna , >\a, — ea+2b CabXb.
a!
3. Méme question avec cette fois le modele de Poisson :
A Xa
P(Xa,|Xb,b 7£ a,) = Za_l‘X('L T Aa — e(l-l-zb CabXb_
a!

Pourquoi est-il nécessaire ici que ¢y < 0 pour tous a et b ? (Commencer par étudier le cas ou
il n’y a que 2 sites S = {a, b}).

6.5.3 Modéles spatiaux dynamiques

Exercice 6.5.3.12 (Simulation) Simuler I’épidémie avec A = 1, A = 0.1 et Ag = 0.04. Réessayer
avec g = 0.01.

Exercice 6.5.3.13 Proposer un modéle spatial proie/prédateur qui tienne compte en particulier
des naissances, morts et déplacements des deux espéces.



Chapitre 7

Simulation de procesus : convergence

On s’intéresse au probléme général suivant :
On sait simuler une chaine de Markov, que I’on suppose indécomposable et apériodique, et 1’on
veut estimer la moyenne d’une certaine fonction f sous la mesure invariante : 6 = E;[g(X},)].
Rappelons les deux point importants déja mentionnés :
» on ne simule plus des variables indépendantes
» les variables n’ont pas la loi w dés le début ; il y a seulement convergence.
Le premier point introduit de la variance supplémentaire dans les estimateurs tandis que le second
introduit du biais. Le théoréme 13 garantit que ce biais décroit avec vitesse exponentielle ; cependant,
lorsque l'espace d’états est trés grand, il arrive souvent que dans la formule (5.1) |Ag] soit trés proche
de 1 et C trés grand. La méthode simple consistant & simuler une trajectoire X,, et & poser

devra étre améliorée. Le probléme posé dans toute sa généralité est donc difficile, en particulier
celui de ’estimation de la variance d’estimation. L’espoir est généralement que |\z| ne soit pas trop
proche de 1 ou que C soit raisonnablement petit, mais encore faut-il étre capable de mettre cette
propriété a profit.

7.1 Algorithme des répétitions

Une méthode pour avoir une estimation de la variance d’estimation est de tirer plusieurs trajec-
toires indépendamment dans le méme esprit que l'algorithme du §4.7

| ALGORITHME |

1. Se donner une mesure initiale 7y, le nombre de répétitions R et la longueur des
trajectoires N

2. Simuler R trajectoires de longueur N, X, , avec loi initiale mg

3.0, =N g(Xmm), O6=R'Y6,

4. 6(0)>=R72Y,(6, — 6).

La validité de la méthode ne pose pas de probléme. Le véritable ennui est que le biais reste inconnu
et donc erreur sur @ est inconnue. En particulier N doit étre choisi assez grand de sorte & oublier
les conditions initiales et réduire le biais.

61
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Choix de 7. Ilsera bon de prendre pour 7y une mesure assez proche de 7 si possible pour dimunuer
le biais et de support assez grand pour étre str de ne par faire une mesure trop locale si la chaine
communique mal ; dans ce dernier cas, méme si la valeur de 6(9) n’est pas trés précise pour des R
modestes, elle donnera un ordre de grandeur correct pourvu que 7y soit bien choisi.

Choix de R. Il semble a priori inutile de prendre R trop grand ; & moins de partir de w9 = &, on
peut montrer qu’on a toujours intérét a investir dans des trajectoires longues plutot que dans des
répétitions, voir [14] §6.6.

7.2 Elimination du transitoire

On se propose maintenant de ne pas introduire les variables dés le début de simulation en raison
de la lenteur de convergence vers la mesure initiale. Ce retard de convergence arrivera typiquement si
I’on part par malchance d’une zone transiente, mais sur laquelle on reste avec trés grande probabilité.
On élimine donc une période transitoire dite “période d’échauffement”, et le nouvel algorithme sera

| ALGORITHME |

1. Se donner une mesure initiale mp, le nombre de répétitions R, la longueur des tra-
jectoires N et le temps d’échauffement d.

2. Simuler R trajectoires de longueur N, X avec loi initiale
3. 0=R1Y,0;, 0r=(N-d)7 Ty 9(X7)
4. 5(0)2=R2Y, (6, — )%

Le probléme est maintenant de déterminer le meilleur d et I’erreur sur 8. Une approche graphique
est d’essayer toutes les valeurs de d (ou un échantillonnage) et de tracer ’évolution de 6 en fonction
de d, ainsi que les barres d’erreur & 20. On verra plus ou moins nettement selon ’expérience se
dégager une valeur raisonnable de d. Dans la figure ci-dessous, on voit un biais se dessiner avant la
valeur 600. On voit également la difficulté d’utilisation de cette méthode.

Toutefois I'inspection de ces courbes & elle seule ne peut rien décider : on ne peut estimer le
temps d’échauffement qu’a condition d’avoir fait une expérience au moins aussi longue que celui-ci !
Tout ceci reste donc trés expérimental.

7.3 Reégénération

7.3.1 Renouvellement

Fixons iy € F et considérons les temps d’atteinte successifs de I’état iy, supposé récurrent, pour
la chaine partant de Xy =g :

Ty =0
Tq = 1nf(n > Tq_1 : X, = ’L())

Les instants T}, seront appelés instants de renouvellement car les variables & valeurs dans UyzR?

Zg=(Xr, 1y Xr,1)
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Fi1G. 7.1 — Courbe de 6 avec la barre d’erreur a 2&(9) en fonction du décalage (nombre de points
initiaux éliminés). Au dessus se trouve la courbe de I’évolution de l'estimateur sans décalage en
fonction du nombre de points utilisés (son derrnier point a donc méme ordonée que le premier
de la courbe continue). Il s’agit de l’estimation de m; dans une chaine de Markov a 4 états qui
communiquent mal, d’oll la lenteur de convergence. La vraie valeur est 0,044. On a pris R = 10 et
mg = 01. La période d’échauffement est visiblement de ’ordre de 600 au moins. Noter la lenteur de
convergence de l’estimateur sans décalage.

sont i.i.d [7] : leur loi commune est celle de la chaine partant en ig et arrétée en 4p. Les variables
(Sq, 7q) définies par
Ty—1
Sq = Z 9(Xg), 1=Ty =Ty 1.
n=Ty_1
forment donc une suite i.i.d. Par ailleurs on peut réécrire I’estimateur basé sur les Ty premicres
variables :

6 — QYR S, _ 5

Q! 27?21 g T .
Il s’ensuit que
_ E[5)]
E[n]

0

En utilisant la normalité asymptotique (S,7) ~ (E[S1], E[11]) + Q /?(Ns, N;), et en développant

~

au premier ordre en Q~/2 dans l'expression de 6, on obtient facilement

\/@f 9;0 _)N(Oal)a 32:Va'r-(NS—HNT)ZVCI/T(Sl_eTl)-

Le probléme du biais a disparu (un biais existe toujours, mais il est simplement da au fait que 6 est
un rapport de variables aléatoires, ce qui n’a que des conséquences secondaires) et 'on a ’estimée
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de la variance :
o 1 A 1 X
5(0)* = 7202 Z(Sq - Tq9)2 72 Z(Sq - Tq9)2- (7.1)
q Q ¢

Cette méthode, malheureusement rarement applicable, est donc infiniment supérieure aux précé-
dentes. Si l'on compte que s est au plus de l'ordre de 7, on obtient un écart-type au pire de 'ordre
de Q'/2 ; il peut étre bien plus petit car la variance de S; — 71 dépend aussi de g et de la nature
de la chaine. En vertu du théoréme qui suit, le nombre de variables simulées sera quant & lui de
Pordre de @Q/m;,, et 'on a donc intérét a partir d’un point de forte mesure invariante. Noter que si
I’on arrive & avoir () de 'ordre de quelques unités, les estimées de variance sont déja raisonnables.

Théoréme 20 Soit X,, une chaine de Markov a valeurs dans un espace dénombrable, de mesure
invariante unique w, et T; le premier instant d’atteinte de l’état 1, alors

B[] =m; "

Pour la démonstration, voir [7] §6.9.

7.3.2 Théorie générale

La propriété d’indépendance des trajectoires partielles, et donc I’applicabilité de la formule (7.1),
s’étend & d’autres situations.

Théoréme 21 Soit X,, une chaine de Markov homogéne, Ty un temps d’arrét fini avec probabilité
1 et f la fonction telle que Ty = f(X1,Xo,...). Soit (Ty)q>1 la suite croissante de temps d’arrét,
définie par

Tyr1 = f(X1y, X1p41,-00)-
Si l’on a la propriété de régénération :

PX,=z|Th =n,Xpn-1,Xn_2...) = ¢(z)
ol @ est une certaine fonction, alors les variables

Zg = (X1,_y,-X1,-1) (7.2)
sont i.i.d.

DEMONSTRATION: Notons X,;7 = (X;)i>n et X,; = (Xi)o<i<n En vertu de la formule de Bayes, puis
de la propriété de Markov, on a

P(Xp,=z,X,, €B|T,=n,X, ;)
P(X;L+1 €EBXp=2Ty=n,X,_)P(Xy =2|Tg =n,X,_;)
= P(X;_i_l € B|X,, = z)p(z)
qui ne dépend ni de n ni de X, ; ; par conséquent pour tout C'
P(X,feC|Ty=n,X,_ ;) =9(0)

pour une certaine mesure 9 indépendante du reste. Comme sur {T; = n}, Z,41 est une fonction du
futur apres X, il s’ensuit que

P(Zq+1 E A|Tq = naX’]_“q_l) = ,lpl(A)
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pour une certaine mesure ¢; et donc, comme Z_ est mesurable par rapport a X;q 1
P(Zgs1 € AlZy) = 1 (4)

Ce qui prouve la stationnarité et 'indépendance. |

Nous allons présenter au §7.3.3 une méthode qui permet de créer davantage d’instants de régé-
nération [44].

7.3.3 Meéthode atomique

Le but de ce paragraphe est de présenter une méthode classique pour créer des instants de
régénération [44].

Supposons qu’il existe une mesure de probabilité y sur E et une suite ¢; > 0 non identiquement
nulle, telles que pour tous ,7 € E

qitj < Pij- (7.3)

On dit que (g, ) est un atome pour p. Cest-a-dire que lorsqu’on est a ’état %, la loi du suivant
est minorée par y avec un facteur ¢g;. Notons que s’il y avait égalité pour tout ¢, alors ¢; = 1 et la
chaine de Markov serait une suite de variables indépendantes de loi u. Plus généralement, on peut
remarquer que

. . Dij = Qiltj
P(Xy =j|Xn1=19) = qipj+(1- qi)%qzw
1
= qipj + (1 — ¢i)pij- (7.4)

Le membre de droite peut étre vu comme un mélange de deux lois avec poids ¢; et 1 — ¢;. Ceci
signifie que pour simuler la chaine sachant X,,_; = ¢, on peut simuler une variable U,, valant 1 ou
0 avec probabilité ¢; et 1 — g; et selon cette valeur tirer X,, sous la loi u ou bien avec la transition
Pij. La paire (X,,U,) est markovienne et chaque instant oit U, =1 est un instant de régénération
(la démonstration est laissée au lecteur).

En pratique on préfére procéder sans toucher au mode de simulation de X,,. On simule d’abord

X, puis U, sous sa loi conditionnelle & X,,, X;,_1,...Xo,Un—1,-..Up ; on trouve avec la formule
de Bayes :

ce qui permet de produire U,,. D’ou la procédure compléte

| ALGORITHME |

1. Choisir g et u satisfaisant (7.3)
. Uy =1 ; simuler Xj sous u
. Simuler les X,,, et les U,, selon (7.5)

2
3
4. Calculer les instants de renouvellement : T, = inf(n > Ty— : U, =1), Tp =0
5

~ _ T R ~ _ A
0= TQ1 o1 9(Xn), 5(0)* = TQ2 Eq(sq — 149)°.
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Remarques : Si le nombre d’états est fini, on trouve des conditions simples sur g pour avoir, avec
probabilité 1, un nombre infini d’instants de régénération.

Silonpose I ={i: g >0} et J={j: p; > 0}, on voit que tout point de I peut faire une
transition vers tout point de J avec probabilité non-nulle ; ceci montre tout de suite les limitations
de la méthode et donne une premiére idée sur la construction de q et u.

La situation idéale pour appliquer ce résultat est de connaitre un gros ensemble I et une mesure
p tels que pour ¢ € I la transition se fasse avec une loi toujours proche de p : p;; ~ u;. Dans ce cas
on prend g; = min; p;;/p; qui sera souvent proche de 1 pour ¢ € I et les passages dans I réaliseront
souvent un renouvellement. Si y est une masse de Dirac, on est dans la situation du §7.3.1.

Il peut étre plus facile d’appliquer cette méthode & la chaine sous-échantillonnée de matrice de
transition P™ (& la limite n = 400, 0on a ¢ =1 et p = 7).

Cas continu. La relation (7.3) devient P(z,dy) > g(z)u(dy) pour une fonction ¢ > 0 non identi-
quement nulle et p une probabilité. Le membre de droite de (7.5) devient g(z)u(dy)/P(z,dy).

Atome uniforme. Dans le cas ol € = min; ¢; > 0, il existe des méthodes de simulation d’échan-
tillons indépendants sous m qui pour chaque échantillon demandent de simuler la chaine sur une
longueur d’ordre 1/e (exercices7.6.1 et 7.6.2).

Algorithme de Metropolis. On reprend les notations du §5.2. Soit (¢, ) un atome pour P,
alors (¢, p), avec

oo fidi

q; = ,
f w0 fh

est un atome pour P, matrice de transition de (X, ). La démonstration est laissée en exercice.
Un cas intéressant est celui ol p;; = p; ne dépend que de j ; c’est-a-dire que la chaine de Markov
P produit une suite de v.a.i.i.d. Dans ce cas ¢; = 1 et p; = p; et ¢ = min f;/p;.

7.4 Echantillonnage parfait : couplage sur le passé

La algorithmes précédents permettent de calculer des moments de 7w mais ne permettent pas de
simuler ezactement des variables sous 7.

L’échantillonnage parfait est une méthode plus sophistiquée permettant de réaliser cela. Elle est
due & J.Propp et D.Wilson, sur une idée remontant & G.Letac, voir [50]. La référence [41] donne
un exposé clair de la méthode et de variantes. Elle permet d’échantillonner selon la loi invariante
exacte d’une chaine de la forme

Xn—|—1 = f(XTh Un) (76)

ou les Uy, sont i.i.d (comme 'espace d’états est supposé fini, c’est toujours le cas avec U,, uniforme
sur [0,1]). Elle est particuliérement adaptée au cas ou la chaine est stochastiquement monotone,
c’est-a-dire que f est une fonction croissante de la premiére variable (pour une certaine relation
d’ordre sur l'espace d’états).
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7.4.1 Cas général

Supposons la chaine X, réalisée pour n € Z. Si 'on note U = (Up, Up1,...U,), I'équation (7.6)
permet d’exprimer X, en fonction de X_,, et de U:é :

Xo = f(X 4, U__,i) = pn(Xn,w)
wn(m,w) = (;Dn—l(f(wa U—n)aw)'

La fonction f a été étendue & un nombre d’arguments arbitraire pour opérer plusieurs transitions
successives. La fonction ¢, est la méme avec une notation plus adéquate pour la suite, ol n est le
nombre de transitions & effectuer et w est la suite des U;. On a donc le schéma suivant pour ¢,

U- U_nt1 U_1
Xop=a - X L X o N X = o (,w)

Trés souvent, dans le cas d’une la chaine indécomposable apériodique les applications z — ¢, (z, w)
convergent avec probabilité 1 vers une limite aléatoire Z indépendante de x (noter que 'image de
cette application ne fait que diminuer d’un n au suivant)!. Remarquons que ce n’est pas systéma-
tiquement le cas, et que cette propriété peut dépendre de la fonction f choisie (méme si la loi de la
chaine reste la méme), voir ’exercice 7.6.4. On a alors pour tout A et tout x

P(Z € A) = P(nli)ngo on(z,w) € A) = nli_)noloP(<pn(m,w) € A) = lim Py (X, € A) ==(A)

n—oo

L’idée est donc de réaliser ¢,, pour des n de plus en plus grands jusqu’a ce que son image soit réduite
4 un point. Ce point suit la loi . Ceci va donc imposer de stocker a chaque itération les valeurs
¢n(z), z € E:

| ALGORITHME | (Version théorique)

1. Initialisation : Partirde n =1, p(z) =z, z € E.
2. Simuler U indépendante du reste.

3. Recalculer ¢ : Vz € E, ¢(z) +— ¢(f(z,U)).

4

. Si ¢(E) est un singleton, cette valeur suit 7 et c’est terminé, sinon, n <— n+ 1 et
retourner au 2.

On pourrait étre tenté de propager vers le futur au lieu de reculer vers le passé : Simuler les
trajectoires partant de toutes les valeurs possibles de X avec la formule (7.6) et attendre qu’elles se
confondent en un seul point, c-a-d le premier n tel que z — f(z, UT") soit constant. Malheureusement
la distribution de ce point ne sera pas 7. L’avantage de la propagation directe est que le nombre de
points & simuler diminue au cours du temps. Une méthode essayant de mettre cela a profit est la
suivante qui consiste & reculer dans le temps par paquets de longueur croissante, p.ex. 2%, chaque
paquet correspondant & une simulation directe, ceci se faisant au prix de reculer plus que nécessaire
(deux fois au pire) :

1On peut se faire une image de ce qui se passe en travaillant sur le cas d’un AR(1) : Xpny1 =aXpn + Uy, la| <1
dans ce cas ¢n(r,w) = a"z + o™ 'U_p + ..U_1. On n’est plus dans un espace d’etats fini, mais on voit bien la
convergence @, (x,w) vers une limite.
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| ALGORITHME | On pose U = (U_,,...U_1)

1. Initialisation : Partir de U = U_;

2. Doubler la longueur de U en prolongeant cette suite par la gauche avec des variables
iid

3. Calculer I'image de E par ces transitions, f(E,U), en utilisant (7.6). Si c’est un
singleton cette valeur suit 7 et c’est terminé, sinon retourner au 2.

Pour le calcul d’image, on peut réutiliser & chaque étape l'image obtenue & 1’étape précédente,
puisqu’on compose les applications.

7.4.2 Cas monotone

On suppose que l'on s’est donné une relation d’ordre partiel < sur E avec un plus petit élément
z_ et un plus grand z4 (c-a-d Vx € E, z_ <z < 1xy). Si pour tout u, x — f(z,u) est croissante,
alors ¢, (z,w) aussi, et |p,(E)| =1 si et seulement si ¢, (z_) = ¢, (z+). L’algorithme consiste alors
simplement & calculer ces deux états pour des n de plus en plus grands :

| ALGORITHME | On pose U = (U_g, ...U_1)

1. Initialisation : Partir de U = U_,

2. Doubler la longueur de U en prolongeant cette suite par la gauche avec des variables
iid

3. Calculer les deux états terminaux f(z_,U) et f(zy,U) avec condition initale z

et x4, en utilisant (7.6). S’il coincident, cette valeur suit 7 et c’est terminé, sinon
retourner au 2.

Ceci s’applique avec succés en traitement d’image, ol z_ est 'image noire et z et 'image blanche.
Comme I’a remarqué R. Tweedie, on peut également ’appliquer pour l'algorithme de Metropolis
avec tirages indépendants (exercice 7.6.3).
Cette version a également ’avantage de s’étendre sans difficulté au cas continu.

7.5 Réduction de variance

Les méthodes de réduction de variance sont également applicables dans le contexte markovien.
L’échantillonnage préférentiel donnera 1’algorithme suivant (on note p;; = p(, 7)) :

| ALGORITHME |

1. Simuler les X,, selon la loi markovienne de matrice transition )

2. Calcul d’une estimée 6 :

N N
; . X1, Xn)
6= dyN"S g(Xy), dy = [] E&n1Xn)
AP L | e

3. Pour estimer la variance, répéter (1) et (2) R fois (cf §7.1) puis
6=R1'> 6, 6(0)>=R72) (6 -0)>
r=1

r=1




V. LJiAJAIVVVAVLYNY A4 VUYL L LAY AL Y AN M

Pour ce qui est de la méthode des variables antithétiques du §4.4, remarquons que la simulation
de X, peut se faire & partir d’'une suite i.i.d de variables uniformes U,,, avec une formule X,, =
f(Xn_1,Uy), si bien que §(X1,...Xy) est dela forme § = (U, ...Ux) ; en simulant ¥, = f(V,_1,1—
U,) on peut donc fabriquer la variable antithétique é(Yl, ...Yx), et moyenner les deux estimateurs
obtenus (la valeur initiale est issue d’un échauffement qui est le méme pour les deux suites : X1 = 7).

7.6 Exercices et compléments

Exercice 7.6.1 Soit une P matrice de transition possédant un atome (g, u) :
epj < Pij
ol € est un réel > 0. Dans la suite, on note 1 le vecteur colonne de 1.
1. Montrer que la décomposition (7.4) peut se réécrire : P = elp + (1 — €)P.
2. En déduire que la mesure invariante de P s'écrit : m = 3 5% (1 — €) P!
3. En déduire la validité de ’algorithme (Murdoch et Green) :
(a) Tirer N selon la loi géométrique de parameétre € et X selon y
(b) Faire tourner la chaine P partant de Xy jusqu’au temps N. Xy suit la loi .

4. Etendre cette méthode au cas continu.

Exercice 7.6.2 Soit P, € et ;4 comme & ’exercice précédent. On propose ici une méthode qui évite
de simuler sous P.
Expliquer comment on peut appliquer la méthode de couplage par le passé en ne simulant la
chaine que pour un seul état initial (s’inspirer de la méthode atomique).
Expliquer pourquoi le nombre de transitions & simuler sera d’ordre ¢ !.

Montrer comment ceci s’étend au cas continu.

Exercice 7.6.3 On considére I’algorithme de Metropolis avec p;; = p; (tirages indépendants).
Montrer qu’on a monotonicité comme au 7.4.2 avec i < j ssi p;f; < p;fi (On écrira la chaine sous
la forme X1 = f(Xn, (Un, Vi), avec U, et V,, uniformes sur [0, 1]).

Exercice 7.6.4 1l s’agit de montrer 'importance du choix de f pour la méthode de couplage
sur le passé. Considérons la marche aléatoire sur les sommets du triangle de l’exercice 5.5.1.3. On
identifiera les trois sommets aux nombres 0, 1 et 2.

1. On décide de paramétrer la chaine par une addition modulo 3
Xpt1 =X+ U, (mod 3), PU,=-1)=PU,=1)=-.

Montrer que la convergence de ¢, (z,w) vers une limite indépendante de x est impossible.

2. On propose une paramétrisation différente avec les transitions suivantes selon la valeur de U

0—1 0—2
U=-1: 1—=0 U=1: 1—=2
20 21

Veérifier que la loi de la chaine est la méme. Observer l'effet de deux valeurs différentes de U
successives sur la chaine et en déduire que @, (z,w) converge avec probabilité 1.
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Chapitre 8

Optimisation par Monte-Carlo

On discutera dans ce chapitre de deux méthodes : ’approximation stochastique et le recuit
simulé. L’approximation stochastique étudie la résolution d’un probléme d’optimisation sur des
données bruitées. En revanche, dans le recuit simulé le probléme est déterministe et bien posé,
minimiser une fonction V sur un ensemble E, mais l'algorithme de recherche est randomisé afin de
bien parcourir I’ensemble E.

Les deux méthodes sont donc fondamentalement différentes : dans un cas 1’aléatoire vient des
données tandis que dans ’autre il est introduit dans [’algorithme.

8.1 Approximation stochastique

L’approximation stochastique est un domaine difficile oil les résultats généraux nécessitent des
jeux d’hypotheéses compliqués et ol les preuves sont généralement assez ardues ; voir cependant [18]
pour une situation raisonnablement générale traitée complétement. Nous renvoyons pour les études
théoriques aux traités généraux [1, 42] et & [1, 52] pour ce qui est des applications. Nous ne nous
livrons ici qu’a une discussion assez informelle.

8.1.1 Deux exemples simples

Gradient bruité. La méthode de gradient pour minimiser une fonction V(0) consitste a réaliser
I’algorithme suivant

O = Op_1 — YVV (On_1)

qui pour +y assez petit converge assez vite vers un minimum de V (sous certaines hypotheéses....).
Supposons maintenant que ’on ne puisse mesurer le gradient qu’avec un certain bruit. C’est-a-
dire que l'on peut faire des mesures ot I'on observe VV (8) 4 £ ou 0 est au choix mais £ est une v.a
de moyenne nulle. Ceci arrive si par exemple le calcul de V passe par des espérances que l'on estime
par simulation.
L’algorithme stochastique consiste & s’inspirer de la méthode du gradient de la fagon suivante :

On =0, 1— ’)’n(vv(anfl) + fn)

Des calculs théoriques conduisent & deux observations importantes : La premiére est que le bon
choix de 7y, est de prendre ce gain d’ordre 1/n (p.ex. v, = n%—b) La seconde est que I’idée d’essayer
de faire des expériences successives avec le méme 6 pour estimer VV'(6) en moyennant, et ensuite

71
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utiliser l'algorithme déterministe est mauvaise, c’est-a-dire conduira & une variance d’estimation
supérieure pour un nombre fixé d’expériences.

Un algorithme stochastique peut donc étre vu comme un algorithme déterministe ot I’on a oublié
le signe d’espérance et modifié le gain en conséquence.

Moyenne empirique. Un cas particulier de gradient stochastique est V (6) = E[(Y —0)?]/2, ou Y
est une v.a. dont on peut observer des réalisations ;ici V atteint son minimum en * = E[Y]. On ne
peut pas observer VV(6) = 6 — E[Y] mais des réalisations de Y, et donc de # — Y dont I’espérance
est bien VV(0) ; d’ou l'algorithme

On =0p_1— 'Yn(en—l - Yn)

On observe facilement que si y, = 1/n, et 8y = 0 alors 0, = (Y1 +...Yy,)/n.

Dosage : un algorithme de Robbins-Monro. Soit un paramétre réel 6 représentant un dosage
entre différents produits. Pour chaque 8, on peut faire une expérience dont le résultat est un nombre
réel Y (quantité de chaleur produite,...) et I’on cherche & résoudre 1’équation

EglY] = (8.1)

La encore, on observe Y alors qu’il faudrait Ey[Y]. On suppose que Ey[Y] est une fonction continue
strictement croissante de 6. L’algorithme de Robbins-Monro consiste & faire une série d’expériences
avec un choix de paramétre dépendant & chaque fois des résultats précédents :

Op =01+ ’)’n(a - Yn)

Ici Y, est le résultat de 'expérience faite avec 6,, 1. L’algorithme augmente donc 6 si Y est trop
faible et le fait diminuer sinon.

On montre alors, sous des hypothéses raisonnables, la convergence de 6,, vers la solution 8* de
(8.1). Cet algorithme est le pendant stochastique de ’algorithme déterministe

0, =0, 1+ ’yE[oz - Yn]

Dans ce dernier algorithme, on sait qu’on a intérét & prendre -y constant.

8.1.2 Forme générale et la trajectoire moyenne

Dans toute la suite, le signe V désignera le gradient par rapport a la variable 6.
Le probléme général est le suivant :
Soit un processus stationnaire Y, et H(y,0) une fonction paramétrée par le vecteur 6. On
cherche & résoudre en @ I'équation E[H (Y, )] = 0. A chaque instant n, on a & sa disposition
une observation de H(Y},,#) en un point 6 de son choix.
L’algorithme stochastique associé est :

Op = 0p_1 + ')’nH(Ynaon—l)-

Une situation typique est le cas du gradient stochastique : On cherche & minimiser en 6 un cofit
moyen V(6) = E[Q(Yn,0)], et dans ce cas H(Y,,0) = —VQ(Y,,0).

On montre que pour 7y, = ¢/n®, 1/2 < a < 1, et ¢ pas trop grand si @ = 1, 8,, convergera vers la
solution 6* du probléme, et il y a normalité asymptotique de (6,, — 6*)/,/¥n. Ceci pousse & prendre
a proche de 1, mais le choix de ¢ devient critique.
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Accélération. Un meilleur choix (en terme de variance d’estimation) est de prendre un gain ma-
triciel

0n = 6p1+T, ' H(Y,,0,-1) (8.2)
n
Tp = =Y VH(Yn,0n 1) (8.3)
k=1
ou mieux I', = —nE[VH(Y,,0)], si cette quantité est connue ; en effet si l’algorithme ci-dessus est

stable, il conduit & la meilleure variance asympotique possible (borne de Cramér-Rao). Noter qu’on
retrouve, dans le cas du gradient stochastique, un algorithme du type Newton. Si cette méthode ne
peut étre employée (comme dans le cas du dosage), on peut avoir intérét a utiliser I’algorithme avec
moyennisation, dit “de Ruppert-Polyak” [49] :

O = On1 +'7nH(Yna9n—1)
_ 1 <&
O = 529’“

k=1

ot un bon choix de 7, est d’ordre n=2/3 ; \/n(6, —6*) converge en loi vers une gaussienne de variance
optimale. En pratique, on laissera un temps d’échauffement avant de commencer la moyennisation
(deuxiéme équation) car les premiers 6, sont souvent assez mauvais.

Convergence et trajectoire moyenne. De maniére générale, la convergence n’a lieu que si les
trajectoires de

do(t) -

— = @),  h(0) = E[H(Y,0)], (8.4)
convergent pour tout §(0). La convergence de ces trajectoires ne pose généralement pas trop de
probléme dans le cas d’un algorithme de gradient (h(6) = —VV(0)), cf exercice 8.3.1. Le champ h
est appelé champ moyen et ses trajectoires sont appelées trajectoires moyennes car elles representent
le comportement moyen de la suite 8,,, sous des hypothéses adéquates ; on a ’approximation par
des morceaux de trajectoire moyenne :

Ontp =~ O+ - Vntp); 0(0) = 6n.

Sans entrer dans les détails, disons que cette approximation est surtout valide pour n grand. L’heu-
ristique cachée derriére cette idée est :

D D
9n+p = O, + Z 7n+kH(Yn+k; On—l—k:—l) ~ 0, + Z ’Yn—l—kh(en—l—k—l)
k=1 k=1
a un terme de moyenne nulle prés, petit si n est assez grand (sa variance est d’ordre ZZ":’an 'yz-Q < 00).

L’étude rigoureuse est bien entendu difficile ; les conditions sur 7, sont Y v, = +o00 et 372 < oo.

8.1.3 La régression linéaire

On observe des paires (yn,Z,) € R x R? et I'on cherche le vecteur §* minimisant I’erreur de
prédiction linéaire de y, avec xy, :

0* = arg min E[(y,, — £,0%)?].
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On supposera que la suite (yy,,z,) est i.i.d. Un premier algorithme est 1’algorithme de gradient :
0p =0,_1+ ')’nxg(yn - wnen—l) (85)

qui minimise E[(y, — z16)?], cf 'exercice 8.3.3. Si I'on essaye de I’améliorer selon ’équation (8.2),
on obtient I’algorithme RLS (Recursive Least Squares) :

1. 1
O, = 0, 1+ ERnlx;l;(yn - -Tnenfl)a R, = E Z;m?xza (86)
1=

qui doit étre modifié pour les n petits, en raison de la non-inversibilité de R, ; noter que, si l’on fait
abstraction de cette modification, et si 6y = 0, 6,, coincide avec

On = (nRn)™" > wiy;
i=1

(multiplier (8.6) par nR;,) qui est exactement ’estimée aux moindres carrés (le § qui minimise

> (yi — 0)?). On préfére souvent exprimer le calcul de Ry, de fagon récursive avec un calcul direct
de I = (307, af i) !

T
Tpoaz,xnl'n 1

_ T _
O = Oh_1+ Fn-rn (yn - xnen—l)a Fp=Tn_1— 1+ xnrn—lx;‘c -

Exemple : Annulation de bruit. Afin de permettre aux conducteurs de téléphonner au volant
de leur voiture on se propose de fixer un micro au volant. Ce micro enregistre la somme du signal
de parole et du bruit ambiant

Yn = DPn+ by

Un second micro placé au plafond, derriére le conducteur, enregistre le bruit seul. Il regoit un signal
rn, qu’on espére proche de b, Le signal transmis au correspondant sera de la forme

tn = Yn — Orp.

Le meilleur 6 est celui qui rendra ¢, aussi proche que possible de p, et donc qui minimisera E[(t, —
pp)?]. Comme p,, est indépendant de b, et r,, on a en vertu du théoréme de Pythagore

E[ti] = E[(tn — Pn +pn)2] = E[(tn _pn)Q] + E[p%]
Le meilleur # minimise donc 1’énergie de t,,, c’est la corrélation entre r et y.
De maniére plus générale on pose T, = (T, ..Tn_d11), @ € R? et 'on minimise E[(y, — £,0)?].
C’est un probléme de régression linéaire pour lequel on peut utiliser le RLS.

8.1.4 Exemple : Optimisation d’une chaine de Markov controlée

On se donne une chaine de Markov X,, dont la dynamique s’écrit

Xn = f(Xn—laaagn) (87)

ol 0 est un paramétre et &, une suite i.i.d de distribution connue. On cherche la valeur de 6 qui
minimise un colit moyen E[Q(X})].
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Si 'on considére X,, comme une fonction de €, Xy et des &,, on peut dire que 1’on cherche 3
minimiser F[Q(X,(6))]. Pour construire I’algorithme stochastique correspondant, il va falloir dériver
X, par rapport a 6. Si 'on note X, cette dérivée, on a

XTI'L = f@(Xn—laeagn) +fX(Xn—1,0,£n)X;L—1 (88)
d’ou 'algorithme complet

0n = en—l - ’)’nQG(Xn—l)X;z—l
Xn = f(anlaanflagn)
X;L = f9(Xn—150n—la£n) + fX(Xn—170n—1’§n)X’lllfl

ou 'indice indique la variable par rapport & laquelle on dérive. Noter que dans la derniére équation
X] n’est qu'une approximation de la dérivée, puisque 0 évolue ; cette approximation est rendue
valide par le fait que 6 change de plus en plus lentement : I’étude du champ moyen sort du cadre
établi jusqu’a présent et reléve du §8.1.7.

Tout ceci n’est bien entendu valable que si l’équation (8.8) donne un systéme stable, c’est-a-dire
que X, est effectivement une fonction réguliére de 6. C’est par exemple le cas si f(X,6,¢&) = X0+¢,
pour |0| < 1 car alors X,, = &, +0&,_1 + 026, 2+ .....

8.1.5 Exemple : Données manquantes

Reprenons la situation du §5.4.2. On dispose d’une famille paramétrique de lois candidates py
pour un ensemble de données X partiellement observées. On note X = (Y, Z), ou Y est la partie
observée et Z la partie manquante. L’algorithme de maximum de vraisemblance consiste & maximiser
la probabilité des données observées :

A

0 = argmaxpy(Y), po(Y)= / po(Y, 2)dz. (8.9)

Proposons 'algorithme stochastique suivant :

dlogpy, (Y, Zy)
do

0n+1 =0h + Yn+1

ou la variable Z,, est simulée a chaque étape selon la loi py, (z|Y), et 7, est le gain. Le champ moyen
de 'algorithme est

1) = / dlogziz(y’z)pg(zw)dz _ Vp];zg’;) P z%f?d'z: d%log(pa(Y))-

On a donc un algorithme de gradient dont la limite sera un maximum de py(Y), si toutes les
hypothéses techniques non mentionnées ici sont vérifiées.

8.1.6 Exemple : Algorithme de Kiefer-Wolfowitz

Supposons que l'on cherche & régler un paramétre § d’un robot de sorte a ce qu’il atteigne au
mieux sa cible dans des configurations différentes (de bruit, ou de positionnement de la cible...). On
est alors (en général) dans la situation du §8.1.2 sauf que 1’on ne sait pas calculer le gradient de la
fonction que 'on veut optimiser. En particulier, contrairement 4 la situation Robbins-Monro, on ne
sait pas du tout dans quelle direction modifier le paramétre.
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Une expérience avec un certain 6 et certaines conditions permettra d’évaluer une performance
(distance & la cible...) Q(Y,0) o la v.a. Y, a priori non observée, représente ici ’aléa (la position de
la cible, les bruits,...). On checher & minimiser E[Q(Y,0)]. Une solution est de faire les expériences
par paire de sorte a estimer le gradient ; 'algorithme devient

Q(Yn7 977,—1 + C’n) - Q(Yria on—l - cn)

On = Op—1 + Tn 2%
n

oil I'on a en plus les conditions (7, /cn)? < oo et ¢; — 0 qui vont garantir la convergence [52];
un bon choix est, v, =1/, ¢n ~ log(n), avec normalité asymptotique de c,/n (6, — 6*) [18].

Si 6 est vectoriel, on tire & chaque fois un vecteur aléatoire A, de £1, et le quotient ci-dessus
est remplacé par (2¢,) 1AL (Q(Ya, 01 + cnAy) — QY 0h—1 — cnAy)).

8.1.7 Cadre général & dynamique markovienne

Le cadre du §8.1.2 est trop restrictif car il ne contient pas en particulier les algorithmes de
Robbins-Monro. On considére donc plus généralement des algorithmes de la forme :

Onp =0p_1+ 'YnH(Ynagn—l)-

ou la loi de Y}, sachant le passé est donnée par la probabilité de transition Py, _,(Y,—_1,dy) (une
famille de probabilités de transitionPy(z, dy) est donc donnée a ’avance).

C’est typiquement le cas de l’algorithme du §8.1.4, avec Y,, = (X, X},).

On peut montrer que sous certaines hypothéses (en particulier la stabilité de la chaine (6,,Y,))
cet algorithme convergera vers une solution de Ey[H (Y, 6)] = 0 ou ’espérance est prise sous la mesure
invariante de Py. L’hypothése essentielle est toujours la convergence de la trajectoire moyenne

% = h(0y), h(0) = Eg[H(Y,0)].

S’il y a forte dépendance de la loi de la chaine par rapport a 6, I’algorithme (8.2) perd de son sens
et il est difficile de trouver une matrice de gain adéquate. Toutefois la méthode de Ruppert-Polyak
s’applique toujours.

8.1.8 Algorithmes de poursuite
Reprenons 1’exemple de la régression, mais on va supposer maintenant que 6* varie lentement
au cours du temps car les processus ne sont pas stationnaires. Supposons que l’on ait ’équation
Yn = $n9: + un

avec (Zp,up) 1.i.d. Les changements de 6* font que (yn,z,) n’est plus stationnaire. L’idée des al-
gorithmes adaptatifs est de ne plus prendre -y, tendant vers 0, car on ne cherche plus a avoir
convergence vers une valeur fixe, mais de prendre <y constant :

on = On—l + 7$£(yn - xnen—l)
ou encore en RLS :

0, = 01+ VREIUCZ(% - ivngnfl)

1 n
R, = - E m?zz
n-
=1
Dans cette derniére équation, si z,, a une dynamique lentement variable, il vaut mieux prendre
T
R, = R, 1- ’Y(Rnfl - iL‘n.’En),

cf [34]. Le choix de la meilleure valeur de «y est difficile ; le mieux est de la déterminer par simulation.
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8.2 Recuit simulé

Soit £ un ensemble fini et V une fonction réelle définie sur E. On cherche le minimum de V.
L’exemple typique d’application du recuit simulé est le probléeme du voyageur de commerce : trouver
un chemin fermé le plus court possible qui passe par un ensemble de villes données ; F est donc
I’ensemble des tels chemins. L’idée est de simuler les distributions de probabilité suivante sur F

mg(i) = Zgle_ﬂv(i)

ol 8 est un parameétre et Zg est la constante de normalisation. On voit en effet facilement que
lorsque 3 tend vers +o00, mg tend vers la mesure uniforme sur les minima de V.

Si A est fixe, on est dans la situation d’utilisation de I’algorithme de Metropolis avec f; = e #V(®).
11 suffit de se donner une matrice de transition P sur F ; dans le cas du voyageur de commerce, on
choisit typiquement pour p;; la mesure uniforme sur tous les chemins j qui se déduisent de ¢ par
linterversion de deux villes (d’autres versions sont possibles...). En simulant cette loi avec § grand,
on visitera sans doute assez souvent de bonnes solutions ; malheureusement, plus 8 est grand, plus
les transitoires sont longs (la chaine de Markov a une dynamique trés faible).

L’idée du recuit simulé est de faire augmenter 8 au cours de l'algorithme de Metropolis ; il faut
donc donner une suite croissante 5, qui sera utilisée a la n-iéme étape, avec l'idée que la loi de
la variable simulée X, sera toujours approximativement mg,. D’otl I'algorithme, ot X™* désigne la
meilleure solution trouvée jusqu’au temps n :

| ALGORITHME | Tirage de X,

1. Tirer Y, parmi les voisins de X,, 1 selon une loi prédeterminée (généralement uni-
forme)

2. Faire aléatoirement X, =Y, ou X,, = X,,_1 avec probabilité g et 1 — ¢ :

g = e Br(V(¥a)=V (X))

3. Enregistrement du meilleur : si V(X,,) < V(X}_,) faire X} = X,.

On voit donc que la transition est acceptée stirement si V(Y,) < V(X,_1), et éventuellement sinon.
On accepte donc parfois des transitions qui font augmenter V, ce qui permet d’éviter les minima
locaux.

La difficulté est que si 8 augmente trop vite, on “gele” I’algorithme et 1’on ne poursuit plus g :
I’algorithme se calera dans une région ot V fait une cuvette. La régle théorique est de prendre &
chaque instant 3, = C/log(n), pour un C assez grand! [17] ; cependant I’application brute de cette
formule, avec le C recommandé, donne en général des algorithmes extrémement longs. Cela vient
en partie du fait que les études de convergence du recuit simulé se soucient de la convergence en loi
de X, et non pas de celle de X;;. La convergence de ce dernier ne requiert pas que /3 tende vers 0.

La convergence est donc a priori trés lente et lefficacité (observée) de la méthode dans des
situations concrétes est une affaire de praticien.

Il est souvent assez difficile de trouver une vitesse de croissance de 8 adéquate. Il faut remarquer
qu’un B un peu trop grand aura pour effet de transformer ’algorithme en algorithme de descente

!Pour tout z, on défini le cott d’un chemin partant de # et menant au minimum de V comme le maximum de
(V(y) — V())+ sur tous les points y de ce chemin ; ce colit est nul si le chemin descend. On définit ensuite c(z)
comme le cofit minimum de tout les chemins menant au minimum de V. ¢(z) est nul si 'on peut de  au minimum
en descendant. C est alors le maximum de ¢(x) pour tous les z.
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pure et un B trop petit fera accepter quasiment toutes les transitions. Il y a donc un juste milieu
4 adopter, qui ne laisse en réalité pas une trés grande marge ; on trouve en effet par calcul, que si
les V(j) — V(i) sont du méme ordre, disons d, pour j voisin de 4, et si g est le nombre de voisins de
chaque point :

,Bmin = 5_17 ﬂmaw = 5_1 log(Q)

au sens ol si 8 < Bmin, ON accepte en gros toute transition une fois sur deux, et si 8 > Byaz ON
attend d’avoir visité tous les voisins avant d’accepter une transition montante. Il est donc raisonnable
d’essayer de viser entre ces deux valeurs.

On peut par exemple estimer un 3, raisonnable de maniére adaptative par :

1 1
bn = b+ V(Ya) = V(Xa-1)l oubien du1+—(V(Ya) = V(Xn-1))s

Bn = C(szl 10g(q)

ol ¢ est le nombre de voisins d’un point et ¢ une constante inférieure a 1.

Une solution alors efficace est d’utiliser une régle du type de la précédente et de faire varier la
taille des voisinages : au début on prend des voisinages de grande taille pour bien visiter 1'espace et
I’on réduit peu a peu ; dans le cas du voyageur de commerce, on pourra ainsi se restreindre & des
interversions de villes de plus en plus proches au fur et & mesure de 'avancée de 1’algorithme.

8.3 Exercices

Exercice 8.3.1 On suit les notations du § 8.1.2. Montrer que si V() est strictement convexe et tend
vers infini, alors ’équation différentielle § = —VV (6) converge vers le minimum de V' (on montrera
que V (6;) tend vers une limite, et que [ |VV(6;)|?dt < oo ; on en déduira une contradiction si 6; ne
converge pas vers le minimium de V).

Exercice 8.3.2 Soit X, une suite de v.a.i.i.d. et 0 < a < 1. Quel est le champ moyen de I’algorithme

9n = enfl - fyn(]‘Xn<0n71 - a)

Vérifier que ’algorithme est un algorithme de gradient. Vers quelle valeur devrait converger 1’algo-
rithme ?

Exercice 8.3.3 Vérifier que (8.5) est I'algorithme de gradient pour minimiser E[(y, — 27 6)?] et
construire ’algorithme correspondant & la minimisation de E[|y, — z0|].

Exercice 8.3.4 Une machine & sous a deux bras. La probabilité de gain avec le bras A (resp. B)
est inconnue et vaut p4 (resp. pg). Un joueur veut estimer quel bras a la plus grande probilité de
gain sans perdre trop d’argent. Sa stratégie est la suivante : au temps n, il choisit la machine A
(resp. B) avec probabilité 6,_1 (resp. 1 —6,_1) et

0,1 s'il a perdu
On =14 Op_1+ (1l —0,_1) s’il a gagné sur A
O0p—1 — Ynbp—1 s'il a gagné sur B

I1 espére que 6,, convergera vers 1 (resp. 0) si A (resp. B) est la meilleure machine.
Calculer le champ moyen. Vérifier que si 8* = 0 (resp. 1) alors E[6,] est décroissant (croissant).



Chapitre 9

Simulation d’équations différentielles
stochastiques

9.1 Introduction

Il s’agit d’approcher numériquement la solution de 1’équation différentielle stochastique
dr; = b(.’L‘t)dt + o(:]:t)dwt (91)

partant d'un point donné (pour un exposé introductif au EDS, voir [45]). On oublie la dépendance
éventuelle de b et o par rapport a ¢, qui ne jouerait qu’un réle mineur dans la suite. Pour simplifier
les écritures, on fera également comme si z était scalaire, ceci n’intervenant pas réellement dans les
arguments présentés.

Les schémas de simulation sont des extensions de ceux existant pour le cas déterministe o = 0, et
les principes de démonstration de convergence sont trés proches, bien qu’il ménent ici & des calculs
bien plus compliqués. C’est pourquoi nous commencerons en premiére approche par un apercu du
cas déterministe.

9.2 Le cas déterministe : 0 =0
L’équation est :
dry = b(xy)dt, zo=1mz9, 0<t<T < +o00.

On va considérer différents schémas de simulation en N instants espacés de h = T'//N. On notera
yn 'approximation de zy,p.

Schéma d’Euler d’ordre 1. Il s’agit de la discrétisation la plus naturelle de I’équation :

Yn+l = Yn T+ b(yn)h-

Schéma d’Euler d’ordre 2. Il correspond a une approximation plus fine basée sur la formule de
Taylor appliquée a f(t) = x4 :

h2
Tinh = Tnh+ hb(Tnp) + 7bl(xnh)b($nh) +0(h%)

79
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d’ol
2

h
Yn+l = Yn T+ b(yn)h + 7b,(yn)b(yn)'

Schéma de Runge et Kutta. Il s’agit de I’équation suivante qui clairement suit la précédente
jusqu’a 'ordre 2, sans nécessiter l'intervention de la dérivée de b :
Yn+1 = Yn + b(yn + hb(yn)/2)-

On voit qu’en argument de b() est le point médian calculé avec I’approximation précédente. On peut
donc voir cette méthode comme une methode des trapézes approchée basée sur

(n+1)h
Yn+1 = Yn = /h b(wy)dt =~ hb(zeips2) ~ hb(yn + hb(yn)/2).

Schéma implicite. Cette équation suit également les précédentes jusqu’a l'ordre 2, elle force la
résolution d’un systéme :

h
Yn+l = Yn + E(b(yn—kl) + b(yn))

Ce schéma est préféré quand se posent des problémes de stabilité.
Convergence. On mesure la vitesse de convergence & l'aune du plus grand exposant « tel que
sup_|y[/n — 7t| = O(h?).
0<t<T

On peut trouver des schémas d’ordre arbitraire. On a les vitesses d’approximation suivantes :

‘ Schéma ‘ @ ‘ Ay ‘ Condition ‘
Euler d’ordre 1 | 1 | hb beC!
Euler d’ordre 2 | 2 | hb+ h%bb'/2 | b e C?
R-K d’ordre 2 | 2 | h b(y +hb/2) | be C?

2 |h(b+0by)/2 |[beC?

Implicite

TaB. 9.1 — Vitesse de convergence des schéma et conditions de régularité sur b. On note b pour

b(yn) et by pour b(yn+1).

La démonstration peut se faire a4 base de formules de Taylor. Par exemple le schéma d’ordre 1 :
Tnt)h = Tph + hb(Tnn) + O(h?) carbe C!

et donc z, = y, — Ty satisfait

Znt1l < |zal(1+0B) + OB, B = [|b]loo
< zmle®® + OCH?
‘Zn—H |e—(n+1)hﬂ < ‘Zn|€_nh’8 + ChZe—nhﬂ
n
< COn Z o—khB
k=0
< Ch*1—e M)~
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Par conséquent |z,| < C'h pour un C’ assez grand. Il s’ensuit que |y, — z,n| < C'h et donc que
[Yye/p, — xe| < C'h

9.3 Les deux mesures de vitesse de convergence

Si yp ~ Ty est une approximation de la trajectoire de (9.1), La vitesse de convergence forte est
donnée par le plus grand =y tel que :

Eflzr — ynll = O(R?)

et la vitesse de convergence faible concerne la convergence des moments et est donnée par le plus
grand f tel que :

|B[f (z7)] = E[f (yn)]| = O(A?) (9-2)

pour tout polynéme f (ou pour f assez réguliére a support compact). Cette équation restera géné-
ralement valide pour les fonction assez réguliéres.

Pour chaque méthode, des conditions de régularité spécifiques devront étre imposées sur les
fonctions b et o pour que la vitesse propre & la méthode soit effectivement atteinte.

9.4 Schémas d’intégration pour les eds

9.4.1 Construction du schéma

Le schéma d’Euler consiste & considérer les intégrands constants. On approxime donc

t+h t+h
Tirn = Tt —I—/ b(zs)ds —I—/ o(zs)dws
¢ t

par
Tprp =~ @ + hb(x) + o(x) (Wphan — Wap)-
Comme les variables wyp 4+ — wyp sont normales indépendantes de variance h, on arrive au schéma
YUnt1 = Yn + b(yn)h + 0 (yn) V6

ou &, sont des variables i.i.d N'(0,1). Si b et o dépendent de t, il faut bien entendu mettre b(nh, y,)
et a(nh,yy).

9.4.2 Schéma de Milstein

En raison du terme brownien, d’ordre v/A, le schéma d’Euler n’a un ordre fort que de 0, 5. Une
fagon de corriger cela est d’avancer plus loin dans le développement de sorte & arriver juqu’a 'ordre
h. On est naturellement conduit & une approximation plus fine de x; dans la deuxiéme intégrale :

t+h
Tirn =~ x¢+ hb(xy) + / oz + o(xy)(ws — wy))dws
t

1R

t+h
xt + hb(zy) + /t o(zy) + o' (z¢)o(ze) (ws — wy)dws

1R

t+h
2o+ hblar) + (@) (wren — we) + o' (w1)o(zr) /t (ws — wp)dw,

= 3y + hb(xs) + (@) (Wesn — wi) + 0 (24) () (W — we)® — 1) /2
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2
(car f(f wedws = G — %) d’ou

Ynt1 = Yn + b(yn)h + 0 (W) VR 6, + 0(yn)o’ (yn) (67 — 1)h/2
Noter que ce schéma se réécrit y, = y+bs(y)h+ (o(y) +o(y +o(y)Vh6))Vh /2, ott by = b—co’ /2
est le drift intervenant dans 1’écriture en Stratonovitch de ’équation.
9.4.3 Convergence forte du schéma d’Euler
On suppose dans la suite que b, b et o’ sont bornées. Rappelons que ceci implique que
Ellz — 25" < Cp(t —s)™?, 0<s<t<T
pour un certain Cpdépendant de n. On a

Ti+h = Tt + hb(.’[)t) + U(-Tt)(wt—kh, — 'wt) + Vt+h,

t+h i+h
ven = / (blzs) — b(ar))ds + / (0(as) — o(axr))duws.
t t
On montre en utilisant le calcul stochastique habituel que pour une constante C' > 0
Elluial?] < CR?,
|E[vgsn|Fi]] < Ch?  avec probabilité 1

(pour le deuxiéme point, calculer b(xs) — b(x;) avec la formule d’It6).
L’erreur d’approximation z, = y, — %, satisfait,

Znil = Zn+ hzb + Vhé,zno' + Unhth

ou b’ et o' sont les dérivées de b et o en des points adéquats. Si I’on prend I’espérance du carré de
cette expression, en exploitant 'indépendance de d,, et z,, on obtient facilement :

Elz2,)] < E[22]+ChE[z}]+C'R

pour un C’ assez grand. Ceci implique que E[z2] < C"nh?%. Donc v > 1/2. On montre que <y n’est
pas supérieur.

9.4.4 Convergence faible du schéma d’Euler

Le calcul de I'ordre faible est plus compliqué. Introduisons le générateur de la diffusion A et
I'opérateur de transition P; :

Af@) = b@)f'(@)+ golo)f"(x)
Pf@) = Bilf(m)

L’opérateur A est défini pour les fonctions Cs. Si b ou o dépend de ¢, A également, auquel cas on
le note A;. Rappelons que A; intervient dans la formule d’It6

df($t) = Atf(.’Et)dt + U(act)f'(act)dwt.

Il est bien connu que P; satisfait dP;, = P A;dt (c’est une conséquence de la formule d’'It6 et de
la propriété de Markov). En particulier, si b et o ne dépendent pas de ¢ (la chaine de Markov est
homogéne), on montre que P; = e* (au sens de lim, (1 — tA/n)™").
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On peut vérifier que si b, b',b",0,0' et 0" sont bornés

Puf(z) = Eulf(an)] = fl@)+hAf(2) + OB, NIl =D 1fDloo-
=0

Ceci vient de I’équation P, — Py = foh Agds+ foh fos P, A, Agduds (utiliser que foh PyAgds = P, —1).
Par ailleurs si b et o sont bornées, on obtient & ’aide de la formule de Taylor la propriété :

Elf(ya+1)] = E[f(yn)] + RE[Af(ya)] + [ F|O(R?).
Finalement
E[f(yns1)] = E[Puf(yn)]+ [ fIIO(R?).
D’o1, en appliquant cette formule par récurrence a partir de N :
Elf(yn)] = Prf(yo)+O(B?) D || Punfll
0<n<N

= E[f(zr)]+ O(h) sup ||Pf].
0<t<T

Il ne s’agit plus que de borner les dérivées de P, f. Si I'on note z;(z) la solution de 'EDS partant
de z, vue comme fonction de t et z, on a

Fif(2) = E[f (z:(2))]-

Il est classique que, si b et o sont C' & dérivée bornée, z4(z) est une fonction mesurable des deux
variables et que sa dérivée en z, que l'on notera z}(z) s’obtient par dérivation de ’équation de départ

dry = b (z¢)zydt + o' (z4)zpdwy,  z( = 1.
On a par conséquent
d
P (2) = B (w4(2))21(2)

d
‘%Ptf(z)

= |f'llc sup E[z(2)]).
o<s<T
Les dérivées suivantes se traitent de la méme maniére. On a donc le résultat si b et o ont leurs

quatre premiéres dérivées bornées.
Pour des résultats plus fins, nous renvoyons a [55], théoréme 2.2.

9.5 Résumé

‘ Schéma ‘ ordre fort ‘ ordre faible ‘ Ay ‘

Euler 0,5 1 bh + o6v/h
Milstein | 1 1 bh + o0vh + oo’ (62 — 1)h/2

TAB. 9.2 — Vitesse de convergence des schéma et conditions. On note b et o pour b(nh,y,) et
o(nh,yn), et § v.a. normale centrée réduite.
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On peut, sans changer l'ordre faible, remplacer les d,, gaussiennes standard par d’autres variables
centrées réduites. Par exemple un Bernoulli, ou encore la variable 4, telle que P(§ = v/3) = P(§ =
—/3) = 1/6 et P(6 = 0) = 2/3 (dont les moments sont ceux de la gausienne jusqu’a ’ordre 4).
Remarquer que dans le cas du Bernoulli, les schémas de Milstein et Euler coincident, ceci explique
pourquoi ils ont méme ordre faible.

L’équation (9.2) restera souvent valide méme pour des fonctions f non-réguliéres pourvu que la
simulation soit faite avec des variables normales.

Il existe des schémas d’ordre supérieur, R-K, et implicites ; ils ont trés vite des expressions assez
compliquées, pas toujours généralisables au cas multidimensionnel ; nous renvoyons a [28] et [55].

9.6 Exercices de simulation. Exemples

9.6.1 Martingale exponentielle.
Le procesus z; = exp((b — 02/2)t + ow;) satisfait
dx; = bxridt + oxidw;.

Si b =0, c’est une martingale qui tend p.s vers 0. Noter qu’ici on a pour Euler et Milstein respecti-
vement :

Yn+1 = Yn(1 + bh + o Vhiy,)

Yns1 = Yn(1 + bh + oVhi, + o*h(82 — 1)/2).
Veérifier expérimentalement la vitesse de convergence forte pour b = 1/2,0 = 1,7 =1 : On calculera
par Monte-Carlo E[|z1 — yn|?] pour différentes valeurs de h (par exemple h = 0,17, p = 2 + k/2,

k =0,...4), points que l'on portera sur un graphique log-log ; pour le Monte Carlo, on fera environ
une centaine de tirages pour chaque valeur de h. On comparera ainsi Euler et Milstein.

9.6.2 Pont brownien.

Ts
1—s

Il s’agit de z; = wy — twy. On vérifie que z; — fg +-%2-ds est un mouvement brownien et donc
sa loi coincide avec celle de

Tt
1—1

Simuler et étudier la convergence comme précédemment.

dry = — dt + dw;.

9.6.3 Oscillateur de Van der Pol.
On part de ’équation déterministe
i+i—(a—z?)z=0.

Si « est considéré comme aléatoire, on ’écrit alors (formellement) comme « + oz€; ou & est un
bruit blanc (“dérivée” du mouvement brownien &;dt = dw;) et I’équation devient

By + &y — (o — 2) 2y = o346y
En notant y = &, le processus vectoriel (z,y) satisfait

d.Z‘t == ytdt
dyy = —ydt + (o — z2)zdt + oxydwy.



U, LdLAJAIVVAVLYNY LA VALV A AL ALY, LA ddvAL AN

On simulera les situations
a = 17 o€ {070727075}7 T = 85 Ty € [_41_2]7 Yo = 0

et I’on regardera, en particulier quand o grandit, le comportement au voisinage des attracteurs -1
et 1 en tracant = seulement, avec T' de l'ordre de 100 (ou 1000. Pour aller vite, ne pas prendre h
trop petit).

9.6.4 Dynamique des populations.

L’équation déterministe est £ = (A — z)z qui exprime que pour une population z petite, le
nombre de naissances moins le nombre de morts est proportionnel & z, mais quand x approche de
A, le manque de ressources se fait sentir, impliquant une décroissance quand x dépasse cette valeur.
Noter les deux points stationaires et remarquer que 0 est instable si A > 0 et stable sinon. Les aléas
sur les ressources disponibles font que A est aléatoire, et est remplacé par X+ o&; ou & est un bruit
blanc. On obtient

dzy = (A — x)xedt + oxpdwy.
Un modeéle vectoriel pour plusieurs espéces est
dr; = (M + Z ,uij:vj)xidt + o;zidw;.

oll \; — 14 %; est la vitesse de croissance en absence d’autre espéce, et p;; est positif si 4 est prédateur
de j, négatif sinon, et nul si les espéces s’ignorent (matrice antisymétrique en signe). Exemple &
trois populations :

dr1 = (M — p11x1 — piexe)x1dt + o1 z1dwy
dzo = (=X + p2171 — p22T2 — [12373)T2dl + oox2dwy
drz = (=A3+ p3eme — p33x3)r3dt + ozzzdw;.

Interpréter les signes.
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Chapitre 10

Bootstrap

10.1 Introduction

Soit T'(y1, -.-yn) une statistique basée sur n observations, par exemple un estimateur d’un certain
parameétre, ou encore, un estimateur d’un moment des y; (supposés indépendantes et de méme loi).
On cherche a avoir de 'information sur la distribution de cette statistique, par exemple

— variance

— intervalles de confiance

— fonction de répartition
Une méthode pourrait consister & faire une estimation de la densité de y pour en déduire ensuite les
informations nécessaires sur la distribution de T'. Cette facon de faire est toutefois difficile & réaliser
et cofliteuse.

Les méthodes considérées ici consistent & estimer par simulation cette distribution. Comme la
loi de y n’est pas connue, il faut I’approcher.

Un bonne courte introduction & la théorie du bootstrap se trouve dans [58]. La référence [12]
contient de nombreux exemples et détails pratiques et [37] est une excellente étude plus approfondie.

10.2 Estimation par répétitions

On est ici nécessairement dans un cadre paramétrique. On se donne donc une famille de lois Py,
et une suite d’observations Y = (yi, ...yn), indépendantes, de loi Py~ chacune ; 8* est le paramétre
inconnu. Soit #(Y) un estimateur de 6*.

Si 0* était connu, on pourrait simuler d’autres suites d’échantillons sous la loi Py«, disons Y =
(yi,..yp), r = 1,...R, et observer la distribution empirique des 9(Y’"). On aurait par exemple un
estimateur de la variance de §(Y) avec la formule

R
A2_1 N T *\2
& —]—%TE_I:(G(Y)—O) .

Comme 6* est inconnu, on peut procéder de la facon suivante : simuler d’autres suites Y = (y7, ...y5,)

sous la loi Pé(y) et observer la distribution des é(YT). On a par exemple un estimateur de la variance

o2 de §(Y) avec la formule
1. .
6% = = > BT - 6(y))>.
r=1

87
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Noter qu’on a mis ici é(Y) car c’est le la valeur du vrai parametre dans le cas ou la distribution est
Pé(y). Cette méthode est clairement basée sur les hypothéses

1. Exactitude du modéle : les y; suivent effectivement la loi Py«.

2. Régularité et proximité : la statistique recherchée (ici 02) est une fonction suffisament réguliére

de 6*, et 6(Y) est suffisament proche de 6*.

10.3 Principes de base du bootstrap

Cette méthode a I'avantage de fonctionner méme dans un cadre non-paramétrique. Elle est
simplement basée sur le principe de base de 1’estimation : remplacer une fonction de la vraie distri-
bution (inconnue) par la méme fonction appliquée a la distribution empirique. Pour fixer les idées,
donnons-nous ’exemple suivant ot I’on estime le moment d’ordre de 4 des y; supposés de méme loi

1 - 4 * 4 :
T(Y) = — Zgyz T* = E[yj] = lm T(Y).
P
Pour bien comprendre le bootstrap, il faut interpréter T'(yi, ...y,) comme une fonction de la répar-
tition empirique Fj, des données :

F,(x) = %#{z sy <z}

En effet, la donnée de F,, est équivalente & celle de I’échantillon Y. On utilisera alors ’abus de nota-
tions : T(Y) = T(F,) ; dans I'exemple plus haut on a T(F,) = [y*dF,(y). T(F,) est une estimée
de T* = T(F), limite quand n tend vers 'infini, car F,, tend vers F' en norme uniforme (théoréme
de Glivenko-Cantelli) et T' sera supposée continue pour cette métrique (condition généralement
satisfaite).

Le bootstrap consiste & produire des “échantillons indépendants” de T' en faisant comme si la
distribution empirique des y; était la vraie distribution des y; :

e Générer un échantillon Y’ = (y],...y},) en effectuant n tirages uniformes avec remise dans

{y1,--yn}

e T(Y') est un échantillon de la statistique.
Ayant produit un grand nombre d’échantillons Y'!,...Y B et de répétitions, T'(Y'!),...T(Y B), on peut
par exemple estimer 1’écart quadratique moyen entre T(Y') et T par

~2 1 & b 2
6? = EZ(T(Y)—T(Y)).
b=1

Pour une région de confiance, soit ¢ tel que 95% des T'(Y}) satisfassent
T(Y) € [T(Y?) — e, T(Y?) +¢]

alors on considérera que l'intervalle
[T(Y)—e,T(Y)+¢]

est une région de confiance pour T* de niveau approximatif 5%. Noter que le passage se fait de la
facon suivante :
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H échantillons ‘ parameétres
monde de départ Y | T(Y) T* F
monde bootstrappé || Y? | T(Y?) | T(Y) | F,

et 'on calcule sous F,, (monde bootstrappé) ce que l’on veut connaitre sous F'.

Avantages et inconvénient du bootstrap. Il sont essentiellement :
1. La simplicité du principe.

2. Des résulats expérimentaux assez bons en divers domaines, par exemple en régression non-
7
paramétrique [22], ou en calibration d’intervalles de confiance [20], méme sur des échantillons
de taille modeste.

3. Des théorémes démontrant la validité des approximations jusqu’au deuxiéme ordre en la taille
de I’échantillon. Ceci explique le point précédent.

4. Un inconvénient : Le bootstrap n’est stir que dans un cadre ou ’approximation gaussienne est
valide ; de plus les valeurs extrémes dans le monde réel et le monde boostrappé ont a priori
des distributions trés différentes [59]. Ceci signifie que dans ’exemple ci-dessus, il faut que
Vn(T(Y) — T*) tende en loi vers une gaussienne et que l’on ne peut prendre ¢ d’un ordre
inférieur & 1/4/n. Voir cependant le §10.6.4.

Un mot de la théorie. Un résultat théorique général typique est que sous certaines hypothéses
de régularité de T' (considérée comme fonction de F'') alors les v.a. E = /n(T(F,) —T(F)) tendent
en loi vers N'(0,02), o > 0 et pour (presque) tout Y, les E® = /n(T(F?) — T(F,)) ont la méme
limite en loi. Cependant cette propriété n’est pas trés passionnante, car on peut estimer en général
o sans trop de probléme.

D’autres résultats, [37] p.19, assurent que la loi E° est proche de celle E & un ordre meilleur que
I’approximation gaussienne ; malheureusement, cette proximité n’est garantie en général que pour
des versions plus sophistiquées du bootstrap, comme le bootstrap avec “normalisation pivotale” ou
le bootstrap régularisé en régression non-paramétrique [22], ou encore le double bootstrap (cf [4]
pour le traitement complet d’un exemple simple).

Voir aussi le §10.6.4 pour le cas non asymptotiquement gaussien.

10.4 Exemples

Calibration d’une région de confiance. Les régions de confiance pour les estimateurs sont de
la forme :

Ra ={0:9(0,0) < \}

! On demandera I’existence d’une certaine fonction () & variation totale finie, appelée fonction d’influence, telle
que pour toute fonction de répartition G,

T(G) = T(F)+Ecle(y)]+o(|G = Fllo)-

On a alors 6 = Var(¢(Y)). En particulier, T doit varier peu si ’on perturbe la distribution de y par une masse de
Dirac (G=(1 —e)F +¢€l.>4,).
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ou typiquement ¢(8,0) = (9 — 6)TS(6 — §) pour une certaine matrice S et A = X3 (). Malheu-
reusement, cette région n’est bien de niveau a que si le nombre d’échantillon est suffisament élevé.
Le bootstrap permet d’évaluer autrement la valeur de A pour laquelle cette région est de niveau
«. En effet, le niveau de confiance de la région estimé par bootstrap sera simplement donné par la
proportion de 6° tels que go(é, éb) < A. On peut donc régler A\ de sorte & avoir un niveau donné.

Distribution de la médiane (ou autre...). On veut savoir la loi de my — m* ou my est la
meédiane empirique des y; et m* la médiane de leur distribution. Pour cela, on observera simplement
la loi de mys — my quand Y? est un échantillon bootstrappé (et que Y est fixe, puisque c’est
Iobservation). Dans le deuxiéme tracé de la figure 10.1 on a superposé la fonction de répartition de
my —m* (calculée théoriquement) et celle mys — my (calculée empiriquement).

Régression non-paramétrique adaptative. C’est une situation ou il faut choisir un estimateur
parmi une infinité indexée par un parameétre. On observe :

yi = fz:) + &

ot les (z;,&;) sont i.i.d. et f est inconnue. On a par exemple l'estimateur & noyau

E _ 2Py (I—fﬂz)
fh( ) Zzpz ? pl K h .

On cherche h de sorte & minimiser 'erreur de prédiction E[(y — fa(z))?] ou 'espérance porte sur
la paire (z,y) de distribution F ainsi que sur les (x;,y;) implicites dans l’estimateur. Le choix de h
n’est pas toujours trés facile [23]. L’estimateur par bootstrap de cette erreur est

nB ZZ fh 7i))

=1 b=1

ol f,’: est Iestimateur de f basé sur un échantillon bootstrappé de (z;, y;) :

£b szyz b _ .’II—ZIZ?
o) = Yt pi_K(T)'

On choisira donc la valeur de h qui minimise c(h). Cette méthode est la plus rustique ; on préfére
généralement utiliser un bootstrap régularisé (exercice 10.7.3).
Estimation de densité. On aura cette fois pp(z) = % > K (%5%) et I'on minimisera

n B b

o) = 23S logpla) o phla) = — S K (ZE).
nB nh - h

=1 b=1

Le log est simple et naturel pour illustrer le propos mais n’est pas trés bon, et il est meilleur en
pratique d’utiliser les estimées habituelles du risque quadratique ; on pourra consulter [26] pour un
exposé concis et récent sur les estimateurs généraux de h.
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10.5 Echec du bootstrap dans un cas non-régulier

Considérons l’estimation des quantiles : T(F) = max{z : F(z) < a}. On a ici v/n(T(F,) —
T(F)) ~ N(0,0?%), avec 02 = a(l — a).

Dans le cas ol 0 < a < 1, tout va bien (deuxiéme figure). Sinon, ’expérience n’est pas réguliére
et la bonne normalisation pour T'(F,,) — T(F) est n et non pas y/n ; dans ce cas on n’obtient pas la
distribution asymptotique de n(T(F,) — T(F)) en calculant celle de n(T(F?) — T(F,)).

Faisons le lien avec la note page 89. On montre sans grande difficulté que si F' est dérivable et
de dérivée strictement positive en T'(F'), alors il y a dérivabilité et la fonction d’influence vaut

p(a) = F'(T(F)) Y (a - 1(z < T(F)).

En particulier on voit que si @« = 1 (estimation du maximum du support de la distribution et
T(Y) = T(F,) = sup, y;), les ennuis commencent, surtout si F admet une dérivée nulle en F~*(1),
auquel cas @ est infini ; on peut également vérifier que T' n’est pas une fonction continue au voisinage
de F', en effet

si T(F)=80 alors Ve>0, T((1 —¢)F +ebpy1) =0+ 1.

1.0 1.0

0.9 + 0.9 +

0.8 | 0.8 |

0.7 0.7

0.6 0.6

0.5 4 0.5 4

04 4 0.4

0.3 + 0.3 +

0.2 0.2

0.1 4 0.1 4 HH_I
o] : : 7 : r r r o] : r r r r
-015 -013 -011 -009 -007 -005 -003 -0.01 0.01 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

F1G. 10.1 — L’échantillon Y = (y1, ...yn) consiste en 50 tirages de la loi uniforme sur [0,1]. T(Y') =
sup(y;). La premiére figure représente la fonction de répartition de la distribution de T(Y) —T'(Fy) =
T(Y) — 1 obtenue théoriquement et son estimation par bootstrap. On retrouve la valeur e~! ~ 0, 37
qui est la probabilité asymptotique qu'un sous-échantillon de taille n de tiré uniformément dans
{y1,.--yn} ne contienne pas le plus grand élément de cet échantillon.

Sur la seconde figure ’expérience est la méme sauf que cette fois-ci T" est la médiane.

Un autre exemple d’échec du bootstrap est celui des U-statistiques : T' = 3, H(yi,y;), ot H
est une certaine fonction, cf [37] p. 37.

10.6 Variantes et détails pratiques

10.6.1 Bootstrap régularisé.

Ce n’est rien d’autre que I'estimation de la distribution des y; pour générer de nouveaux échan-
tillons ; c’est donc une simple méthode de répétitions couplée avec une estimation préalable. On
peut estimer cette loi dans un cadre paramétrique ou non-paramétrique .
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Pour un exemple en estimation de densité, voir 'exercice 10.7.3.

10.6.2 Bootstrap semi-paramétrique.

Dans un modéle paramétrique de la forme
yi = f(60", zi) + ui

ou les z; sont déterministes, plutdt que de faire le bootstrap direct des données (ce qui peut pa-
raitre assez injustifié puisque les régresseurs sont généralement considéré comme déterminisites), on
préférera estimer 6%, puis les u; puis générer les données bootstrappées :

y? = f(0,z;) +ul

otl les u? sont tirés uniformément dans 1'ensemble des i; = y; — 76, ). X )
Il pourra étre plus fin de générer les u; par leave-one-out : i; = y; — f(6, z;), ou ) est
Pestimée obtenue en excluant la paire (x;,%;) des données.

10.6.3 Normalisation pivotale.

Cette méthode améliore souvent considérablement les performances du bootstrap. Elle est tout-
a-fait recommandée dans les cas réguliers, [37] chap.5.

Soit 6(Y) un estimateur (non-nécessairement précis) de la variance de T'(Y). Alors la loi de
(T(Y) — T(F,))/6(Y) peut étre approchée par la loi empirique des (T'(Y?) — T'(Y))/6(Y?), b =
1,...B. Ceci conduit a ’approximation en loi

o) eyt
TY)-T(F,) ~ —~<(T(Y°)-T(Y
(V) ~T(F) ~ Sm @I 1)
dans le membre de gauche c’est Y qui varie, et dans celui de droite, c’est bien entendu Y? et YV
est fixé. Cette méthode conduit & des intervalles de confiance pour T'(Fy), qui sont de la forme
[T(Y) = 6:16(Y), T(Y) + 626(Y)].

10.6.4 Bootstrap par sous-échantillonnage

Dans cette méthode, Y est un sous-échantillon de Y de longueur b, < n, obtenu par tirage sans
remise. On montre que si b, n’est pas trop grand, on pourra estimer la distribution 7'(Y') — T* dans
un cadre trés général, comprenant méme le contre-exemple du paragraphe précédent. En effet, si

b, — ™

bn
40
n
T(n)(T(Y)-T") — D en distribution

ou D est une certaine loi et 7(n) est la vitesse de convergence (dans les cas réguliers D est gaussienne
et 7(n) = 4/n), alors, pour presque tout w,

7(bp)(T(Y?) = T(Y)) — D en distribution.

Ceci signifie que pour tout point x de continuité de D

B
1
On(z/7(bn)) = 5 > L rr)-r(v))<a/r(bn) — P(D < x) (10.1)
b1
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ol la somme est étendue aux B = C* sous-échantillons de Y. Pour un énoncé plus précis, voir [48]°.

Si cette méthode est plus robuste que le simple bootstrap, on peut vérifier qu’en revanche la
convergence vers D est moins rapide dans les cas réguliers [2].

La valeur b, = n?/3 est souvent recommandée. Cette méthode est donc trés bonne pour obtenir
au moins la forme de la distribution ; en effet, le facteur d’échelle 7(n) est a priori inconnu. La
référence [3] propose, dans le cas ou 7(n) = n® une méthodologie pour estimer « qui donne,
aprés report dans (10.1), une estimée consistante de la fonction de répartition de D. L’idée est
simplement de calculer ®,,(z) pour différents choix de b,, et de voir pour quel « les courbes ®,, (b, “x)
se superposent.

10.7 Exercices et compléments

Exercice 10.7.1 (Estimation de biais) Proposer une méthode de bootstrap pour estimer le biais
ET(Y)—T(F,)] de I'estimateur T

Exercice 10.7.2 (Rapport de vraisemblance empirique) Soit G une fonction de répartition associée
4 une mesure portant les y;, ce que 'on notera G <K F),. Si les poids correspondants sont p;, on
définira le rapport de vraisemblance

R(G) =2n p!log(p}/p:)

ol les p sont les poids donnés par F,, (généralement 1/7). Il a été montré [46] que l'on a asympto-
tiquement sous certaines hypothéses de régularité

inf {R(G); T(G) = T(F,),G < F} ~ ¥
(si T(G) € RP, on trouve un X%)- Ceci conduit aux intervalles de confiance asymptotiques
T(F)) € {T(G); R(G) < ¢,G < Fy}

avec le niveau 1 — F)2(c).
1. Proposer une méthode de bootstrap pour réestimer le niveau.

2. On suppose que 'on dispose d’une méthode raisonnable pour estimer Fj. Proposer une mé-
thode de simulation pour réestimer le niveau.

Exercice 10.7.3 (Bootstrap régularisé) On s’intéresse a l’estimation de densité. Supposons que
I’on connaisse une valeur k¢ qui est inférieure a la valeur optimale h*. Utiliser py, pour construire
une méthode de boostrap régularisé. Donner une justification heuristique a ce choix (on considérera
la méme méthode en remplagant hy par 0 ou h*).

Proposer une méthode analogue en régression non-paramétrique y; = f(z;) + & (on supposera
les x; déterministes) : il s’agit de partir d’une estimée pilote fo, d’en déduire des éi, puis fabriquer
des échantillons bootstrappés en tirant des éf .

En pratique, on pourra prendre hg inférieur & la valeur de h obtenue par validation croisée, ou
par un bootstrap non-régularisé [22]. Noter que ce hg est effectivement généralement plus petit que
h*.

Voir aussi [19] pour une comparaison avec la validation croisée.

2En particulier, dans 1’énoncé ci-dessus, la convergence n’a en réalité pas lieu presque siirement mais en probabilité,
a moins d’affiner ’hypothése de décroissance de b, /n.
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