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Capitolo 1
IL QUADRO GENERALE

La ricerca di una teoria che unisca i principi della Meccanica Quantistica al Principio di
Relativita Speciale ci ha condotto [1] [2] alla Teoria Quantistica dei Campi (Quantum Field
Theory, QFT in breve). Le variabili dinamiche della teoria sono i campi quantizzati, operatori
lineari sullo spazio di Hilbert, H, degli stati:

Y(z), A*(z), p(x), . ..

operatori che dipendono dal punto dello spazio-tempo e che hanno proprieta di trasformazione
definite per cambiamenti di sistema di riferimento (spinori, 4-vettori, scalari, etc.):

P (2') = S(N)(x), ete.

dove A appartiene al gruppo di Lorentz proprio.
Casi patologici a parte, la teoria contiene uno stato di energia minima, invariante per

traslazioni, che interpretiamo come lo stato di vuoto. Questo stato & unico'.

Microcausalita. A partire dai campi si costruiscono le osservabili locali, O(x), ad esempio
la densita di energia, la densita di carica, etc.. La condizione di Microcausalita impone che
osservabili diverse in punti diversi debbano commutare tra loro per separazioni di tipo spazio:

[0(2),0'(y)] =0 se (z— y)2 <0 (1.1)

A sua volta, la (1.1) impone che i campi commutino o anticommutino tra loro per separazioni
spaziali:
[h(z), ()] =0 se (z—y)> <0 (1.2)

dove il segno — (+) indica il commutatore (anticommutatore) e si applica ai campi di spin intero
(semintero).

Lanche nel caso di una simmetria esatta con rottura spontanea, che condurrebbe a stati di vuoto
degeneri, possiamo riportarci a questa situazione introducendo una piccola perturbazione esterna in
modo da preferire un unico stato, e far tendere a zero la perturbazione alla fine dei calcoli
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La relazione spin-statistica. In certe circostanze i campi si possono sviluppare in onde
piane quantizzate. I corrispondenti operatori di creazione, applicati allo stato di vuoto, danno
luogo a stati di una particella relativistica, con data massa e con spin determinato dalle proprieta
di trasformazione del campo. I quanti di un dato campo sono particelle identiche che obbediscono
alla statistica individuata dalle regole commutazione o anticommutazione rispettate dal campo
corrispondente (Bose-Einstein o Fermi-Dirac, rispettivamente).

Antiparticelle. La relazione relativistica tra energia e momento di una particella:
E? = p* 4+ m? (1.3)

possiede soluzioni con energia di entrambi i segni. In QFT queste soluzioni corrispondono a
campi che evolvono nel tempo con frequenza positiva o negativa. Per campi elettricamente
carichi, i corrispondenti operatori di creazione producono, dal vuoto, particelle con cariche
elettriche opposte tra loro ed uguale massa e spin: i quanti del campo sono le particelle e le
corrispondenti antiparticelle. Particelle neutre, ma dotate di una carica conservata possiedono
anche la loro un’ antiparticella con valore opposto della carica (un esempio ¢ 1" antineutrone, che
ha numero barionico —1). Particelle come il fotone o il mesone 7° che coincidono con la propria
antiparticella si dicono intrinsecamente neutre.

Particelle e antiparticelle sono collegate dalla trasformazione C'PT, (combinazione di coniu-
gazione di carica, parita e inversione del tempo). Il Teorema CPT garantisce che massa, spin ed
eventualmente vita media di particella e antiparticella sono esattamente uguali.

La relazione tra spin e statistica e il teorema CPT sono tra le indicazioni piu forti a favore
della QFT. Di fatto, non sono mai state osservate violazioni di questi teoremi entro precisioni
molto stringenti.

Le masse di protone e antiprotone coincidono entro una parte su 100 milioni [4], mentre
per la differenza di massa tra K e la sua antiparticella K° abbiamo un limite dell’ ordine di
10~ my [5].

Gradi di liberta fondamentali. La corrispondenza tra un tipo di particelle e un campo
quantistico & una questione molto delicata, il primo tra i problemi centrali di ogni QFT. Un
nucleo dell” atomo di Ossigeno si comporta come una particella puntiforme in certe condizio-
ni, tuttavia non pensiamo di associare un campo indipendente ad ogni nucleo atomico. Come
decidere, dunque, a quali particelle dobbiamo attribuire un campo fondamentale? La risposta
¢ legata all’ intervallo di energie alle quali siamo in grado di osservare le particelle in questio-
ne. L/ evidenza che possediamo oggi ¢ che i leptoni: 1’ elettrone, il muone, la particella 7 e i
corrispondenti neutrini sono elementari, insieme al fotone ed ai mediatori delle altre forze fon-
damentali. & ragionevole introdurre un campo per ciascuna di queste particelle. Al contrario,
protone, neutrone e le altre particelle sensibili alle interazioni nucleari si rivelano, gia alle energie
oggi disponibili, stati composti di particelle pid fondamentali di spin 1/2, i quark, e di spin 1, i
gluoni.

La presente QFT delle interazioni fondamentali, la cosiddetta Teoria Standard & basata su
quark, leptoni e mediatori delle forze, Fig. 1.1. Ad ognuna di queste particelle ¢ associato un
campo quantizzato.



La situazione potrebbe, naturalmente, cambiare se, a scale di energia piud elevata, qualcuna
di queste particelle si rivelasse a sua volta composta di costituenti pii fondamentali, come
ipotizzato da alcuni autori (i preoni ipotizzati da Y. Pati e A. Salam, o i rishons introdotti da
H. Harari).

1. Materia ordinaria (Galassie, la Terra, noi...) :

QUARKS LEPTONI
(Gell-Mann, Zweig, 1962)

g

Colore

[:] Sapore

Protone = [uud]
Neutrone = [ddu] N — P+e +v_( Pauli, Fermi, = 1930)

2. Strutture analoghe a pin’ alta energia:

e (1974) |'V_.,'|
s ]
[1(1994) 1 v, ]
|b(1976) | |2(1975)]
3. Forze :
Gravita’ GRAVITONE (non ancora osservato)

Elettromagnetiche — FOTONE (Einstein, 1905)

Faorti ( Nucleari) —= GLUQONTI (non osservati allo stato libera)
Deboli — BOSONI INTERMEDI (CERN, 1983)
Generazione della massa — BOSONE DI HIGGS ()

Figura 1.1: Costituenti fondamentali della materia e delle forze. Nella Teoria Standard, ad
ognuna di queste particelle ¢ associato un campo quantizzato. Tra parentesi ’anno in cui i
costituenti pi recenti sono stati osservati

Dinamica. la dinamica dei campi ¢ generata dalla densita di Lagrangiana, £(x), funzione
locale dei campi e delle loro derivate. In Meccanica classica, le equazioni del moto dei campi si



10 IL QUADRO GENERALE

derivano da L(z), attraverso un Principio di Minima Azione:
d </ diz E(:U)) =0; dacui: (1.4)

oL oL
" <68u<z>> =9 (1:5)

Quantisticamente, i campi sono operatori la cui evoluzione nel tempo ¢ data dalle equazioni
di Heisenberg:

.0
i59(2) = [H,9(2)] (1.6)

dove H ¢ I’ Hamiltoniana derivata da £. Unita alle relazioni canoniche di (anti)-commutazione
tra campi e momenti coniugati, la (1.6) ci da di nuovo le equazioni del moto di Eulero-Lagrange
(1.5).

In presenza di campi di gauge, ¢ pil vantaggioso rimpiazzare la quantizzazione canonica con
I’ integrale sui cammini, che verra introdotto nella IIT Parte delle lezioni. Punto di partenza
sono le funzioni di Green dei campi:

G(x1,x9,...,25) =< O|T (Pp(x1)P(x2) ... d(xy)) |0 > (1.7)

Dalle funzioni di Green si ottengono, con le formule di riduzione, gli elementi di Matrice S, le
vite medie delle particelle instabili etc..

In generale, la lagrangiana si scrive come la somma di una parte libera, determinata dalle
proprieta delle particelle fondamentali, massa e spin, ed una parte di interazione:

L=Lo+L; (1.8)

L’ equazione (1.8) ci presenta i due problemi cruciali di una QFT. Come scrivere la lagran-
giana di interazione? e come calcolare le ampiezze fisiche a partire da L7

In un certo senso i due problemi sono collegati. La forma di £; deve essere modellata sui
dati sperimentali, ma questo richiede di poter passare da L; ai dati e viceversa, per confrontare
questi ultimi con le predizioni risultanti dalle ipotesi di lavoro che abbiamo fatto su Lj.

Al momento, predizioni affidabili si ottengono con la teoria delle perturbazioni, assumendo
che L sia proporzionale ad un parametro piccolo, A, e sviluppando le ampiezze in serie di potenze
di A. 1l prototipo del metodo ¢ I’ Elettrodinamica Quantistica (Quantum ElectroDynamics,
QED), evoluta successivamente nella teoria unificata delle interazioni elettrodeboli. Il successo
predittivo della QED € ancora senza confronto.

L’ alternativa, per trattare i casi in cui I’ interazione non pué essere considerata piccola in
alcun senso, ¢ il calcolo numerico delle ampiezze quantistiche in uno spazio-tempo discretizzato
in un reticolo finito di punti. I due metodi sono al momento su piani diversi, la simulazione su
reticolo non ha raggiunto ancora la precisione straordinaria delle predizioni della QED e neanche
quella piu limitata ma comunque considerevole della teoria elettrodebole.

Fortunatamente, anche per le interazioni forti o nucleari, ¢ possibile individuare un regime
di energie in cui la teoria delle perturbazioni pué essere applicata, dovuto alla cosiddetta liberta
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asintotica, e in cui le predizioni derivate dalla lagrangiana fondamentale possono essere signifi-
cativemente confrontate con i dati sperimentali. Questo insieme di confronti ¢ tuttora alla base
della nostra confidenza nella Teoria Standard, anche per quanto riguarda le interazioni forti.

Concludiamo questo capitolo con la caratterizzazione delle differenti componenti di £;. In
Natura sono state osservate quattro grandi classi di interazioni molto ben separate tra loro,
ciascuna con caratteristiche proprie.

Interazioni Elettromagnetiche. La loro intensita ¢ caratterizzata dalla costante di strut-
tura fina:
e? N 1
() = 137
dove €2 & la carica dell’ elettrone. La piccolezza di a rende significativo usare la teoria delle
perturbazioni. Se ci limitiamo ai leptoni carichi, la lagrangiana di interazione & determinata
dalla sostituzione minimale [1] ed otteniamo la QED [1]. Le interazioni elettromagnetiche delle
particelle nucleari sono pii complicate, data la natura non elementare degli adroni.
Le forze elettromagnetiche sono a lunga portata:

(1.9)

Vi) =2 (1.10)
T
data I’ annullarsi della massa del fotone, e sono dominanti su distanze di tipo atomico. Per
distanze superiori, I’ intensita delle forze elettrostatiche ¢ tale che le cariche tendono a neu-
tralizzarsi e prevalgono forze di tipo forze di Van der Waals, dovute alla polarizzabilita delle
molecole.

Interazioni Forti o Nucleari. sono le forze che tengono insieme protoni e neutroni nei
nuclei atomici, superando la repulsione elettrostatica dei protoni. Le forze nucleari hanno un
raggio di azione limitato dell’ ordine del raggio dei nuclei:

—r/R
e
V(r) ~ .

R~10"" cm = 1 fermi (1.11)

Una prima teoria delle Interazioni Nucleari, proposta da H. Yukawa, le descrive come dovute
allo scambio di una particella simile al fotone ma dotata di massa, il mesone 7. In questo caso,
il raggio di azione ¢ determinato dalla massa della particella intermedia:

h

MyC

R~

(1.12)

Confrontando la (1.12) con (1.11) si trova? m,c? ~ 100—200 MeV, che & in accordo con la massa
osservata del mesone 7 scoperto nei raggi cosmici nell’ immediato dopoguerra: myc? ~ 140 MeV.
L’ accoppiamento pione-nucleone ¢ caratterizzato da una costante adimensionale analoga alla
costante di struttura fina, ma circa 1000 volte pid grande: le interazioni nucleari dominano sulla
repulsione elettrostatica dei protoni nei nuclei. Per distanze atomiche, tuttavia, le forze nucleari
sono del tutto irrilevanti, dovuto al loro calo esponenziale (1.11).

2] risultato numerico si ottiene ricordando che: A - ¢ ~ 200 MeV - fermi.
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Interazioni Deboli. Sono le interazioni responsabili del decadimento del neutrone, discusso
in [1]. L interazione ¢ caratterizzata dalla costante adimensionale:

Gpmj ~107° (1.13)

dove G ¢ la costante di Fermi, ottenuta dalla vita media del neutrone [1]. L intensita delle forze
deboli ¢ tipicamente (Gpm2)?/a ~ 1077 volte meno intensa delle forze elettromagnetiche. Gli
effetti delle interazioni deboli di particelle cariche sono osservabili solo nel caso di decadimenti
di particelle che sarebbero altrimenti stabili (ad es. il neutrone) o nelle interazioni dei neutrini
(che non sono sensibili alle forze elettromagnetiche e nucleari).

Vite medie di particelle instabili. Le Interazioni Forti permettono la formazione di
risonanze: stati instabili che si disintegrano in particelle finali a causa della stessa interazione.
I tempi tipici di decadimento sono dell’ ordine del tempo impiegato dalla luce per attraversare
la risonanza, che ha una dimensione lineare di ordine R, quindi:

(1.14)

Tempi di questo ordine di grandezza si misurano dalla larghezza della risonanza, I’ indetermina-
zione in energia, collegata alla vita media (1.14) dalla relazione di incertezza:

T-7=h (1.15)
da cui si ottiene una larghezza tipica:
I ~ myc? ~ 100 — 200 MeV (1.16)

Per confronto, le tipiche vite medie per decadimenti dovuti alle interazioni elettromagnetiche
(ad es. 70 — ) sono dell’ ordine:

Tem. ~ 10716 — 10718 sec (1.17)

La velocita di decadimento del neutrone ¢ una funzione molto sensibile della differenza di
massa n — p:
h
I, = — = Cost - (Gp)*(Am)® (1.18)
Tn
La potenza con cui appare Am ¢ dettata da motivi dimensionali, visto che G g, nel sistema di
unita naturali, ha dimensioni [massa]~2. Quindi per tutti i decadimenti deboli possiamo porre,
almeno come ordine di grandezza:

AMnpys (1.19)

Tx = Tn( Armx
dove Amx ¢ la differenza di massa tra la particella X e le particelle dello stato finale. Troviamo
in questo modo vite medie che vanno dal microsecondo (per il muone, Am, ~ m, = 110 MeV
) a 10712 sec (per le particelle con il quark charm, Am, ~ m. ~ 1.5 GeV).
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In ogni caso, la separazione tra gli ordini di grandezza delle vite medie & consistente: la
vita media di una particella instabile ¢ un buon indicatore del tipo di interazione che induce il
decadimento stesso.

In conclusione, le considerazioni precedenti indicano una lagrangiana di interazione della
forma:

EI = Estrong + Le.m. + ‘Cweak (120)

La forma dei diversi termini & determinata dalle simmetrie delle diverse interazioni. Nella teoria
Standard che considereremo nel seguito, queste simmetrie sono tutte simmetrie sotto trasfor-
mazioni di gauge non abeliane, generalizzazioni della familiare simmetria per trasformazioni di
gauge di secondo tipo dell’ Elettrodinamica Classica e Quantistica.

Questo denominatore comune di interazioni cosi differenti da un punto di vista fenomenolo-
gico ci incoraggia a pensare che la Teoria Standard sia la manifestazione di una struttura ancora
piu simmetrica e unificata.
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IL QUADRO GENERALE




Capitolo 2
SPIN ISOTOPICO E STRANEZZA

Il punto di partenza ¢ la constatazione che protone e neutrone hanno masse molto prossime
tra loro:
My —m
P ~0.15-1072 (2.1)
mp
W. Heisenberg ha interpretato questo fatto come conseguenza dell’ invarianza dell’ Hamil-
toniana dele Interazioni Forti sotto trasformazioni che cambiano gli stati di protone e neutrone

in loro arbitrarie sovrapposizioni complesse:

(2)=o (%) e

dove U & una matrice unitaria, per preservare la normalizzazione |p|? + |n|?. Ogni matrice di
questo tipo si pud scrivere come prodotto di un fattore di fase per una matrice speciale, con
determinante cioeé pari all’ unita:

U = eUgpee

L’ invarianza della Hamiltoniana sotto trasformazioni dei campi del protone e del neutrone
per un fattore di fase comune conduce (teorema di Noether), alla conservazione della corrente
barionica e del numero barionico':

Jy =py'p+nytn+ .. 9,05 =0
dN.
NB:/d3mJ%:Np—Np+Nn—Nn+...; d—tho (2.3)
La conservazione del numero barionico si pué considerare separatamente, quindi d’ ora in avanti
ci restringeremo a trasformazioni del tipo (2.2) con:

det(U) =1 (2.4)

1 punti di sospensione indicano che, in genere, & necessario aggiungere alla (2.3) i contributi di altre
particelle che decadono in mesoni pitt p/n e quindi si devono trasformare anche loro per rispettare al
conservazione della corrente.
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Matematicamente, le trasformazioni (2.2) con la condizione (2.4) determinano il gruppo
SU(2) delle matrici unitarie e speciali in 2 dimensioni. Questo gruppo & localmente isomorfo, in
un intorno infinitesimo dell” unita, al gruppo delle rotazioni di uno spazio euclideo a 3 dimensioni,
O(3). SU(2) ¢ il gruppo che rappresenta le rotazioni spaziali sugli stati quantistici, permettendo
di includere stati di momento angolare semintero (cfr. [1]).

Lo Spin Isotopico. Da un punto di vista fisico, data la simmetria sotto le (2.2) (2.4),
possiamo considerare protone e neutrone come i due stati di carica di un’ unica particella, il
nucleone. ¢ evidente I’ analogia con i due stati di spin di una particella di spin 1/2, di qui il
nome di Spin Isotopico (isospin, in breve) dato alla simmetria sotto le trasformazioni (2.2).

Come abbiamo sottolineato nel Capitolo presedente, protone e neutrone non hanno un ruolo
speciale nel panorama degli adroni. Conviene interpretare la simmetria (2.2) in modo diverso.
Immaginiamo che esista un gruppo G di trasformagzioni sui gradi di liberta fondamentali delle
Interazioni Forti (i quark) che lascino invariata 1’ Hamiltoniana. Data una trasformazione g € G,
I effetto di g sugli stati p ed n & proprio della forma (2.2), con U ovviamente funzione di g:

(2)-va(?2) (25)

Se eseguiamo due trasformazioni in sequenza, prima g; e poi go, |’ effetto sara di ottenere la
trasformazione prodotto delle due: g = g5 - g1. In corrispondenza, ci aspettiamo:

U(g2) -U(g1) =U(g2 - 1) (2.6)

Le matrici U(g) forniscono una rappresentazione delle trasformazioni del gruppo G, nel senso
matematico del termine: la legge di moltiplicazione del gruppo e rappresentata dal prodotto delle
matrici U (abbiamo gia incontrato questo concetto a proposito delle trasformazioni di Lorentz[1],
cfr. Appendice C per una breve compendio di Teoria dei gruppi e delle loro rappresentazioni).
Le matrici U(g) formane esse stesse un gruppo non commutativo. Poiche il pit semplice gruppo
non commutativo & proprio SU(2), concludiamo che il gruppo di invarianza fondamentale G deve
contenere almeno un sottogruppo SU(2) che si rappresenta nelle (2.5 ).

Dalla teoria del momento angolare, sappiamo che i vettori di una rappresentazione irriducibile
di SU(2) sono caratterizzati dal momento angolare totale e dall’ autovalore della sua terza
componente. Nel caso dello spin isotopico, indichiamo con I e I3 le quantita corrispondenti. La
dimensione della rappresentazione con spin isotopico I ¢ pari a 21 4+ 1. I nucleoni hanno quindi
spin isotopico 1/2 .

La trasformazione (2.5) pud essere estesa adesso a tutti gli altri stati adronici, che si tra-
sformeranno secondo rappresentazioni, eventualmente diverse da quella dei nucleoni. Il primo
esempio ¢ fornito dai mesoni di Yukawa. I portatori delle forze nucleari si presentano in un un
tripletto di stati quasi degeneri, 7, 7% 7, che intepretiamo come i tre stati di carica di un’
unica particella, il pione o mesone 7, che ha dunque I = 1.

Che gli adroni si presentino in multipletti di carica approssimativamente degeneri in massa
¢ una delle predizioni meglio rispettate nella Fisica delle Particelle (cfr. la Fig.2.1 e seguenti).
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Mesons with JF¢=1-
Masses in MeV

‘ _ A (892)
b Mesons with JFe=0+
S Masses in MeV *0 iy
KO(497_7) Kt 493.7) K K
+1 4 ® ® +
o (7826)
/ T[O 135 N / w 1020)\
o4+ 1 ot o1 p* (770)
1396 \ (547%1395
A 1 0—1_0% -
K" 493.7) K9 (497.7) P _”’
T : - :
4 AR 0+ o+ I3 4 AR 0 +H2 o+ I3
Figura 2.1: T mesoni pseudoscalari leggeri Figura 2.2: Mesoni vettoriali leggeri.

La Stranezza. Le particelle adroniche possiedono un ulteriore numero quantico conservato,
la Stranezza®, S. La conservazione di S nelle interazioni forti spiega la lunga vita media di alcuni
adroni (ad es. i mesoni K o i barioni A e X), che, essendo le particelle pit leggere con S # 0,
possono decadere solo attraverso le Interazioni Deboli, con vite medie dell’ ordine di 1078
1072 sec. Possiamo assegnare al nucleone ed al pione stranezza zero, e ad ogni altro adrone un
appropriato valore della stranezza in modo tale che S sia conservata in reazioni e decadimenti
prodotti dalle Interazioni Forti, ed eventualmente violata nei decadimenti deboli. Insieme ai
numeri quantici legati alle trasformazioni di Lorentz, massa e spin, spin isotopico, stranezza e
numero barionico formano un sistema completo di numeri quantici, atti a caratterizzare ciascun
adrone leggero (masse inferiori a circa 2 GeV). La carica elettrica pué essere ottenuta dalla
relazione scoperta empiricamente da M. Gell-Mann e K. Nishijma:

B+S
Vediamo dalla (2.7) che le cariche elettriche all” interno di un multipletto di isospin variano a passi
di 1, come I3 ed inoltre che la stranezza € conservata anche nelle Interazioni Elettromagnetiche,
che conservano I3. € conveniente introdurre al posto di S la cosiddetta ipercarica, Y, pari a due
volte la carica elettrica media del multipletto, < @ >. Dalla (2.7) troviamo:

S+ B
<Q>= % (2.8)
poiche < I3 >= 0, quindi possiamo anche scrivere:
1
Qz[3+§Y; Y=5+1£8 (2.9)

Zintrodotta da M. Gell-Mann negli anni ’50.
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Tabella 2.1: Decadimenti dei mesoni pseudoscalari leggeri.

decadimenti elettromagnetici e deboli.

Notare la differenza di vita media tra

S | Decad. dom. Al |AS 7(s) Int.
7t | 0 Wy, 1 0 2.6-107% | debole
7 | 0 vy 1 0 8.4-10717 e.m.

7t Y 3/2
K* | +1 vy, 1/2 1 1.2-107% | debole
7l 1% 1/2
Ky | +1 W?’lﬁw 1/ 21723/ 21 1 | 52-10% | debole
Kg | £1 2 3/2 1 0.89- 1071 | debole
n | 0 ST >1 0 |0.55-107% | em.
e

Le Figg. 2.1 e seguenti riportano gli adroni pid leggeri par dati valori dello spin, del numero
barionico e della parita intrinseca. Ogni adrone ¢ rappresentato da un punto nel piano dei due
numeri quantici che lo caratterizzano, I3, S. Sono indicate le masse delle diverse particelle: la
quasi degenerazione dei multipletti di isospin ¢ evidente.

Nella Tabella 2.1 e seguenti sono riportati vite medie e principali modi di decadimento delle
stesse particelle. le regole di selezione rispettate dalle diverse interazioni si riflettono chiaramente

nei valori delle vite medie.

Baryons with JF=1/2%

A Masses in MeV
s S 4
N(939.6) P (938.3) :
+0 L T
/ A ( 1115\ A |
-1 i A
(1197 AL a (11894 |
3 (1192 6)
%) 8
(1321 3) = (1314.8)
-1 /2 0 +2 I3

Figura 2.3: Barioni di spin 1/2

Q (1672)
| | | Predicted: 1679

32 -1

A2 0 +2 #1432 13

Figura 2.4: Barioni di spin 3/2.



19

I generatori dello spin isotopico. Nello spazio di Hilbert degli stati quantistici, le tra-
sformazioni di isospin sono rappresentati da operatori unitari infinito-dimensionali. Per ogni g €

SU(2):
g—Ug): UlgTUlg) =1 (2.10)

e per ogni stato |4 > € H:

|A>—U(g)|A >
U(g) Hstrong Z/{(g)Jr = Hstrong (211)

In un intorno infinitesimo dell’ identita:

Ug) =1+ ) T’ (2.12)
i=1,3

con Z* operatori hermitiani che commutano con I’ Hamiltoniana forte, nel limite in cui trascu-
riamo differenze di massa come Am,_,, e che soddisfano alle relazioni di commutazione dell’
algebra di SU(2):

178, 79) = i 9k I* (2.13)

La rappresentazione di SU(2) fornita dalle I, e per esse dalle Z%, & completamente riducibile in
rappresentazioni finito dimensionali (cfr. I’ Appendice C), ¢ costituita cio¢ da matrici diagonali
a blocchi finito-dimensionali, che corrispondono ai multipletti di isospin. Limitiamoci agli stati
di singola particella, che scriviamo come:

P, s, h,i, iz, o0 > (2.14)

con p la quantita di moto, s ed h spin ed elicitd®, ed o gli altri numeri quantici (B ed S). Poiche
SU(2) commuta con I’ Hamiltoniana, le trasformazioni g trasformano lo stato (2.14) negli stati
dello stesso multipletto e abbiamo quindi:

U(g)lp, s, h,i, i3, a >= Z U(i)(g)l-w/g\p,s, h,i, i, > (2.15)

i
dove le U (g) sono le matrici della rappresentazione con isospin i. Corrispondentemente:

TMIp, s, hyi iz, 0 >=>  (IW)¥ (|p, s, by i, 0> (2.16)

i3,i
i3
dove le matrici I, hanno la stessa forma delle matrici corrispondenti al momento angolare 1,

13,1}
cfr. [6].

3la componente dello spin nella direzione di p.
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Tabella 2.2: Decadimenti dei barioni stabili per le Interazioni Forti.
S Decad. dom. Al | |AS| 7(s) Int.
p|O non conosciuto > 1031733 anni 77
n |0 pe U 1 0 885.7 0.8 debole
p ™ (0.52) 1/2 1
-1 n w1 (0.48) 1/2 1 0.802 £ 0.003 - 1071° | debole
Aetr, (20405 1079) 1 0
n w (0.998) 1/2 1
Y7 |-1] netp (1.01740.034 - 1073) 1/2 1 1.479 £ 0.011 - 10719 | debole
Ae v, (5.7340.27-1073) 1 0
¥0 | -1 A ~ (1.00) 1 0 7.440.7-107% e.m.
pm (0.639 £ 0.5)
A |-1 n 7 (0.358 4 0.5) 1/2 1 2.632 £ 0.020 - 1071° | debole
pe v, (8.3240.14-107%)
0
o[ | A O e 000091071 | debol
A 7= (0.998777 4+ 0.00035)
= | -1 Ye v, (8.74+1.7-107°) 1/2 1 1.639 £ 0.015 - 10719 | debole

A e, (5.63+0.3-107%)
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2.1 Le ampiezze pione-nucleone

Oltre che nelle masse, la simmetria di isospin ha come conseguenza 1’ esistenza di relazioni
misurabili tra ampiezze di diffusione. Consideriamo il caso pii semplice: la diffussione pione
nucleone.

Caratterizziamo gli stati pione-nucleone con il prodotto tensoriale:

|m,m > |N,l >=|m,m; N, > (2.17)

dove m = +1,0 e [ = £1/2 ed abbiamo omesso la dipendenza dalle quantita di moto delle
particelle, che restano fissate in tutto il calcolo. Le ampiezze di diffusione sono gli elementi della
matrice S:

< m,m'; N,I'|S|m,m; N, > (2.18)

Possiamo esprimere gli stati (2.17) in termini degli autostati dell’ isospin totale e della sua
terza componente, usando i familiari coefficienti di Clebsch-Gordon relativi alla composizione
dei momenti angolari, in questo caso 1 ® 1/2 :

momi NI >= Y O(Lm;1/2,0 | Lm +1)|w, Ny Im +1 > (2.19)
1=1/2,3/2

In luogo degli elementi di matrice (2.18) possiamo, naturalmente, esprimere le grandezze
osservabili in termini di:

<, N;I', 1§ S|m, N; I, Iy >= 81, p0p, 1 S(I, Is) (2.20)

In questa relazione, abbiamo gia parzialmente tenuto conto della simmetria di isospin: poiche
commuta con [ e con I3, S deve essere diagonale nella base in cui questi numeri quantici
sono diagonali. Tuttavia, la simmetria implica che S commuti con tutte le componenti dello
spin isotopico, cioe¢ anche con I; e Is. Un operatore che soddisfa queste condizioni in una
rappresentazione irriducibile deve essere un multiplo della matrice identita (¢ il contenuto del
cosiddetto Lemma di Schur, cfr. Appendice C). Quindi:

S(I,I3) = indipendente da I3 = S(I) (2.21)
Le ampiezze di diffusione pione-nucleone sono determinate da due sole ampiezze invarianti,

S(1/2) e S(3/2).

Le reazioni sperimentalmente pit accessibili sono la diffusione di 7% su protone:

at+p—at +p; (2.22)
7 +p— 7 + p;(diffusione elastica) (2.23)
7~ +p— 7 +n (scambio carica) (2.24)

Usando i valori numerici dei coefficienti di Clebsch-Gordon [21], si trova:

|7t p >=3/2,+3/2 >; (2.25)
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Tabella 2.3: Decadimenti delle prime risonanze adroniche. Notare la conservazione della stranezza in
tutti i decadimeni tranne 1’ ultimo, per il quale la vita media indica un decadimento debole.

Decad. dom. I' (MeV) Interaz.
p 2w 149 forte
K* K 51 forte
w 3 8.4 forte
o K K 4.3 forte
A N« 120 forte

. Ar

Y o 3.6 forte
=* =7 9 forte
Q /;[; 0.8-1071% gec | debole

2 1
0p >= \/;\3/2,“/2 > —\/;u/a,ﬂ/a >

1 2
|7t n >= \/;3/2, +1/2 > +\/g|1/2,+1/2 >; (2.26)

1 2
|T™p >= \/;3/2, -1/2 > —\/;1/2,—1/2 >

2 1
|00 >= \/213/2,—1/2 > +\/;y1/2,_1/2 >; (2.27)

da cui troviamo facilmente:
A(rtp — 7tp) = S(3/2)
1 2
Alr"p— 7 p) = 55(3/2) + §5(1/2)

2
A(rp — 7%) = %[5(3/2) —5(1/2)] (2.28)
Per momenti del pione superiori a 200 MeV, la sezione d’ urto sale rapidamente, Fig. 2.5.
L’ effetto ¢ dovuto ad una risonanza molto prominente. L’ effetto ¢ presente nella diffusione di
pioni positivi su protone, quindi la risonanza deve avere spin isotopico 3/2%. Al picco della riso-
nanza possiamo trascurare S(1/2) nelle relazioni (2.28). Prendendo il quadrato delle ampiezze,

4L’ analisi della distribuzione angiolare mostra che la risonanza ha momento angolare J = 3/2, ed
¢ quindi indicata con la notazione A(3/2,3/2). La prima osservazione della A(3/2,3/2) & dovuta ad
E. Fermi, al ciclotrone di Chicago, una delle prime macchine acceleratrici per lo studio delle particelle
elementari.
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troviamo che le sezioni d’ urto sono nei rapporti:
O'(7T+p) : J(Wip)el : J(Wip)sc.cam'ca =9:1:2 (229)
Le relazioni (2.29) sono ben soddisfatte dai valori sperimentali® al picco, cfr. Fig. 2.5):

O'(7T+p) ~ 200 mb; o (7 p)tot = (T P)er + (T D) sc.carica = 70 mb (2.30)

| IIIIPIIi I IIIII!I1 I LR I LTI O L

Cross section (mb)

Cross section (mb)

P, GeVic

: R
e il y -
. T“ e ——
e
2

Figura 2.5: Sezioni d’ urto della diffusone di pioni su nucleoni [21].

2.2 Correnti di isospin e correnti deboli

Ad energie non troppo grandi (indicativamente, £ < 1 GeV) una buona approssimazione
delle fisica adronica si pudttenere da una lagrangiana basata sui campi del nucleone, del pione

%le sezioni d’ urto sono date in millibarn, 1 mb = 10727 cm?.
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e delle altre particelle discusse nelle precedenti Sezioni®

. Naturalmente, la lagrangiana delle
interazioni forti deve essere invariante per trasformazioni di spin isotopico e possiamo scriverla

come:
_ 1 o o _ 4 4
L=N(@EJ— M)N + 5((%7726“772 —m? 7'n") + grNiyso'N - 7' 4 ... (2.31)

N e 7* indicano i campi del nucleone e del pione, rispettivamente, M e m le loro masse, i punti di
sospensione indicano i contributi degli altri campi, somma su tutti gli indici ripetuti. Abbiamo
introdotto un termine di interazione nella forma pid semplice (interazione di Yukawa) tenendo
conto della parita negativa del pione (da cui la matrice ~s).

Le trasformazioni infinitesime di SU(2) per nucleoni e pioni si scrivono esplicitamente come

(cfr. Appendice C):

SN = —ia; - (I N = —iq - %N;

or% = —i o[V 7)* = it (i, 5,k = 1,2,3) (2.32)

0! sono le matrici di Pauli, il pione trasforma come la rapprsentazione regolare di SU(2), i cui
generatori sono fissati dalle costanti di struttura di SU(2) Per il pione, abbiamo usato campi
reali, 7123 (rappresentazione cartesiana), collegati ai campi con carica definita da:
14 ;.2
T+
W =rd 1= —— (2.33)
V2
il campo 7 crea un 7t e distrugge la sua antiparticella, 7.
L’ invarianza per spin isotopico da luogo a tre correnti conservate che, secondo il teorema di
Noether, si scrivono al modo seguente:

oL
Jh = —i Z YT (I*)a. 505 (2.34)

campi

dove la somma si estende a tutti i campi nella lagrangiana, «, 8 sono indici che individuano le
componenti di isospin del generico campo ¢ e (I k)aﬂ le matrici dei generatori dell’ isospin nel
multipletto di ¢. Calcolando esplicitamente con le (2.32), si trova:

k
Jl]f = qu%N + (Qum)t Rt 4L (2.35)

I generatori di SU(2), definiti nelle (2.12) e (2.13) si ottengono dalle correnti al solito modo:
k
TF = /d?’m Jh = /d% [NT%NJr (Do)t €*s ) + .. (2.36)
Lasciamo la lettore la dimostrazione che gli operatori (2.36) soddisfano le regole di com-

mutazione dell’ algebra, eq. (2.13) in virtu delle regole di commutazione e anticommutazione
canoniche dei campi 7 e N.

6a queste energie i gradi di libertd fondamentali sono congelati all’ interno degli adroni, che si
comportano come se fossero particelle elementari.
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Calcoliamo adesso la corrente che corrisponde all’ operatore di innalzamento dello spin
isotopico:

Jl(f) Jh+iJ) = pyun +

+H0um)w? = (9um*)m® +i[(Opn ') — (8um®)7] = Py +
H(Our?)(w? —imt) = 729 (n® — 7h)] = pryn +
—z'\/i[(aw?))i(”l tir’) _ r”@L + ”2)] _
V2 V2
= pyun — iV2(9, T — 139,m) (2.37)

I due termini della corrente corrispondono alle transizioni: n — p e 7~ — 7, rispettiva-
mente. Il primo termine ¢ proprio la corrente vettoriale che interviene nel decadimento 3 del
neutrone, che dunque coincide con la corrente di spin isotopico del nucleone.

Con Feynman e Gell-Mann, possiamo avanzare |’ ipotesi che la corrente vettoriale adronica
che interviene nella lagrangiana debole coincida con la corrente di spin isotopico richiesta dal
teorema di Noether e conservata in virtu della simmetria stessa. Questa ipotesi, indicata col
nome di ipotesi della corrente vettoriale conservata (CVC, per conserved vector current) ripro-
duce la teoria di Fermi per il neutrone, ma ci da anche la esatta normalizzazione relativa tra
quest’ ultima e la corrente debole che descrive il decadimento (G del pione:

7 —ale b (2.38)
Scriviamo la lagrangiana debole relativa al decadimento del neutrone come (cfr. [1]):

n Gr _
L3 = 2 [mmU(l + 5—75) [evmu(l — 5)ve] (2.39)

Allora, secondo 1" ipotesi CVC, la lagrangiana debole che descrive il decadimento (2.38) deve
essere:

£ = {0 = 2@ et = 15 v} (2.40)

dove G ¢ la stessa costante di Fermi nei due decadimenti.

Sinoti che in (2.40) non ci sono costanti arbitrarie: la normalizzazione relativa tra la corrente
vettoriale del neutrone e quella del 7~ & fissata dalla normalizzazione dei rispettivi generatori,
vedi la (2.37). Possiamo usare la (2.40) per calcolare la velocita del decadimento 5 del 7. 11
risultato € in ottimo accordo con il valore osservato.

Problema 1. Calcolare la velocita di decadimento del pione in (2.38) a partire dalla lagran-
giana (2.40).
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Soluzione.

1 MMy
Spi = (277)45(4)(Pout - Pm)(ﬂ V24E‘Ef\/ V2E E ) M gi;

G .
My = £ < FIIpli > by

V2

< flIM)i >= % <IF) > <IW >=2

by = ey (1 —y5) 00

arels 1S;il? Vdpy VdPp. Vdp,
2P T (27)3 (2n)3 (2m)3
Gr

Indichiamo con pé‘ F= (Es,f,pi,f) i momenti del pione iniziale e finale.

_ (27T)45(4)(P0ut . PZ ) (_)2’ < I(+) > ‘2(])2 +pf)ﬂ (pl +pf)l/

V2 2\/EiE; 2\/EiEy
(M) TT[W‘(l — )Py (1~ 75)] Ppy Ppe dp,
E.E, dmemy, (2m)3 (27m)3 (2m)3

Alcune osservazioni.

e C’¢ un fattore 2 che viene dalla relazione:

(1—75)%=2(1 =)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

questo fattore cancella esattamente il fattore (1/v/2)? che viene dalla lagrangiana: la
costante di Fermi nella teoria V-A ¢ definita in modo da ottenere lo stesso valore numerico
di quello ottenuto nella semplice teoria di Fermi, in cui la coppia di leptoni era creata con

la sola interazione V.

e Dopo aver usato la (2.43) nella traccia leptonica, il termine residuo in 75 produce un

tensore antisimmetrico in u e v, che si satura a zero sulla parte adronica.

e in linea con il decadimento del neutrone, possiamo approssimare il momento del pione

finale nel limite non-relativistico, ponendo:

(Pi +Pf)u

o /EE; "

Otteniamo quindi:

G
Al = (21)26W (P — Piy) (—2)2] < T > 2 x
(2m)% 0" (Pout ) ( ﬁ) | |
1 Bpr dPpe dPp,
EeEl/) [QEEEV - (ey)] (271')3 (271')3 (27T)3

x2 (

I calcoli si eseguono facilmente nel limite non-relativistico per il pione finale.

(2.44)

(2.45)
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e nel sistema di riposo del 7, la funzione §®) (3" P,y;) si integra sul momento del 7;

e la conservazione dell’ energia non dipende dagli angoli e si legge:
E.+E,=Q==m(r") —m(x°) = 4.59 MeV (2.46)

e si pud integrare indipendentemente sugli angoli dell’ elettrone e del neutrino; notare che
[(e-v)dcosb, =2E.E,;

e si integra sull’ energia del neutrino utilizzando la funzione § della conservazione dell’
energia, e ponendo: F, = Q — F,

Il risultato finale é:

G% @ 2 2 2 o G%QE) ~ -1
r=7¢ 5 dE\/E? —m2E(Q — ) ~ (555)0.941 ~ 0.41s (2.47)
dove abbiamo usato:
G =0.9740 G* = 1.136 107° GeV 2. (2.48)

Al risultato (2.47) vanno aggiunte delle piccole correzioni elettromagnetiche, ma comunque
si confronta gia molto bene con il valore sperimentale:

Fempt = B(WJF — 770 + €+ + Ve) Tn = 0.39871 (249)

2.3 La simmetria SU(3)

SU(3) & il gruppo delle matrici U, unitarie e 3 x 3. Il gruppo SU(3) & stato considerato per
la prima volta da S. Sakata che ha generalizzato le trasformazioni di spin isotopico sul doppietto
dei nucleoni per includere la stranezza.

Aggiungendo ai nucleoni il barione A, Sakata considera il tripletto di campi:

p
n (2.50)
A

ed estende le (2.2) a trasformazioni del tripletto:

p p
n | =U| n (2.51)
A A

con U unitaria e 3 x 3.
La simmetria sotto SU(3) ¢ ridotta ad SU(2)®U (1) dalla differenza di massa tra il barione A
(M = 1115.7 MeV) e la massa dei nucleoni, un effetto del 30% circa: la simmetria SU(3) ¢ rotta
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da una componente delle stesse interazioni forti, spesso indicata come interazione medio-forte
(medium strong interaction). Ci dobbiamo aspettare che le relazioni derivate dalla simmetria
siano conseguentemente molto meno precise di quelle dello spin isotopico.

Nella Teoria Standard il tripletto fondamentale ¢ il tripletto dei quark up, down e strano
e la rottura della simmetria SU(3) ¢ dovuta alla differenza tra la massa del quark strano e la
massa media dei quark up e down.

2.4 Le matrici di Gell-Mann

Ogni matrice unitaria si pud scrivere come ’esponenziale di una matrice hermitiana:
U=¢T (2.52)
Se inoltre U ha determinante pari all’unita, deve essere:
Tr(T)=0 (2.53)

Possiamo sviluppare ogni matrice hermitiana 3x3 in una base di matrici hermitiane standard,
in analogia allo sviluppo di una matrice hermitiana 2 x 2 nella base delle matrici di Pauli piu
Iidentita.

Nel caso di SU(3), ci sono 8 matrici hermitiane e senza traccia. Una base conveniente ¢
stata individuata da M. Gell-Mann nelle matrici A;, (i =1,--- ,8):

e i=1,2,3 (0; sono le tre matrici di Pauli 2 x 2):

A = < ” 8 > (2.54)

e i=4)5:
0 01 0 0 —i
M= 00 0 );Ax=]|00 0 (2.55)
100 0 0
e i=6,T:
0 00 00 O
=100 1 1];Xx=]100 —i (2.56)
010 0 0
e i=§

10
01 0 (2.57)
00



Capitolo 3
LA TEORIA DI YANG-MILLS

L’ elettrodinamica ¢ invariante per le cosiddette trasformazioni di gauge di seconda specie:

P(z) — P (z) = Op(a); Ay(z) — Al () = Au(x) — 0ud(2) (3.1)

dove ¢ & una funzione arbitraria dello spazio tempo, ¥ (z) & un generico campo di materia, ¢ la
sua carica elettrica in unita della carica elementare (per il campo dell’ elettrone, ¢ = —1) ed A,
& proporzionale al campo elettromagnetico.

Le derivate 0,7 non si trasformano come 1 quindi, mentre la lagrangiana libera di v ¢
invariante sotto trasformazioni di fase globali, ¢(x) = costante, la stessa lagrangiana non ¢
invariante per le (3.1).

Tuttavia, possiamo definire una derivata covariante attraverso la sostituzione minimale:

Ouip(x) = Duip(x) = [0 +igAu (@)Y (x) (3.2)

ed allora il campo D, trasforma esattamente come 1:

(D) = [0y +iqAu(x) — ique(z)][e" )y (x)] =
= @19, +igA,(x)]d(x) = P Dy (). (3.3)

Anche A, si trasforma in modo complicato, ma il tensore di Maxwell F},, = 0, A, — 0,4,,
che contiene i campi osservabili elettrico e magnetico, ¢ invariante:

(F,LW)/ = F,Lu/ - al/a,ugb + a,uau¢ = F,ul/ (34)
In conclusione (W. Pauli [7], cfr. [1]):

e se la lagrangiana della materia Lo(1,0,%), ad es. la lagrangiana libera, ¢ invariante per
trasformazioni di fase globali, la nuova lagrangiana:

L= Lo(v, D) (3.5)

¢ invariante per le trasformazioni di seconda specie, (3.1).
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e si ottiene una teoria dinamica completa del campo di materia v in interazione con il campo
elettromagnetico aggiungendo alla (3.5) la lagrangiana invariante ottenuta dal tensore di
Maxwell:

1
Lmin = LO(¢7 D;ﬂp) - @F;WF“V (3'6)

e ¢ ¢ una costante, I’ unica grandezza nella (3.6), a parte la massa delle particelle associate
a 1, che non sia determinata dalla simmetria. Riscalando A — eA, A diventa proprio
il potenziale vettore del campo elettromagnetico, mentre e caratterizza 1’ intensita dell’
interazione tra v e il campo elettromagnetico stesso.

La sostituzione minimale applicata alla lagrangiana di Dirac dei leptoni carichi, elettrone, u
e 7 ci da la cosiddetta elettrodinamica spinoriale (QED in breve [1, 3]):

L= Lo(We; Dyte) + (e — p) + (e — 7)
Lo(¥, Dpp) = (0" —m)ip + e Aty (3.7)

La simmetria di gauge locale (3.1), determina completamente la forma dell’” interazione (ad
esempio predice per il rapporto giromagnetico dell’ elettrone il valore della teoria di Dirac:

g=2).

3.1 Simmetrie locali non commutative.

Consideriamo un campo v che si trasforma sotto un gruppo G non abeliano secondo 1’
equazione:

P(x) — U(x) (3.8)

con U costante, indipendente dal punto nello spazio-tempo.

Seguendo C. N. Yang e R. Mills [8], possiamo argomentare che una simmetria globale come
la (3.8) ¢ altamente innaturale in una teoria di campo locale. La simmetria ci dice che la scelta
delle componenti di ¥ nello spazio dei numeri quantici interni (ad es. la distinzione tra protone e
neutrone) ¢ puramente convenzionale: la fisica non deve dipendere da quali combinazioni lineari
di p ed n scegliamo per definire il protone fisico. Per una simmetria globale, tuttavia, dobbiamo
fissare la stessa convenzione in tutto lo spazio-tempo e possiamo cambiarla solo mettendo d’
accordo, rigidamente, tutti gli osservatori distribuiti nelle diverse regioni dell’ Universo. Ma,
in una teoria di campo locale, ogni osservatore & influenzato dai campi quali essi sono nel suo
immediato intorno (qui ed ora) e non dovrebbe risentire delle scelte fatte da osservatori lontani,
fuori del suo cono di luce passato.

In questo modo di vedere sembra naturale richiedere che la simmetria sotto G debba essere
una simmetria locale: la fisica deve essere invarianti per trasformazioni:

P(x) = Ulz)y(z) (3.9)

con U(z) un elemento di G wvariabile in modo arbitrario con il punto dello spazio-tempo.
Il problema da risolvere, per una simmetria di tipo (3.9) ¢ lo stesso che in elettrodinamica:
come trattare le derivate di v, ovvero come confrontare campi in punti diversi dello spazio tempo,
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visto che ciascuno di essi puéd essere cambiato, secondo la (3.9)), per trasformazioni del gruppo
arbitrariamente diverse tra loro. La soluzione ripete quella trovata per I’ elettrodinamica: la
costruzione di una derivata covariante.
Per arrivare a questo risultato, dobbiamo introdurre la nozione di trasporto parallelo'.
Partendo da (x) vogliamo definire un nuovo campo, ¥ (x,dz)rp che sia il campo ¥(x)
trasportato parallelamente in x 4+ dx, nel senso che si trasforma come farebbe ¥ (z + dz):

Y(x,dx)rp — Y(x,de)rp = Uz + de)y(x, dz)rp (3.10)

Y(x,dx)rp deve essere lineare in ¥ (x) e coincidere con esso per dx = 0. Al primo ordine in
dx possiamo scrivere:

Y(x,dx)rp = (1 — il y(z)dat ) (x) (3.11)
Richiediamo adesso che valga la (3.10). Il secondo membro vale:
Uz + dx)(x,dx)rp = U(x)p(z) — iU (x)l yda” + dU (x)(x) (3.12)
che deve essere eguale a:
Y(x,de)pp = (1 =il de*)U () (x) = U(z)p(x) —il,U (x)da o (x) (3.13)
Eguagliando i termini del primo ordine, si ha quindi:
I, = U2)T, U (2) + i[0,U (2)]U " (x) (3.14)
Una volta costruito ¥ (zx,dz)pp, possiamo formare il differenziale:
(@ + d) — (@, dw)rp = (0 + T, )(@)da = Dyb(a)da” (3.15)
che evidentemente si trasforma come ¢ (x) per trasformazioni di gauge:
Dyth(x) — Dli() = U () Dyip(x) (3.16)

Una volta in possesso della derivata covariante, possiamo passare da una lagrangiana invariante
per trasformazioni globali ad una invariante per trasformazioni locali mediante la sostituzione
minimale, esattamente come per I’ elettrodinamica:

Lo(th, 0ub) — Lo(¥, D)) (3.17)

Le matrici I' (), le connessioni del campo tra = e x + dz, definiscono a loro volta dei nuovi
campi analoghi al campo elettromagnetico nella (3.1), i campi di gauge.
Per una pura trasformazione di fase (corrispondente ad un gruppo G abeliano):

U = i9,U(@)U (z) = —gd(a)
Py = A, (3.18)

lquesto argomento segue il ragionamento che si fa nella teoria della Relativitd, Generale, in cui si
presenta un problema analogo per quanto riguarda le componenti di grandezze non invarianti, ad esempio
i 4-vettori.
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In generale, poniamo:
y(x) = AT (3.19)
U=1+inT" (3.20)

con T" i generatori delle trasformazioni infinitesime di G e «; i parametri della trasformazione
stessa. Nel caso infinitesimo, le (3.14) si scrivono:

(AT = AL T — i Al [T, T7] — O T (3.21)
tenendo conto delle regole di commutazione del gruppo:
[T%, T7) = i flok* (3.22)
troviamo infine: ' ‘ '
(A)) = Al — [P AL — O (3.23)

Sotto trasformazioni globali, a; = cost, vediamo dalla (3.23) che le connessioni si trasformano
come la rappresentazione regolare o aggiunta del gruppo (cfr. Appendice C):

(A = Al — [l A = Al —icy(—if") A5 =

= AL - ial(Kieg)isAz; (o; = costante). (3.24)

Nota. Il risultato (3.23) ci dice che la legge di trasformazione dei campi di gauge & universale,
indipendente cioe dalla particolare rappresentazione del gruppo G realizzata dalle matrici U sui
campi . In effetti, in presenza di diversi campi di materia, dobbiamo considerare il caso in cui
la legge di trasformazione (3.9) sia realizzata diversamente sui diversi campi:

YW (@) = W (@) = UD(g(@)p@(@); A=1,2,....N; (3.25)

dove le U@ (g) sono rappresentazioni irriducibili del gruppo G. In questo caso la trasforma-
zione di simmetria locala ¢ individuata da un elemento del gruppo?, g(z), e realizzata dalle
rappresentazioni U (g) sui campi (Y.

Il tensore di Yang Mills. Per costruire una lagrangiana invariante per i campi di gau-
ge, dobbiamo costruire dei campi con proprieta di trasformazione definite. A partire dalle
connessioni I, introduciamo® il tensore di Yang-Mills:

G =0, —0,I', +il',,T] (3.26)
Analogamente a quanto posto nella (3.19), introduciamo i campi Giw

Gu =G, T

G, = 0, Al — 0, AL + [IF Al A} (3.27)

Znel linguaggio della Sezione precedente possiamo pensare che la trasformazione g agisca sui gra-
di di liberta fondamentali della lagrangiana, mentre le U(A)(g) rappresentano 1’ azione della stessa
trasformazione sui campi IV, 7, etc..

3notare che I’ ordine in cui compaiono 4 e v nei due membri & opposto, come in QED.
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Non ¢ difficile mostrare che:
G, =0, A, — 0,4, +i[A,,A,] =UG,,U" (3.28)

e che quindi la lagrangiana di Yang-Mills:
1 v
LY—M = —S—QQTT(GMVG ) (329)

¢ invariante.

Come per i campi di gauge le proprieta del tensore di Yang-Mills sono indipendenti dalla
rappresentazione che abbiamo scelto per le matrici U. Limitandoci a trasformazioni infinitesime,
la (3.28) conduce a:

(Gl,) =G, — fPaGs, (3.30)
1l tensore di Yang-Mills trasforma come la rappresentazione regolare, anche per trasformazioni
locali. La lagrangiana (3.29) assume la forma:

L N i
Lyt = ~ 5 3Gl (G Tr(T'T) =
1 % Y4
=~ 10 ()" (3.31)

con la normalizzazione:
Tr(T'T7) = 26Y. (3.32)

3.2 La lagrangiana minimale.

L’ estensione di una simmetria globale a trasformazioni di gauge locali non abeliane porta,
in conclusione, alla lagrangiana minimale:

£ = Lo, D) — 4—;GLV<GZ'>W (3.33)

L’ analogia con la QED ¢ evidente, ma ci sono anche differenze importanti che descriveremo nel
seguito.

Se il gruppo G & un gruppo semplice, non fattorizzabile cioe in sottogruppi di trasformazioni
mutuamente commutanti, la costante g € 1’ unica costante arbitraria, oltre alle eventuali masse
contenute in Ly. In caso contrario, il gruppo si dice semisemplice e ci sono tante costanti
indipendenti quanti sono i fattori commutanti del gruppo. Ad esempio, il gruppo SU(2);@U(1)y
avrebbe due costanti, g e ¢'.

Riscalando A — gA, vediamo che g & una costante di accoppiamento. Diamo la forma dei
vari termini riscalati.

Dy = (0, + igALTi)T/) (derivata covariante); (3.34)
wa = 8,,AL — 9, AL+ gfi* A{LAI; (tensore di Yang — Mills). (3.35)
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In corrispondenza, I’ azione di Yang-Mills si scrive esplicitamente come:

1 Q T\ UV 1 7 v v i
Ly _n = _ZGHV(G )ﬂ = §Au(gﬂ 0-90"0 )Al/) +

ijkrau gt i Ak 2 pilm pisk Al pmy( AS\V /[ AS
+g fIE[OV (A AL AL + " fU R A AL (AT (AT (3.36)

mentre, per le lagrangiane di Dirac e di Klein-Gordan abbiamo:

Lp =@ — M) =¢(id — M)y +

— A, Py T (3.37)
Lra =6 (=DuD" — p*)p = ¢' (=0 — p?)¢ +
AL (VT — i T0) + L AL (A T T (3.39)

Il fatto notevole ¢ che la forma di interazione tra materia e campi di gauge ¢ fissata dalla
simmetria. I campi di gauge interagiscono tra loro, in quanto portano essi stessi una carica
(cioe trasformano in modo non triviale per trasformazioni globali). Questa ¢ una differenza
importante rispetto alla QED, che rende la teoria di Yang-Mills simile piuttosto alla gravita.
Anche in assenza di materia, la teoria di Yang-Mills ¢ una teoria non triviale, di fatto una
versione semplificata della teoria di Einstein della gravita pura.

Nel limite g = 0, la lagrangiana di Yang-Mills, (3.31) e (3.36), descrive particelle libere,
tante quanti sono i generatori del gruppo, ciascuna caratterizzata da una lagrangiana identica
alla lagrangiana di Maxwell del campo elettromagnetico libero:

e Per g =0, i quanti dei campi di gauge sono particelle di massa zero e spin 1.

Equazioni del moto. Sono le equazioni di Eulero-Lagrange derivate a partire dalla (3.33).
Assumendo per Ly una lagrangiana di Dirac, otteniamo le derivate:

oL i
Do, AL —Go, (3.39)
0L JnaT' — g fRA) G, (3.40)
0AY,
e le equazioni del moto:
[iDyy" + m]p =0 (campo fermionico); (3.41)
"G = 7T +g fIN(AT)7 Gy, (campi di gauge); (3.42)

Riportando a primo membro della (3.42) i termini che contengono i campi di gauge, si
ricostruisce la derivata covariante del tensore di Yang-Mills:

(Dp)" Gy, = (007 — gfijkA))G (3.43)
e otteniamo la forma esplicitamente covariante della (3.42) (cos’ altro ci potevamo aspettare?):

(D" Gop)' = aT' (3.44)
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La (3.44) non conduce ad una equazione di continuita per la corrente della materia, in quanto
le derivate covarianti non commutano tra loro. Per ottenere una corrente conservata dobbiamo
ritornare alla (3.42). Derivando la (3.42) troviamo infatti, in virtd dell’ antisimmetria di G
un’ equazione di continuita per la corrente:

[e77R)
Ti = naT + g fIR(AT)7 GE, (3.45)

G, =0T, =0 (3.46)

Si riconosce facilmente che J € la corrente di Noether totale, incluso il contributo dei campi
di gauge. Solo la corrente totale ¢ conservata, in quanto la carica pud fluire dalla materia
al campi di gauge. Questo risultato & analogo a quanto avviene nella Teoria della Relativita
Generale per il tensore energia-impulso: si conservano solo I’ energia e la quantita di moto del
complesso materia4+-campo gravitazionale.

Ay
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Figura 3.1: Vertice spin 1/2
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Figura 3.2: Vertici spin 0
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Vertici. Consideriamo campi di materia di spin 1/2 e spin 0 (ad esempio il nucleone e il pione)
in interazione con i campi di gauge. In una trattazione perturbativa, la parte di interazione
nelle (3.31) e (3.36) determinano i vertici dei corrispondenti grafici di Feynman [3]. Dalla (3.36)
vediamo che abbiamo vertici del primo ordine e, per i campi scalari, del secondo ordine in g. I
vertici del primo ordine sono determinati dalla corrente di Noether della materia:
1 o
L) = g AL (T
i = Vyu(T) %+ i[@N(T™) 06 — 0,6N(T)'¢) (3.47)
(3.48)

I grafici corrispondenti ai due tipi di vertice sono riportati nelle Fig. 3.1 e 3.2. Per il campo
di spin 0, oltre all’ interazione mediata dalla corrente di Noether, la lagrangiana di interazione
contiene un termine quadratico nei campi di gauge®. Il grafico corrispondente ¢ indicato in
Fig. 3.2.

Problemal. Partendo dalla lagrangiana (3.33), derivare la corrente (3.45) dal teorema di
Noether relativo alle trasformazioni globali (3.8) e (3.24).

Problema2. Mostrare che in una espressione invariante anche le derivate covarianti si possono
integrare per parti:

(Dud) ..o =—¢'Dy(... ) +0u(d" ... 0) (3.49)

4] vertice corrispondente viene comunemente indicato col nome di seagull, dalla forma del grafico che
ricorda un gabbiano in volo.



Capitolo 4

UNIFICAZIONE
ELETTRODEBOLE 1

Pubblicata nel 1954, la teoria di Yang e Mills ¢ rimasta a lungo un’ idea in cerca di
applicazione.

Il successo della simmetria di spin isotopico ha fatto pensare che la teoria delle Interazioni
Forti fosse il suo campo di applicazione naturale. I mesoni di spin 1 della Fig. 2.2, sono stati
a lungo identificati come i campi di gauge delle Interazioni Forti. Tuttavia, la teoria della
dominanza dei mesoni vettoriali (vector meson dominance) non ¢ mai andata al di 1a di qualche
successo fenomenologico e di un potere predittivo limitato.

Una seconda linea di pensiero, iniziata da J. Schwinger, indicava le interazioni deboli ed
elettromagnetiche come il campo naturale di applicazione delle idee di Yang e Mills.

Il successo della teoria V-A rafforza 1’ idea che le interazioni deboli di Fermi siano mediate
da campi vettoriali (di gauge), i bosoni vettoriali intermedi (cfr. [1]), Inoltre, secondo 1" ipotesi
CVC di Feynman e Gell-Mann, i bosoni vettoriali sarebbero accoppiati, almeno per la parte V,
alle correnti di Noether dello spin isotopico proprio come vuole una teoria di gauge.

Si pué anche ipotizzare I’ unificazione delle interazioni deboli ed elettromagnetiche in una
teoria di Yang-Mills che includa nella stessa simmetria il fotone e i bosoni intermedi. La sim-
metria di spin isotopico, cosi prominente nei fenomeni nucleari, sarebbe dunque la base per una
teoria di gauge delle interazioni deboli ed elettromagnetiche!

L’ ostacolo principale su questa linea ¢ rappresentato dalla massa dei bosoni intermedi.
Come abbiamo visto, la teoria prevede che i campi di gauge abbiano massa nulla, almeno nel
limite g = 0, come il fotone. Al contrario, la massa dei bosoni intermedi deve essere abbastanza
grande affinche queste particelle non diano effetti visibili nei decadimenti deboli di neutrone,
pione etc.[1]. E rimasto a lungo misterioso come si potesse dare una massa ai bosoni vettori in
una teoria con accoppiamento debole (g ~ e). Il problema ¢ stato risolto in modo soddisfacente
solo verso la meta degli anni 60, con la scoperta del cosiddetto meccanismo di Higgs, legato alla
rottura spontanea della simmetria di gauge.

Una soluzione provvisoria ma efficace ¢ stata di inserire nella lagrangiana dei termini di
massa ad hoc per i bosoni vettori, assumendo che la simmetria di gauge potesse essere violata
esplicitamente da queste masse (come la simmetria di spin isotopico & violata dalla differenza di
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massa protone-neutrone) senza per questo perdere le sue proprieta principali. Anche se questa
speranza si e rivelata infondata (la teoria e risultata a posteriori non-rinormalizzabile e quindi
matematicamente inconsistente) la teoria di Y-M con masse ad hoc ¢ stata uno strumento
importante per esplorare le proprieta fenomenologiche dell” unificazione elettrodebole. La teoria
di Glashow del 1961 [10] identificava per la prima volta il gruppo di gauge appropriato per
descrivere le interazioni elettro-deboli, il gruppo SU(2) ® U(1), con la conseguente necessita di
un bosone intermedio neutro, lo Z°, oltre ai bosoni carichi W+ e il fotone.

La formulazione di una teoria rinormalizzabile unificata delle interazioni deboli ed elettro-
magnetiche e stata possibile solo dopo la scoperta del meccanismo di Higgs, nella seconda meta
degli anni sessanta.

In questo Capitolo ci limiteremo alle interazioni dei leptoni, e descriveremo prima la teoria
di Glashow, per motivi essenzialmente pedagogici, e successivamente la teoria unificata proposta
da S. Weinberg e A. Salam [11].

4.1 Simmetrie del doppietto (v, €)

In questa Sezione consideriamo il doppietto elettrone-neutrino elettronico. Vogliamo iden-
tificare le simmetrie di questo sistema, che (i) commutino con il gruppo di Lorentz (siano cioe
simmetrie interne), (ii) che contengano, tra le correnti determinate dal teorema di Noether, la
corrente debole e la corrente elettromagnetica:

J;‘;V = é’Yu(l - 75)’/6;

JgM = eyue (4.1)

Per analogia con il formalismo dello spin isotopico, raccogliamo i campi e e v, in un doppietto:

— Ve
Le trasformazioni che operano sulle componenti del doppietto si scrivono:

P — eI (4.2)

Per quanto riguarda lo spazio di Dirac, le trasformazioni (4.2) contengono solo la matrice identita
che ovviamente commuta con i generatori del gruppo di Lorentz, le matrici o#. Quindi le (4.2)
definiscono una simmetria interna.

Tuttavia, ¢’ ¢ un’ altra matrice di Dirac, la matrice ~5, che ¢ pure invariante se ci restrin-
1. Possiamo quindi definire un secondo complesso
di trasformazioni interne del doppietto, le trasformazioni chirali:

giamo alle trasformazioni di Lorentz proprie

b — eiﬁ-%’mw

e trasformazioni di Lorentz proprie sono il vero gruppo di simmetria spazio-temporale, visto che la
paritd non si conserva nelle interazioni deboli (cfr. [1]); quindi il fatto che la matrice 75 si trasformi sotto
parita come uno pseudoscalare non la esclude.
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Per trasformazioni infinitesime:

W=t ia 2y
W = +iB sy (43)

Per semplificare la notazione, introduciamo i proiettori sui campi chirali (ricordiamo che
2 _1).
75 =1):

1+
g 1E5.

)

(@2 = o), D) = g (4.4)

Indichiamo inoltre con v, g i corrispondenti campi chirali?:

v =a Ty v =aMy (4.5)

Raggruppiamo infine i generatori delle trasformazioni (4.2) e (4.3) costruendo i cosiddetti
generatort chirali:

i

(I(i))i — a(i)% (4.6)
Si trovano subito le relazioni di commutazione:

(@), (@) = i T D)
(@Y, @) =0 (4.7

Le trasformazioni (4.3) caratterizzano un’ algebra SU(2),®SU(2)g (gli indici R e L indicano
che il primo SU(2) agisce solo sui campi 1, e il secondo solo sui campi ¢g).

Le rappresentazioni di SU(2),®SU(2)g sono caratterizzate da due numeri quantici, I e I,
interi o seminteri, 1’ isospin associato a ciascuno dei due fattori SU(2). In particolare, per v, e
1r abbiamo:

b~ (1/2,0); br~(0,1/2). (4.8)
Alle trasformazioni (4.3) possiamo aggiungere trasformazioni abeliane per un fattore di fase
costante (su v, ed e) moltiplicato per I’ unita o per 5. In termini di trasformazioni infinitesime:

V' =1p+iag; ' = +ifoysip (4.9)

Le trasformazioni (4.9) aggiungono due fattori abeliani al gruppo di simmetria, il primo dei
quali corresponde alla conservazione del numero elettronico L, = N(e) — N(€) + N(ve) — N(7e)
(cfr.[1]).

In conclusione, le trasformazioni che possiamo effettuare sul doppietto di campi di Dirac
(Ve,e) formano 1" algebra: SU(2),®SU(2)r@U(1),®@U(1)A4.

2gli indici L, R stanno per left-handed e right-handed rispettivamente. Nel limite di massa nulla, il
campo 9, distrugge un fermione con elicitd negativa (lo spin equivale ad una rotazione sinistrorsa intorno
alla direzione del moto) e crea un antifermione con elicita positiva, mentre 1r distrugge un fermione con
elicita positiva (rotazione destrorsa) e crea un antifermione con elicita negativa, cfr.[1].



40 UNIFICAZIONE ELETTRODEBOLE I

4.2 1l gruppo di gauge minimale, SU(2); @ U(1)y

Le correnti di Noether associate alle trasformazioni di SU(2),®SU(2)gr®U(1);,®U(1)4 si

ottengono dalla lagrangiana libera di e e v..

Assumendo un neutrino di massa nulla, scriviamo?:

Lo = Loo + Lm;

Loo = eide + vidv = erider, + vpiduvr + erider + vridvg =

= Yridr + YRridYR;

Ly, = meee = me(€rer + erer) (4.10)
e troviamo le otto correnti:

.0Loo aﬁoo 2

= — (_)z — 7y I . 0
L, Zﬁ@;ﬂ/}a T ¢LW27/)L, L, = Ba,ﬂp ¥ =Ly
. 6500 (Jr 0 8£00 o)

La forma della corrente debole in (4.1) suggerisce di identificarla con la corrente corrispon-
dente all’ operatore di innalzamento di SU(2)p,:

1_
el =5 (4.12)

L}L + ZLI% = éL'YuVL =
Tuttavia, la corrente neutra di SU(2)y, L3

,,» hon coincide con la corrente elettromagnetica.
Piuttosto si ha:

1
Jo — L3 = —(Eryper + ErYuer) — 5(%%% — €rVuer) =
1 1
= —€RYu€R — §(I7L’}/“VL + éL'YueL) = §YH (4.13)

Il secondo membro della (4.13) definisce la corrente dell” ipercarica debole, che ha la proprieta
di commutare con 1 intera algebra SU(2)r.

Da notare che, delle quattro correnti di SU(2);®U(1)y, solo la corrente elettromagnetica
¢ conservata. Per le altre, I’ equazione di continuita non ¢ soddisfatta a causa del termine di
massa dell’ elettrone, £, in (4.10). Ad esempio, per le correnti di SU(2)troviamo:

6“(L}L + zLi) = 0"(erLyuvL) = ime€rvr;
8“[;2 = i%(éLeR — éReL) = —iMeeYs5e. (4.14)
(dove abbiamo usato I’ equazione di Dirac per v ed e).

In conclusione, SU(2),®U(1)y ¢é la minima algebra che contiene le correnti deboli ed elet-
tromagnetiche. L’ algebra contiene due generatori neutri. In corrispondenza, siamo condotti ad

3in questa Sezione, omettiamo per brevita 1’ indice e nel campo del neutrino e ricordiamo che ¢ =
YL + YR, YLyu¥r = YrRYVYL = 0.
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introdurre un nuovo campo vettoriale neutro, in aggiunta al fotone, che dovra mediare interazioni
di un nuovo tipo rispetto alle interazioni di Fermi ed a quelle elettromagnetiche.

Per completezza, riportiamo lo schema dei campi classificati secondo i numeri quantici di
SU2)r@U(1)y:

I = ( (vl ) (er) - (4.15)

€r

Per ogni multipletto di SU(2),®U(1)y abbiamo indicato il valore dell’ ipercarica debole. Il
campo (ve)r € completamente neutro sotto le trasformazioni di SU(2),®U(1)y. Quindi, in una
teoria di Yang-Mills esso non possiede alcuna interazione elettrodebole e possiamo ometterlo del
tutto dalla Lagrangiana elettrodebole.

Dallo schema (4.15) possiamo ottenere le derivate covarianti dei campi di materia e quindi
la loro interazione con i campi di gauge di SU(2),®U(1)y, che indichiamo rispettivamente con
Wﬁ, (i=1,2,3) e B,. Troviamo:

[ . T . 1 [
D¢ = [0, +igW,, - 3 + 29/(_§)Bu]l

D,er = [0, +1ig' (-1)B,ler (4.16)
e la lagrangiana di interazione:

T

1 _
5 + ¢'Bu(—2)"1° + d'eryterB, (4.17)

Eu,e _ _l’e[gwu . 5

int
Lo schema (4.15) si ripete per i multipletti del muone, (v,, ) e del leptone 7, (v, 7).

Commento. Il problema dell’ esistenza dei campi vg é tuttora aperto, questi campi potreb-
bero essere assenti del tutto, o essere sensibili solo ad interazioni molto pit deboli, inclusa la
gravita, e quindi, al momento almeno, essere in pratica inosservabili. Le possibilita di inserire il
campo Vg in uno schema pitt ampio sono discusse in [1], Cap. 9.

Problema. Partendo dalle cariche associate alle correnti chirali (4.11), L = [d3zL{, R' =
[ A3z R}, ete., ottenete le regole di commutazione dell” algebra di SU(2),®SU(2) g@U(1),, @U(1) 4,
eq. (4.7) a partire dalle regole di anticommutazione canoniche dei campi (cfr. [1]).

4.3 La teoria di Glashow

Come abbiamo visto nel Cap. 3, la lagrangiana di Yang-Mills si riduce, nel limite di costante
di accoppiamento nulla, ad una lagrangiana di Maxwell per ciascun campo di guage. Nel nostro
caso, cfr. I’ eq. (3.36), abbiamo:

0 1 .. 1 . .
£l0 = — Wi Wi = 1B Bl (4.18)
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Per evitare la presenza di bosoni di massa nulla non desiderati, possiamo, pragmaticamente,
aggiungere un termine di massa che, seguendo Glashow [10], prendiamo della forma:

1
L gaugemass = §[M2WH - W 4 Mg B, B" + 2Mg; W B*] (4.19)
Nel caso dei campi carichi (i = 1,2), definiamo:
Wl +iw? Wl —iw?
W, = . W;lr Tk n (4.20)
V2 V2
e troviamo:
_ Yot e et e
Lgauge = —iWwW + MW, - WH+
1 3 3\pv ny
_Z[WHV(W ) +BHVB ]+
1 21173 3\p 2 o 3 nu
+§[M WH(W W+ MyB,B + MW, B ] (4.21)

Spettro di massa dei campi vettoriali. La prima linea della (4.21) definisce due bosoni
di spin 1, con carica elettrica +1 e massa M (cfr. la Sez. 5.6).

Per quanto riguarda i campi neutri, seconda e terza linea, i campi fisici (con massa definita)
sono individuati dagli autovettori della matrice di massa che, nalle base (W3, B) si scrive come:

M2 M2
= (o ) 2

Questa matrice non ¢ completamente arbitraria perche deve avere un autovalore nullo, corri-
spondente alla massa nulla del fotone. Dobbiamo imporre, quindi:

detM = 0;= (Mg;)? = M*M;
Scriviamo gli autovettori della matrice (4.22) come:
Z,, = cos GWS —sin6B,
A, =sin HWi’ +cos 0B, (4.23)

dove A, ¢ il campo elettromagnetico e Z, un nuovo campo vettoriale elettricamente neutro. L’
autovalore non nullo della matrice di massa ¢ dato semplicemente dalla sua traccia:

M} = M* 4+ M3 = (4.24)

D’a altro canto, il campo A, nella (4.23) deve corrispondere all” autovalore nullo, ovvero si
deve avere:

( sinf, cosf )/\/l( sin 0 > =

cos 0

Mo 2
= sin? OM? + 2 cos O sin OM My + cos® OME = M*> (sin@—kcos&ﬁ) =0
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da cui troviamo:

M?
VOQ = tan2 9 (425)
e quindi:
M?
M2 = . 4.26
ey ( )

Interazioni con i campi fisici. Le formule inverse delle (4.23) si scrivono:

W = cos0Z, +sinfA,
B, = —sinfZ, +costA, (4.27)

Possiamo esprimere gli accoppiamenti della lagrangiana di interazione nell’ eq. (4.17) al modo
seguente:

3

- T 1
Lint = —le[gEWs’ —i—g/(—i)BM]'y“le + g/éR’y“eRBM =

. 1_ 1_ 1_ 1_ _
= —A“[g Slne(i’/L’VMVL - 56L7MBL) + 9/ cos 9(§VL’7MVL - §€L7M€L - eR'YMeR)] +

1 1 . 1_ 1_ _
—Z,|g cos 9(§I7L7“1/L - §EL7“6L) — ¢'sin 9(—51/L7“1/L - EGLWMBL —epyler)] (4.28)

Affinche il campo elettromagnetico sia accoppiato proprio alla corrente elettromagnetica,
deve essere:

gsinf = ¢’ cosf = ¢; (4.29)
in particolare:
/
I — tan# (4.30)
g
Dalla (4.29) troviamo:
m. g Z g Wit
Lint = —eAH TS — zh g — ——=[W,(J h.c. 4.31
wnt € “w QCOSH % 2\/5[ M( )M+ C] ( )

dove abbiamo reinserito 1’ accoppiamento con il bosone carico attraverso la corrente debole in
(4.1) e abbiamo posto:

Ji™ = —(ery*er + ery'er);

J7 = (vpy'vp — epyter) + 2sin’ 0(epyer + epyter) =

_ o973 2 g e

= 2L, — 2sin”0J;™" (4.32)

Le ampiezze dei decadimenti beta di bassa energia (M, — My, = Q << M) si ottengono
al secondo ordine della (4.31) e si possono classificare come segue:
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e Processi di corrente carica, dovuti allo scambio del bosone carico che da luogo alle ampiezze
di Fermi:

Acein — fin) = % /d4x < fzn|Jl:V(x)(JW)L(x)|m >

Gr_ 9o __ (4.33)
V2  8M?  8sin?OM? ’

e Processi di corrente neutra, dovuti allo scambio del bosone Z, che da luogo ad ampiezze
della forma:

Ape(in — fin) = 8?42 /d4x < fm](Jf(x)JZ)M(x)]m > (4.34)
z
se poniamo
G%c 92
= 4.35
V2 8cos? M2 (4.35)
vediamo che, in virtd della (4.26):
¥ =Gr (4.36)

La (4.36) ¢ una conseguenza notevole della relazione (4.26), che a sua volta discende dalla
forma (4.19). La scala delle interazioni di corrente neutra ¢ determinata dalla stessa costante di
Fermi che fissa I’ intensita delle interazioni beta: 1’ esistenza di processi di corrente neutra con
intensita comparabile alle interazioni di Fermi ¢ una conseguenza sorprendente ma inevitabile
della forma che abbiamo scelto per rompere la simmetria di gauge con le masse dei bosoni
intermedi.



Capitolo 5

ROTTURA SPONTANEA DI
SIMMETRIA

Nella prima parte di Capitolo consideriamo una simmetria continua globale. Il caso pid
semplice ¢ quello di una simmetria globale sotto il gruppo O(2) considerata da J. Goldstone.
L’estensione ad una simmetria di gauge sard considerato nella seconda parte.

5.1 11 Modello di Goldstone

Consideriamo un campo scalare complesso con una interazione quartica. La lagrangiana ha
la forma:

£ = 0,00"6" — 1200 — A (00')’ (5.1)
da cui I’ equazione del moto:
(O + 12)¢ + 22p(p!) = 0 (5.2)
Il modello possiede una simmetria esatta per cambiamenti di fase globali del campo ¢:
¢'(x) = p(x); (1) (2) = e 0" (x) (5:3)

dove « € una fase reale e arbitraria, la stessa in ogni punto dello spazio-tempo. La corrispondente
corrente conservata si calcola dal teorema di Noether:

=i | (@) — 601" (5.4)
E facile verificare, sulla base delle equazioni del moto (5.2) che la corrente ¢ conservata:

O J" = 0. (5.5)
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In molti casi, conviene descrivere la teoria con campi reali, ¢ 2 definiti da:

o1 +ida 4 P1 — i
_ : R ] 5.6
¢ NG ¢ 7 (5.6)
Lagrangiana e corrente prendono la forma:
1
L= 3 (010" P1 + 0up20" o) =V
2
7 A 2
V=" (01 +03) + 5 (61 + 63)
JH = [(0"P1)¢2 — $1(0" $2)] (5.7)
Per i campi reali, la legge di trasformazione (5.3) prende la forma infinitesima:
5¢Z = —aeij¢j i, J = 1, 2 (5.8)
dove ¢;; ¢ il tensore completamente antisimmetrico in due dimensioni con €12 = —e21 = 1 e le

altre componenti nulle. Dalla (5.8) riconosciamo che la simmetria della teoria coincide con le
rotazioni intorno all’ origine del piano cartesiano con assi ¢1 e ¢, simmetria peraltro evidente
nelle (5.7).

La densita di energia corrispondente alla lagrangiana (5.1) si scrive:

0% = Do’ + (Vo) - (Vo) +V (5.9)

I termini con le derivate, in °°, sono definiti positivi. La stabilita della teoria richiede quindi
che V sia una funzione limitata inferiormente. Per la teoria libera, A = 0, questo richiede che
sia p? > 0. Tuttavia, se A # 0 il termine quartico nei campi & quello dominante all’ infinito e la
condizione che la densita di hamiltoniana abbia un limite inferiore finito ¢ soddisfatta, purche
sia:

A >0 (condizione di stabilita’) (5.10)

Abbiamo cosi due teorie possibili a seconda del segno del coefficiente di ¢¢!, che continueremo
ad indicare con p?.

La configurazione di campo classico che rende minima 1’ Hamltoniana (5.9) deve essere
costante nello spazio-tempo (per annullare i termini con le derivate) e correspondere al mini-
mo assoluto di V(¢). La configurazione di minima energia ¢ invariante per traslazioni spazio-
temporali. Il suo corrispondente quantistico e lo stato di vuoto, lo stato che non contiene alcuna
particella, I’ unico stato invariante per traslazioni nello spazio-tempo. Nel seguito, indicheremo
questo stato con:

|0) : stato di vuoto, ovvero stato fondamentale (5.11)

Consideriamo separatamente i due casi corrispondenti al segno di 2.
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1. p? > 0: 1l potenziale & una funzione concava di ¢; e ¢ con un minimo assoluto nell’
origine:

V(¢) = minimo = 0 per ¢y = ¢ =0 (5.12)

Nel limite A — 0 la lagrangiana (5.1) si riduce alla lagrangiana di un campo di Klein-Gordon
complesso, ¢ € una combinazione di operatori di annichilazione (della particella di massa p) e
di creazione (dell” antiparticella con la stessa massa). In ogni caso, si ha quindi:

{0l¢()[0) = (0]¢(0)[0) =0 (5.13)

che ¢ la condizione quantistica corrispondente alla (5.12).
Lo stato di minima energia del campo ¢ unico ed ¢ simmetrico sotto le trasformazioni (5.8).
Similmente simmetrico & lo spettro delle particelle: la simmetria (5.3) & realizzata esattamente.
Non sappiamo risolvere la teoria per A > 0. Nel limite di A piccolo, la teoria delle perturba-
zioni ci produce una teoria con particelle scalari cariche con interazioni anch’ esse simmetriche
per le trasformazioni (5.3). Se possiamo usare questa indicazione, concludiamo che il caso p? > 0
corrisponde alla teoria con simmetria esatta:

p? >0: (0[¢(0)|0) =0; simmetria esatta (5.14)

2. 4?2 < 0: La forma del potenziale V(¢), in questo caso, ¢ ilustrata nella fig. 5.1.

|
out(go}= \

Figura 5.1: Potenziale in funzione dei campi reali ¢; e ¢, per valori di u? < 0.

La configurazione con ¢ = 0 € ancora un estremo del potenziale, ma non ¢ la configurazione
che minimizza il potenziale. Corrisponde, come mostrato in figura, ad un massimo locale. Il
minimo del potenziale ¢ raggiunto in tutti i punti del cerchio centrato nell’ origine che appare
come il fondo della valle nella fig. (5.1). Nessuno dei punti di minimo & simmetrico, la simmetria
della teoria si riflette nella simmetria del luogo dei minimi, che corrispondono tutti allo stesso
valore del potenziale.
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Per risolvere la degenerazione dei minimi del potenziale, si usa introdurre un piccolo termine
aggiuntivo nella lagrangiana (5.1), un driving term caratterizzato da un parametro €, in genere
complesso, che alla fine faremo tendere a zero. Consideriamo quindi la nuova lagrangiana:

L0 = 0,00"6" — w266t~ (00) + €6+ eof =
= ,00"0! — |V () — €' - eo] (5.15)

I minimi dell’ energia si trovano annullando le derivate del potenziale rispetto a ¢ e a ¢f. I
valore di ¢ al minimo, che indichiamo con 7, si ottiene dunque dall’ equazione:

e [/f + 2X\(nen] )} = (5.16)

(la derivata rispetto a ¢ fornisce I’ equazione complessa coniugata). Per piccoli valori di e,
I’ equazione ha due radici, una prossima all’ origine, 7. = O(e), che pero’ corrisponde ad un
massimo, 1’ altra con 7 vicino al cerchio dei minimi di V(¢), che corrisponde al vero minimo.
Notiamo che, in ogni caso, il primo membro della (5.16) ha la forma: 7. x (numero reale), quindi
1. deve avere la stessa fase di e. Il driving term forza il potenziale ad avere un solo minimo nel
piano ¢1 — ¢o, guidandolo nella direzione da esso stesso determinata. Prendendo per semplicita
€ reale, al primo ordine in € abbiamo:

Ne = 77+5
Voo
€

Da notare che il segno negativo di p? rende reale la radice quadrata. Nel limite € — 0, § — 0 ed
il minimo si pone esattamente sul cerchio dei minimi di V(¢), nel punto ¢1 =7, ¢2 = 0.

Nello stato fondamentale quantistico, per la usuale corrispondenza tra valori classici e valori
di aspettazione quantistici, il campo ¢ deve avere un valore di aspettazione non nullo, pari a:

(0[4(0)[0) =7 (5.18)
La configurazione di minima energia non ¢ simmetrica, la simmetria ¢ rotta spontaneamente

dallo stato fondamentale:

p? <0: (0[¢(0)|0) =n#0; simmetria rotta spontaneamente (5.19)

5.2 Lo spettro delle fluttuazioni per x> < 0
Le piccole fluttuazioni intorno allo stato fondamentale sono descritte dalle oscillazioni di ¢
intorno al suo valore nel vuoto. Poniamo:

¢(x) =n+ Lﬁwz(m) (5.20)
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le funzioni o;(x) sono adesso i campi da quantizzare.

Per determinare lo spettro delle particelle associate alle piccole fluttuazioni, dobbiamo so-
stituire 1’ espressione (5.20) nella Lagrangiana data dalla (5.1) e sviluppare in potenze della
o;. Le masse sono date dai termini quadratici nei campi, mentre i termini di ordine superiore
descrivono le interazioni tra le particelle. Per trovare le masse, dunque possiamo fermarci al
termine del secondo ordine nello sviluppo, che in forma generale ¢ dato dall’ espressione:

2 _ 1 PV(dda)]
L —2;[ 9606, 0i0j =

1
=5 > Moo (5.21)
ij

)

dove la barra indica che i campi vanno valutati nel punto di minimo,:
¢1=V2n, $3=0 (5.22)
Usando la forma esplicita in (5.7), troviamo:

M? = p2 + 6202 = =22 = 4>
M122 = M221 =0
MZ =2+ 227 =0 (5.23)

I due gradi di liberta originariamente associati con il campo complesso ¢ (ovvero con i campi
reali ¢1 e ¢ sono adesso rappresentati da due particelle con masse 4An? e 0, rispettivamente.

La comparsa di una particella esattamente a massa zero & 1’ aspetto pil sorprendente del
risultato in (5.23). Questo risultato ¢ noto come Teorema di Goldstone e la particella di massa
nulla come il bosone di Goldstone .

Possiamo facilmente convincerci che la presenza di una particella di massa nulla ¢ conse-
guenza generale ed inevitabile della rottura spontana della simmetria. Per questo, notiamo che
la matrice di massa nella (12.2) non ¢ altro che la matrice di curvatuta del potenziale, calcolata
nel punto di minimo. Ora, tutte le volte che il minimo & fuori dall’ origine, in un punto non
simmetrico, la simmetria richiede che esso debba giacere su un luogo di punti equipotenziali,
nel nostro caso il cerchio ¢3 + ¢3 = n? # 0. Ma allora c’¢ una direzione piatta, la direzione
lungo la curva di minimo, in cui la derivata seconda ¢ necessariamente nulla. La particella che
corrisponde alle oscillazioni del campo in quella direzione, o9 nel nostro caso, ha dunque massa
nulla.

Commento 1. Il fenomeno della rottura spontanea di una simmetria ¢ alla base del ferro-
magnetismo. In questo caso, la simmetria in questione & la simmetria per rotazioni spaziali. Lo
stato fondamentale di un ferromagnete rompe la simmetria in quanto determina una direzione
privilegiata nello spazio, la direzione verso cui punta la magnetizzazione spontanea (proprio da
questo aggettivo deriva la dizione rottura spontanea). Le oscillazioni ortogonali alla magnetiz-
zazione spontanea hanno la caratteristica di avere energia che tende a zero nel limite grandi



50 ROTTURA SPONTANEA DI SIMMETRIA

lunghezze d’ onda, ovvero per frequenze che tendono a zero: energia = Costxv per v — 0. Que-
sta relazione e I’ equivalente del teorema di Goldstone. Per una particella relativistica, infatti,
energia=v/m? + v2 e I energia puo’ essere proporzionale alla frequenza solo per massa nulla.

Se raffreddiamo un ferromagnete sotto la temperatura di Curie in assenza di un campo
magnetico esterno, non osserviamo alcuna magnetizzazione spontanea. Questo e legato al fatto
che 1 differenti domini magnetici, che pure esistono, sono magnetizzati in direzioni distribuite a
caso e la magnetizzazione spontanea si media a zero. Il fenomeno & dovuto al fatto che le diverse
direzioni spaziali sono equivalenti tra loro. Per avere una magnetizzazione spontanea occorre
raffreddare il ferromagnete in presenza di un campo magnetico, anche debole, che orienti tutti i
domini nella stessa direzione.

Il modello di Goldstone presenta molte analogie con il ferromagnete. Nel modello, il valore
del campo di minima energia, < 0|¢|0 > prende il ruolo della magnetizzazione spontanea del
ferromagnete. In assenza di un driving term i punti del cerchio di minima energia nella fig. 5.1
sono tutti equivalenti, come le direzioni dei domini magnetici. Il driving term forza il vuoto, lo
stato fondamentale, ad avere una direzione fissata in tutto lo spazio-tempo.

Commento 2. La rottura spontanea di una simmetria si pud avere solo in sistemi con un
numero infinito di gradi di liberta, ad esempio un ferromagnete di volume infinito o un campo
in un volume infinito, come il modello di Goldstone. Per illustrare questo importante fatto,
consideriamo, all’ estremo opposto, un sistema con un solo grado di liberta: una particella
confinata in un potenziale a doppia buca [9] perfettamente simmetrica. In questo caso abbiamo
due candidati per lo stato fondamentale: gli stati con la particelle localizzata nella buca di destra
(11) o in quella di sinistra (¢)2). Abbiamo un caso di degenerazione simile a quello incontrato
nella fig. 5.1. La simmetria richiede che sia:

< P1|H Y1 >= Hiy =< tpo|H|¢p >= Hyp = H (5.24)

Se introduciamo un driving term che riduce I’ energia di una della due buche, diciamo la
numero 1, lo stato 1 diventa lo stato fondamentale e la simmetria e rotta.

Tuttavia, per avere rottura spontanea la dissimetria si deve mantenere nel limite in cui il
driving term tende a zero. Questo non ¢ il caso. In effetti, la matrice hamiltoniana tra i due
stati contiene anche un termine non-diagonale dovuto alla possibilita che la particella passi per
effetto tunnel da una buca all’ altra:

H ¢
(7 1) 635

Poiche i due termini sulla diagonale sono uguali, purche sia § # 0, non importa quanto
piccolo, I’ autostato di energia minima della (5.25) avra la forma:

:¢1+¢2
V2

e la simmetria dello stato fondamentale e ristabilita nel limite di driving term nullo. Lo stesso

Yo (5.26)

vale, naturalmente, per sistemi con un numero finito di gradi di liberta.



5.3 Il Teorema di Goldstone 51

Quello che succede per sistemi con infiniti gradi di liberta € che I’ ampiezza di tunneling da
uno stato di minima energia ad un altro pud essere esattamente zero (o meglio, tendere a zero
nel limite di volume infinito). In questo caso, una volta che un driving term di intensita e abbia
portato il sistema in uno dei minimi dell’ energia, questo resta tale, come stato fondamentale
quantistico, anche nel limite ¢ — 0: la simmetria ¢ rotta spontaneamente. Abbiamo sottolineato
la parola puo. In effetti si conoscono sistemi con infiniti gradi di libera di entrambi i casi.
Ad esempio, nel modello di Ising in tre o piu dimensioni si ha rottura spontanea, ma in due
dimensioni no.

Per un magnete di dimensioni finite, I’ ampiezza di tunneling dell’ orientamento della magne-
tizzazione tra una direzione e I’ altra non e strettamente zero. In queste condizioni, il magnete
posto in una direzione fissata dovrebbe iniziare a precedere finche, dopo un tempo adeguato,
non si porti in un autostato simmetrico per rotazioni. Per un ferromagnete di dimensioni ma-
croscopiche, tuttavia, il periodo di precessione puo superare facilmente 1’ eta dell’ Universo. L’
approsimazione di considerare fissato I’ orientamento della magnetizzazione €, in questo caso,
piu che adeguata a descrivere la reale situazione fisica.

5.3 Il Teorema di Goldstone

L’ importanza del teorema di Goldstone giustifica una dimostrazione piu generale di quanto
siano le considerazioni fatte in precedenza, che riportiamo in questa Sezione.

Il quadro in cui ci muoviamo e quello di una teoria lagrangiana di campi quantistici, di cui
il modello di Goldstone della Sez. precedente & un caso particolare, in cui valgano le condizioni
seguenti.

e La Lagrangiana possiede una simmetria esatta, continua e globale (non estesa a simmetria
locale attraverso campi di gauge); in base al terema di Noether, esiste quindi una corrente
conservata:

0, J"(x) =0 (5.27)

da cui:

% =0; Q)= /d?’x JO(x,t) (5.28)

e Esistono dei campi scalari, ¢;(z), che non sono invarianti sotto le trasformazioni della
simmetria, cfr. (5.3).
e uno dei campi ¢;, diciamo ¢, ha un valore di aspettazione sul vuoto diverso da zero:

< 0[¢1(0)]0 >= V2 #0 (5.29)

Sotto queste condizioni la simmetria € rotta spontaneamente e possiamo dimostrare quanto
segue.
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Teorema di Goldstone. Esiste una particella scalare di massa esattamente nulla, il bosone
di Goldstone!. La particella & creata dal vuoto dal campo scalare e dalla corrente. Se indichiamo
con |p > lo stato di questa particella con momento p#, si ha:

VZ

< pl¢(0)|0 >= W; (5.30)
iph F

< 0J*(0)|p >= m; (5.31)

Z, F#0 (5.32)

La forma dell’ elemento di matrice del campo € la stessa impiegata nel Cap. 4. Per quanto
riguarda la forma dell’elemento di matrice della corrente, si argomenta come segue. L’ elemento
di matrice < 0[J#(0)|p > deve essere proporzionale ad un quadrivettore. D’ altra parte la
particella creata da ¢9 sul vuoto ha spin zero, quindi lo stato |[p > dipende dal solo p* e I’ unico
quadrivettore che pud comparire & p*. Di qui segue la forma indicata in (5.31).

Preliminari Per le trasformazioni di simmetria, senza perdere in generalita, possiamo pren-
dere quelle indicate nella (5.8). Nella teoria quantistica, le trasformazioni sono rappresentate
da operatori unitari della forma exp(ia@)) dove la carica @ della eq. (5.28) agisce da generatore
infinitesimo. Considerando la trasformazione di ¢o per « infinitesimo, abbiamo:

(d2)' = e 9%hae™ @™ = g — i [Q, P2] + O(a?) (5.33)
Confrontando con la variazione (5.8) troviamo la relazione di commutazione:

02 .
ISy = (Q, p2(x)] = /d3y [Jo(y,t),qbg(x,t)] = i¢1(x,t) (5.34)
Per la conservazione di Q, il tempo y° in cui valutiamo J° ¢ irrilevante e abbiamo scelto y° =
20 =t.

L’ elemento centrale nella dimostrazione del teorema di Goldstone € la trasformata di Fourier
della funzione di correlazione corrente-campo:

Fiq) = /d% €% < O|T [J*(x)$2(0)]]0 > (5.35)

Possiamo ripetere le considerazioni fatte nel Cap. 4 a proposito della funzione di Green a
due punti, ed ottenere per questa funzione di correlazione una rappresentazione analoga alla
rappresentazione di Kallen-Lehman. A questo fine, separiamo, in F*, i contributi degli stati
intermedi ad una particella, quella eventualmente creata dal vuoto con 1’ applicazione di ¢, da
quelli con due o piu particelle:

F*q) = F"(g)1 + F*(q)>1 (5.36)

1i] bosone di Goldstone ha spin zero ed & una particella scalare sotto trasformazioni di Lorentz proprie;
dal punto di vista della parita il bosone di Goldstone & uno pseudoscalare se J* & una corrente assiale.
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Consideriamo dapprima F{'. Per 20 > 0, abbiamo:

< O[T [J*(2)(0)] |0 >1= /d3p eI < OT(0)|p >< pléa(0)|0 =

d? .
—FVZ /m e~iPT (5.37)
dove abbiamo usato le definizioni (5.30) e (5.31) per gli elementi di matrice.

Ragionando come abbiamo fatto nel caso della funzione di Green, si vede facilmente che, con
la definizione dei fattori aggiuntivi data in (5.32), la quantita F' ¢ invariante di Lorentz, quindi
dipende solo da p?, cio¢ dalla massa della particella in [p > ed & dunque una costante.

Dalla (5.37), aggiungendo il caso z° < 0, si ottiene direttamente:

F*(q)1 = F VZ i¢"Dp(q,m) (5.38)

dove D & la trasformata di Fourier del propagatore della particella intermedia, cui attribuiamo
una massa m, per il momento non determinata.

Lasciamo al lettore la cura di dimostrare che il contributo degli stati a due o piu particelle
¢ della forma:

+oo dM2

FMg)s1 = ¢" / p(M?)

5 5.39
ME q*> — M? ( )

dove M e il valore minimo della massa invariante di questi stati.

Dimostrazione. 1l risultato desiderato si ottiene imponendo che F*(q) soddisfi le condizioni
richieste dalla conservazione della corrente, eq. (5.27), e dal valore non nullo del campo nello
stato fondamentale, eq. (5.29).

Moltiplicando per g, ambo i membri della (5.35) otteniamo:

0 F"(q) = qu / d'z ¢ < O|T [J#(2)$2(0)] |0 >=

_ / da (—i0,c) < O[T [J#(2)62(0)] [0 >= i / dia 9 9, < O[T [J*(x)ds(0)] |0 >=

= i/d4x e < 0T [0, J"(x)¢2(0)] |0 > —|—i/d4x " §(z%) < 0| [J°(x,0)¢2(0)] |0 >=

i / B e < 0] [1(x, 0)d2(0)] [0 > (5.40)
Se adesso passiamo al limite g, — 0 e usiamo le (5.34) e (5.29), otteniamo la relazione?:

lim g, F"(q) =i < 0/[Q, ¢2(0)] [0 >= = < 0|1 (0)[0 >= —v/27 # 0 (5.41)

2nella letteratura, equazioni di questo tipo, che derivano dalla conservazione della corrente prendono
il nome di identita di Ward.
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Se trascuriamo il contributo al primo membro degli stati intermedi con due o piu particelle
(vedremo tra un momento che questo termine si annulla nel limite), otteniamo:

lim g, F*(¢) = VZF lim ¢*Drp(g,m) = —v/21 (5.42)
q— q—

Questo richiede che, nei dintorni di ¢ = 0, si abbia:

- —V2n 1
Dr(q,m) = ﬁ 2

Questa equazione, per essere soddisfatta, richiede:

(q prossimo a 0) (5.43)

e m = 0, valore per cui:

Dr(q,m) = q% (5.44)

VZF = —/2n (5.45)

In parole: ¢o deve creare dal vuoto una particella di massa nulla, il bosone di Goldstone, ed
entrambe Z ed F' devono essere non nulle.

Per completare la dimostrazione, dobbiamo considerare il contributo di F*(q)>1 alla (5.41).

Dalla (5.39), otteniamo:

5 +o0 9 dM2
quF"(q 1:q/ p(M*) — 5.46
=t [ 0P (5.46)
Nel limite ¢> — 0 conta solo la parte singolare dell’ integrale a secondo membro, che potrebbe
esistere se My = 0. Per separare la singolarita, poniamo:

+oo dM? M dM? +o0 dM?
M2y 22— M2y 2 M?) 222 A

M

e scegliamo M > 0 ma abbastanza piccolo da poter ignorare la variazione di p(M?) nell’ intervallo
(0, M?). 1l primo termine si calcola esplicitamente? :

M? 2 M? 2 2
dM dM q
| o) S2m = 00 [ T = 00) () (5.48)
Come si vede, la singolarita in ¢ = 0 & solo logaritmica, quindi:
lim ¢,F"(q)>1 =0 (5.49)
?—0

come anticipato.

3per mantenerci nella regione di analiticitd della F.; dobbiamo far tendere ¢> — 0 da valori negativi,
per i quali il logaritmo che compare nella (5.48) & ben definito.
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Nota 1. In virtu delle condizioni (5.32), il bosone di Goldstone, ¢ pienamente osservabile
nelle reazioni previste dalla teoria. D’ altro canto, nella fisica subnucleare non sono mai state
osservate particelle relativistiche scalari e di massa nulla. Il teorema di Goldstone ha costituito
per lungo tempo il maggior ostacolo alla interpretazione come rottura spontanea delle violazioni
di simmetria osservate, ad esempio per quanto riguarda la simmetria di spin isotopico.

Nota 2. Non abbiamo usato il fatto che ¢; siano dei campi elementari canonici, come avviene
nel modello di Goldstone. Il teorema segue anche nel caso in cui il campo scalare che prende
valore di aspettazione nel vuoto sia un generico operatore locale, ad esempio il prodotto di campi
fondamentali. Questa situazione si incontra nella Cromodinamica Quantistica, la teoria di quark
e gluoni, a proposito della rottura spontanea della simmetria chirale.

5.4 Il Meccanismo di Higgs-Brout-Englert

Riprendiamo il modello del Capitolo precedente ma promuoviamo la simmetria per trasfor-
mazioni di fase globale ad una simmetria per trasformazioni di fase dipendenti dal punto. Questo
richiede, oltre al campo scalare complesso di partenza, 1’ introduzione di un campo vettoriale
A# analogo al campo elettromagntico, come discusso nel Cap. 3. La lagrangiana risultante é:

1
L= (Dug)' D6 = V(9) = 1 Fu F"™
V(9) = 1*0To + M9T9)* — edf — *o
Dt = 9t — je AP
P = 9¥ A* — OF AY (5.50)

Nel limite € — 0, £ ¢ invariante sotto le trasformazioni di gauge:
(@) = Do), Pa) — e Do) (5.51)
1
AP — AP 4+ —0Fa(x) (5.52)
e
dove a(x) & una funzione reale arbitraria di = ed e una nuova costante di accoppiamento, che

coincide con la carica elettrica se identifichiamo A* con il campo elettromagnetico. Come prima
deve essere \ > 0, per ottenere una teoria stabile, ma u? puo avere entrambi i segni.

1. 42 > 0. La configurazione di minima energia corrisponde a ¢ = 0, A* = 0. Se quantizziamo
¢ ed A" otteniamo una teoria con:

e una particella carica e la sua antiparticella, entrambe con massa p # 0;
e una particella di spin 1 e massa nulla (due stati di polarizzazione) in tutto simile al fotone;

Per ) ed e sufficientemente piccoli, la lagrangiana descrive le interazioni di particelle scalari
con il campo elettromagnetico (elettrodinamica scalare, costante di accoppiamento e) e le loro
autointerazioni (costante di accoppiamento \).



56 ROTTURA SPONTANEA DI SIMMETRIA

2. u? < 0. La configurazione di minima energia si ottiene per A* = 0, per minimizzare 1
energia elettrostatica, quindi ricadiamo nel caso del modello di Goldstone, per cui (con € — 0,
reale):

—u?

V(¢) =min: ¢=n=1/5=+0() (5.53)

Per studiare le fluttuazioni intorno alla configurazione di minimo, poniamo di nuovo:
o1(x) +ioa(x)
V2

e sviluppiamo la lagrangiana in (5.50). Lo spettro di massa delle particelle associate si ottiene
come prima dai termini quadratici nei campi o; e A*. Prima di considerare questi termini,
tuttavia, notiamo che sotto le trasformazioni (5.52) con « infinitesimo, il campo ¢ trasforma

¢=n+ (5.54)

come:

o o1(x) +ioy(x) inolx
¢—>¢+za¢—n+—\/§ + ino(z) (5.55)
o1(x) — ol (z) = o1(2); o2(x) — obh(x) = o2(z) + \/5770[(56) (5.56)

dove abbiamo trattato sia le o; sia a come grandezze del primo ordine ed abbiamo trascura-
to termini che sono almeno del secondo ordine. Naturalmente, allo stesso tempo dobbiamo
trasformare A* secondo la (5.52).

Il campo o9 si trasforma in modo non omogeneo per I’ aggiunta di un termine proporzionale
ad a ma, a differenza del caso globale, il termine aggiuntivo & una funzione di x di cui possiamo
disporre a nostro piacimento. In particolare, dati i campi o;(x) ed A*(x), possiamo scegliere:

a(z) = —J\j(;:?) (5.57)

in modo tale da avere:
oh(r) =0 (gauge unitaria) (5.58)

Il campo o3, che nel modello con simmetria globale corrispondeva al bosone di Goldstone,
puo essere completamente eliminato nel caso di simmetria di gauge e non corrisponde quindi
ad alcun grado di liberta fisico. La gauge identificata dalla condizione (5.58) & comunemente
indicata col nome di gauge unitaria.

5.5 Masse delle particelle vettoriali nel gauge unita-
rio
Nella gauge unitaria, in cui:

= @_ I ) = reale
¢—n+\/§—p()— 1 (5.59)
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la lagrangiana assume la forma:
= 1(9 o+ 2 24, A" 1 my
L= F0u00"o +e p(x)* A A" —V(p) — ZFWF (5.60)

ed ¢ immediato estrarre i termini quadratici nei campi. Ricordando la prima delle (5.23),
troviamo:

1 1 1 1
L= ;000" — §M§I02 — 1w " + iMiAMA“ (5.61)
con:

My = —2p* = 4\,
M3 = 2¢*n? (5.62)

La lagrangiana descrive una particella scalare neutra di massa My e, come mostriamo esplici-
tamente pit avanti, Sect. 5.6, una particella di spin 1 con massa pari a M 4. Possiamo sintetizzare
i risultati trovati al modo seguente.

e In presenza di una simmetria locale (di gauge), la rottura spontanea della simmetria
implica che il corrispondente campo di gauge acquisti una massa non nulla.

Scompare il campo corrispondente al bosone di Goldstone della teoria globale (che puo essere
eliminato da una trasformazione di gauge). Al suo posto appare il grado di liberta mancante al
campo vettoriale per farne il campo di una particella di spin 1 con massa. E importante notare
che nel passaggio dalla simmetria esatta alla simmetria rotta (u? < 0) lo spettro di massa cambia
drasticamente ma il numero di gradi di liberta si conserva, come indicato in Tab. 5.1.

— o1 09 AM  n. gradi di liberta
>0 pu pu 0 4=2+2
,u2 <0 Mg — My 4=1+43

Tabella 5.1: Spettro di massa delle particelle nel modello di Higgs.

Da un punto di vista fisico, il Meccanismo di Higgs-Brout-Englert elimina le difficolta con-
nesse alla cospicua assenza di particelle di massa nulla nella fisica subnucleare, sia scalari, in
relazione al teorema di Gloldstone, sia vettoriali, in relazione alla teoria di Yang-Mills. Questo
risultato apre la strada ad una teoria delle forze deboli mediate da bosoni vettoriali intermedi
dotati di massa.

L’ unica particella osservata con massa nulla ¢ il fotone, in corrispondenza alla simmetria di
gauge delle interazioni elettromagnetiche che, entro limiti di straordinaria precisione, ¢ I’ unica
simmetria di gauge rispettata in Natura.
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5.6 Il campo vettoriale con massa

A completamento degli argomenti della Sezione precedente, mostriamo che la lagrangiana
del campo vettoriale nell’ eq. (5.61) corrisponde ad una particella con massa non nulla e spin 1.
Partiamo dalla lagrangiana:

1

La= 1

Lo
F, F* + §M A, AN (5.63)
Il modo piu diretto di ottenere il risultato e di calcolare la funzione di Green classica che, con
la prescrizione di Feynman sul cammino di integrazione, fornisce il propagatore quantistico.
Determiniamo innanzi tutto I’ equazione del moto. Dalla (5.63) troviamo facilmente:

oL
=F
00, A5 7
oL
= — M?A .64
9A; s (5.64)

da cui si ottengono le equazioni di Eulero-Lagrange:
0% Fop = M*Ag (5.65)
OVVero:
—0Ag + 95 (0“As) — M?Ag =0 (5.66)
La funzione di Green corrispondente, G, ¢ la soluzione dell” equazione:
(=0 = M?) 60+ 0°0,] Gpu (@) = — g™ (2) (5.67)

Passando alla trasformata di Fourier, otteniamo 1’ equazione per G:

KL(k) G (k) =
= [(K* — M?) 6, — k7ky,) G (k) = =gy (5.68)

Rispetto alla analoga equazione per il campo elettromagnetico, I’ eq. (5.68) ha in piu il
termine di massa, che rende la matrice K (k) invertibile*. La soluzione della (5.68) si trova
appunto costruendo 1’ inverso di K, che deve essere della forma:

(K~1b(k) = A(k*)3, + B(k*)k"k,

con A e B funzioni Lorentz-invarianti di k*, quindi funzioni di k2. Imponendo:

KL(k) (K1), (k) = 4, (5.69)

4nel caso elettromagnetico, la matrice K & sostituita da Hﬁ(kz) = k26ﬁ — kPk,. H non e invertibile,
come risulta dal fatto che possiede un autovettore con autovalore nullo: k*Hf (k) = 0.
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troviamo:

B(k* = M?) —Bk* - A=0 (5.70)

da cui, infine:

= _ » _gl“/ _|_ M

11 polo per k? = M? indica che il campo corrisponde a particelle di massa M. Se ci poniamo
sul polo e nel sistema di quiete della particella, kX = M e k = 0, le componenti non nulle del
numeratore nella (5.71) sono quelle con indici spaziali, e otteniamo:

kHEY

_gl“’ + M2

— 5ij = Pij (5.72)

Sul polo, il numeratore del propagatore €, in generale, 1’ operatore di proiezione sugli stati
della particella e la sua traccia da direttamente il numero di stati disponibili, pari a 25+ 1, dove
S e lo spin. Poiche TrP = 3, segue S = 1.
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Capitolo 6

UNIFICAZIONE
ELETTRODEBOLE II

6.1 la teoria di Weiberg e Salam

Il punto di partenza ¢ la teoria basata sulla simmetria SU(2);, ® U(1)y illustrata in prece-
denza, Sez. 4.3, nella sua versione esattamente simmetrica, ovvero senza termini di massa ad hoc
per i campi vettoriali e per il campo dell’ elettrone. La lagrangiana segue dalla classificazione
sotto SU(2)r, ® U(1)y dei campi leptonici data nella (4.15) che ripetiamo per convenienza:

I = < () )Y_l; (er)y——» (6.1)

€r

La lagrangiana di Yang-Mills corrispondente ¢ dunque:

- 1
Low = li’y“DMl + éRi'y“DueR — Z [WMVW“V + BMVB‘LW] (6.2)
Derivate covarianti e tensori dei campi sono dati da:
. T ., 1
D,l =0, +igW, - 3 +ig (_g)Bu]l
D,er = [0, +ig' (-1)B,ler
W =0, W, —9,W, (stesso per B,,) (6.3)

La teoria a questo stadio descrive fermioni e campi vettoriali, tutti di massa nulla.

6.2 1l doppietto scalare

Introduciamo adesso un campo scalare che possa innescare la rottura della simmetria, la-
sciando conservata la simmetria di gauge dell’ elettromagnetismo, secondo lo schema:

SUR2)L,@U1)y = U1)em (6.4)
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Sul campo scalare abbiamo poche informazioni e diverse possibilita. La scelta di Weinberg e
Salam permette al meccanismo di rottura spontanea di generare anche la massa dell’ elettrone
e dei quark, nella estensione della teoria alle particelle adroniche, cfr. Cap. 8, in modo da
portarci ad una teoria completamente realistica. La scelta in questione consiste nell’ introdurre
un doppietto di SU(2)r, con Y = +1:

_ ¢+>
? <¢° et

1
Do = [0, +igW, - % +ig/(+3)Bulo (6.5)

Alla lagrangiana in (6.2) dobbiamo aggiungere la parte del doppietto di Higgs, anch’ essa
perfettamente simmetrica:

ﬁtot = EeW + ﬁd)W (66)

con

Low = (Do) (“9) =V (9);
V(g) = 1?¢lo+ A(¢'0)? (6.7)
Possiamo adesso supporre, come nella Sez. 5.4, che ¢ prenda un valore di aspettazione nel

vuoto, rompendo cosi la simmetria. A meno di ridefinizioni, possiamo sempre supporre che sia
la componente in basso ad essere diversa da zero:

- (0
¢ =< 0[¢|0 >= < n)

n=1/ _2—’;2 (6.8)

Sul doppietto (6.5) la carica elettrica & rappresentata dalla matrice:

Q=<+01 8) (6.9)

per cui il campo di minimo ¢ invariante sotto le trasformazioni di fase associate al gruppo U (1)ep,:

(i0Q _ ( ega (1) ) ( 2 ) i (6.10)

La rottura di simmetria indotta da ¢ # 0 realizza lo schema (6.4).

Per identificare correttamente le particelle fisiche previste dalla teoria dobbiamo identificare
le condizioni per la gauge unitaria. Per fare questo, notiamo che ogni spinore a due dimensioni
puo essere ridotto ad uno spinore della forma git e reale con una trasformazione del gruppo di
simmetria, dipendente dal punto. In formule, un qualsiasi ¢(x) della forma (6.5) si pué mettere
nella forma standard:

6(z) = U(z) < p(ox) ) (6.11)

con p(z) reale e U(z) una matrice di SU(2), @ U(1)y.
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Dim. Consideriamo uno spinore generico:

_ (=
- (2)
con 212 complessi. Moltiplicando lo spinore per la matrice diagonale :
piads +6Y) _ ( eleetd 0 > (6.12)

0 e—iozeiﬁ

possiamo eliminare le fasi di 21 e 29 e ridurre lo spinore ad essere puramente reale. A questo
punto, applichiamo una matrice di SU(2), corrispondente ad una rotazione intorno all’ asse 2:

T2

Us(y) = e (6.13)

Per ~ appropriato, possiamo eliminare la componente su dello spinore, mantenendo reale la
componente git, e otteniamo la forma standard, con:

U = Uy(7)e@3+8Y) (U appartiene a SU(2), @ U(1)y) (6.14)

Sottoponiamo tutti i campi alla trasformazione di gauge corrispondente a U(z)~!. La la-
grangiana resta invariante e il campo di Higgs prende la forma reale che caratterizza, nel caso
in questione, la gauge unitaria:

0
o(x) = < o) > (p(x) reale) (6.15)

In genere, in questa gauge, scriveremo:

0 .
o(x) = ( 4 L\/g%) ) (gauge unitaria) (6.16)

Nel doppietto di Higgs rimane un solo campo fisico, o(z), e quindi una particella scalare
neutra, il bosone di Higgs.

6.3 Le masse dei campi vettoriali

Come nel modello di Higgs, la massa dei campi vettoriali ha origine dal termine con le
derivate covarianti in Ly . Nella gauge (6.15), la lagrangiana si riduce a:
o(x)

1
£¢W = 5%08*‘0—1/ [?7—|—W:| +

T - 1 Ta =
LG WAWIP | 6720 + (92 g B, B" + 209 WiB" 6726 (6.17)
(somma su tutti gli indici ripetuti). Usando la (6.8) e le proprieta delle matrici di Pauli, troviamo:
i . —TiTi — 1
Wiy |61 6] = W, W
3 737 1o
Wi B [¢Z¢] =~ WiB" (6.18)
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Confrontando con la Sez. 4.3 vediamo che abbiamo riottenuto I’ eq. (4.19) con:

1
M2 = 202
T
1
Mg = 5 (g')"n’;
1
Mgy = =599’ (6.19)
ovvero.:
1 9@ g9 )
M= _n? ( 6.20
277 —qq (g/)Z ( )

Confrontando con il Cap. 4 vediamo che M ¢ la massa del bosone intermedio carico.
Dalla (6.19) e dalla (4.33) possiamo collegare 7 direttamente alla costante di Fermi:
—9 92 . 4G

= E= 5 - 2V2G (6.21)

1~ 188 GeV (6.22)

n

Come abbiamo visto, la configurazione di vuoto ¢ invariante per trasformazioni di gauge as-
sociate alla carica elettrica. Non ¢ sorprendente, quindi, constatare che la matrice (6.20) soddisfa
automaticamente la condizione di avere determinante nullo, det M = 0, quindi di ammettere un
fotone di massa nulla.

Come in Sez. 4.3, indichiamo con Z* e A* il campo massivo e il campo elettromagnetico che
diagonalizzano la (6.20) e usiamo la stessa convenzione per 1" angolo di mixing elettrodebole, 6:

Z,, = cos QW[? —sin6B,
A, =sin QWS +cos 0B, (6.23)

La condizione che il campo A* sia proprio I’ autovettore della (6.20) con autovalore nullo si

scrive:
2 / . 9 . ,
_ Y —g9 sinf \ g°sinf — gg’ cos 6
. ( —g9' (¢ > ( cos 6 > - ( —gg'sinf + (¢')% cos 0 ) (6.24)
L’ annullarsi del secondo membro richiede:
/

tan = L (6.25)

g

che ¢ proprio la condizione per cui il campo A* definito in (6.23) si accoppia all’ elettrone
attraverso la corrente elettromagnetica con:

gsinf = g’ cosf = ¢; (6.26)

come si vede dalle eq. (4.30) e (4.29).

In conclusione, la rottura spontanea nella teoria di Weiberg e Salam, basata su una lagran-
giana esattamente simmetrica, riproduce esattamento lo spettro di massa e gli accoppiamenti dei
campi vettoriali ottenuti nella teoria di Glashow, in particolare i risultati riassunti nelle (4.26),
(4.36) e nella forma della corrente neutra accoppiata a Z*, (4.32), risultati che, come vedremo,
sono molto ben soddisfatte dai dati sperimentali.
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6.4 La massa dell’ elettrone

Per completare la teoria elettro-debole dobbiamo rendere conto della massa dell’ elettrone,

che nella teoria di Glashow era descritta dal termine £,,, che rompe esplicitamente la simmetria,
cfr. la (4.10):

L., = meee = me(érer + €rer) (6.27)

Il motivo della non invarianza di £,, sotto trasformazioni di SU(2);, ® U(1)y & chiarito
dalla forma del secondo membro della (6.27): il campo €7, ha isospin debole 1/2 mentre er ha
isospin zero, vedi la (6.1), e quindi £,, nel complesso ha isospin debole 1/2. Possiamo ottenere
una lagrangiana invariante combinando L,, con il campo di Higgs, che pure ha isospin debole
1/2. A seguito della rottura spontanea, ¢ acquista una componente costante, che riproduce la
lagrangiana L,,, mentre la componente quantistica di ¢ da luogo ad una nuova interazione tra
¢ e’ elettrone.

In formule, scriviamo la lagrangiana invariante:

Leg = g0 (Ien + ero'l) (6.28)

Lo sviluppo esplicito del termine invariante l¢, in presenza di rottura spontanea di simmetria,
nella gauge unitaria, eq. (6.16), é:

_ o
da cui otteniamo:
Lep = genée + geiée = L,, + interazione (6.30)

V2

Abbiamo ottenuto un termine di massa dell’ elettrone con:

me = gen (6.31)

Si puo osservare che, anche dopo la rottura spontanea, la simmetria non ¢ andata persa.
Rimane una relazione tra la massa dell’ elettrone e la costante dell’ interazione tra 1’ elettrone
e il bosone di Higgs che possiamo riscrivere:

e = % - (2\/§GF>1/2 Me (6.32)

I’ interazione ¢ determinata dalla costante di Fermi e dalla massa dell’ elettrone. La relazio-
ne (6.32) caratterizza completamente 1’ interazione del bosone di Higgs con 1’ elettrone e fornisce
una segnatura caratteristica per la sua identificazione.
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6.5 La massa del neutrino.

La combinazione che appare nella(6.29) non ¢ I’ unico invariante che possiamo costruire con
i campi dell’ elettrone left-handed e del doppietto di Higgs. Usando il tensore antisimmetrico

1

invariante in due dimensioni* si ottiene la combinazione invariante:

(l¢7) iy = vid” —erg™ (Y = —2) (6.33)

In presenza di un campo vg, possiamo ottenere una lagrangiana che, dopo rottura spontanea,
genera una massa per il neutrino:

Lvy = 9D [DR (lz(ﬁj) €5 + h.c.] =
= gpn (VrvL + VLVR) (6.34)

I possibili termini di massa per il neutrino sono stati caratterizzati in [1], Cap. 9. Secondo
la terminologia ivi adottata, il termine in (6.34) & una massa di Dirac.

Commento: il meccanismo see-saw. Il problema della (6.34) ¢ che & difficile attribuire
allo stesso meccanismo, la rottura spontanea di SU(2),®U(1)y, la generazione di masse talmente
diverse come quella dell’ elettrone (m, ~ 0.5 MeV) e quella del v, (dove si potrebbe avere
m,, ~ 10~* eV, inferiore di dieci ordini di grandezza).

Tuttavia, con il campo vg possiamo anche costrure una massa di Majorana che & direttamente
invariante sotto SU(2);, ® U(1)y, della forma:

Lou—ri =M (vy’vg + hec) (6.35)
La massa del neutrino deriva dalla combinazione di questi due termini:

ﬁu—tot = El/d) + ['nu—M =
= M(I/R’YOVR hC) + mp (DRVL + DLVR) (636)

1l problema di diagonalizare la matrice di massa ottenuta dalla (6.36) ¢ discusso in [1], Sez.
9.3.

Riassumiamo i risultati ottenuti nel limite M >> mp.

Gli autovettori della matrice di massa sono due campi di Majorana
ed m” >> m/, rispettivamente. Il neutrino leggero coincide approssimativamente con il neutrino
emesso nei decadimenti beta insieme all’ elettrone:

2.V e, di massa m’

=9, / m%)
—V ~vp; om ~—= 6.37
2 b M (6.37)
mentre il neutrino pesante coincide approssimativamente con vpg:
1
%M’ ~vp om M (6.38)

Poiche non ci sono restrizioni su M, la (6.37) permette una soppressione della massa del
neutrino leggero anche per valori di mp dell’ ordine della scala naturale delle masse elettrodeboli,
fissata dal valore di n, eq. (6.22).

Yeij = —€ji, €12 = +1.
2s0no cioe, campi reali: (/)f =1/, (")t =", cfr. [1], Cap. 9
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Capitolo 8
TEORIA DEL QUARK-MIXING

L’ idea di un mixing dei quark come effetto della rottura di simmetria ¢ stato introdotto da
N. Cabibbo nel 1963 [14], nel contesto della teoria dei quark introdotta da M. Gell-Mann negli
stessi anni[15], che prevedeva tre sapori di quark, i quark up, down e strange. In questo schema,
era naturale attribuire i campi left-handed up e down ad un doppietto elettrodebole, e gli altri
campi a singoletti, secondo le schema:

< u) ; ur; dr; SL; SR (8.1)
d ),

8.1 La teoria di Cabibbo

Cabibbo osserva che la rottura di simmetria pué dare luogo ad un mixing tra dj e sp,
portando ad una espressione della corrente debole carica della forma:

Jﬁ + Z'JEL = UrYy (cosOdy, + sinfsr,) (8.2)

Con un solo parametro elettrodebole, 1" angolo di Cabibbo 6, ed alcuni parametri fenomenologici
legati alle interazioni forti, si ottiene un ottimo accordo per le disintegrazioni [ di barioni e
mesoni con e senza stranezza.

Introducendo il tripletto dei quark:

I
Sy

qr (8.3)

I’ equazione precedente si scrive:

J;i + iJi = qr.CyuqL =
cosf sinf

0
=qr. | 0 O 0 YudL (8.4)
0 0 0
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La teoria di Cabibbo, tuttavia, non si pué incorporare nella teoria elettrodebole di Glashow-
Weinberg-Salam, in quanto la (8.4) condurrebbe ad una corrente debole neutra che cambia la
stranezza, contrasto con i dati sperimentali. La corrente neutra coinvolge infatti il commutatore
della matrice C con la sua aggiunta, che non ¢ diagonale:

1 0 0
[C,CT] = 0 —cos?0 —sinfcosb (8.5)
0 —sinfcosf —sin?6

Termini della forma d. 1Yu51 nella corrente neutra produrrebbero il decadimento Ky, — pu T con
una velocitd di disintegrazione dell’ ordine di quella del K+ — puTv. Per questo motivo, i lavori
di Glashow, Weinberg e Salam sono tutti ristretti alle interazioni elettrodeboli del doppietto
elettrone-neutrino.

8.2 Il meccanismo di Glashow, Iliopoulos e Maiani

La difficolta ¢ stata superata nel 1970 da S. L. Glashow, J. Iliopoulos e L. Maiani [16],
con l'ipotesi dell’esistenza di un quarto quark, il quark charm, con gli stessi numeri quantici
elettrodeboli del quark up. In presenza del quark charm, possiamo classificare il quark s, in un
doppietto elettrodebole, secondo lo schema:

u C
; i uRr; dR; CR; SR (8.6)
(a), (),

La matrice C diventa adesso una matrice 4 x 4 e la corrente debole carica prende la forma (i
quark sono ordinati come u, ¢, d ed s, ogni elemento ¢ un blocco 2 x 2):

s (0 U,
J,HzJi:qL(O CgM>qu

cosf sinf
Ui = ( —sinf cos@ ) (8.7)
La corrente neutra, dovuto all’unitarieta di Ugras, € completamente diagonale:
ij =qrL [C,CT] Vudr =
| UcimUlpy, 0 _ ( 1 0 >
=qr Yudr = 4L YudL 8.8
( 0 _UéIMUGIM H 0 —1 H ( )

La massa del quark charm. L’ articolo [16] prende le mosse dalla teoria con un solo
bosone intermedio carico accoppiato alla corrente J, ﬁ + iJi data dalla (8.4). In questo schema,
la corrente neutra (8.5) non & accoppiata e quindi non ci sono transizioni proibite all” ordine pid
basso della teoria delle perturbazioni.

Tuttavia, all’ ordine immediatamente superiore pué avvenire la transizione K; — W+W - —
i+ = che da luogo al processo (9.17), vedi la fig. 8.1 In un articolo pioneristico, B. Ioffe e E.
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Shabalin [17] osservavano che, nella teoria di Cabibbo con il solo quark up, il grafico della fig.
8.1 da luogo ad un risultato divergente, pari a:

M(KL, — pTp™) = cost x sinfcos§ x G(GA?) (8.9)

dove A ¢ una energia di cut-off al di la della quale la teoria perde di validita e cost un fattore
numerico. Il fatto sorprendente era che il confronto con il valore osservato della transizione
di corrente neutra (9.17) portava ad un valore del cut-off dell’ ordine di qualche GeV, energie
ampiamente raggiunte gia in quegli anni ed alle quali non si osserva alcuna anomalia particolare.

d W
(
K" u,cC Vi

S W

Figura 8.1: Diagramma di Feynman del processo: K° = (d3) — utp~ secondo GIM.

Un’analisi pitd dettagliata, mostra che il coefficiente della (8.9) & proprio proporzionale all’
elemento di matrice non diagonale della corrente neutra nella (8.5) che, esorcizzata all’ ordine
pil basso, & rimessa in gioco dalle correzioni di ordine superiore. L’ osservazione fatta in [16]
e che I’ ampiezza in cui viene scambiato il quark charm, nel grafico in fig. 8.1, interferisce
negativamente con 1’ ampiezza dovuta al quark up considerata da Ioffe e Shabalin (meccanismo
GIM), in modo da produrre un risultato convergente, di ordine:

M(Kp, — ppu™) = cost x sinflcos x G [G(mg —m?)] (8.10)

11 risultato (8.10), confrontato con il dato sperimentale (9.17) ha permesso di stimare per la
prima volta [’ ordine di grandezza della massa del quark charm (assumendo m, >> m,). La
stima piu stringente deriva dalla differenza di massa Kj; — Kg, anch’ essa collegata allo scambio
di due bosoni W. Si ottiene:

me =2 —3 GeV (8.11)
un valore consistente con la massa dei mesoni con charm piu leggeri: D = (cq) (¢ = u, d):

Mp+ = M(cd) = 1869.3 MeV; Mpo = M(cii) = 1864.5 MeV (8.12)
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cosfl, —sinf/ u-_. C
d ——pNANAN—— 3 d s
U, cy x g U, C W W
§ ———ONN—— (] § e
sinfl, cosf u, C
(a) (b)

Figura 8.2: Diagrammi di Feynman per la transizione: K° — K secondo GIM.

8.3 Violazione di CP e teoria di Kobayashi-Maskawa.

Nel 1973 la situazione per quanto riguardava 1’ unificazione elettrodebole era completamente
cambiata rispetto al 1970. I lavori di M. Veltman e di G. 't-Hooft avevano mostrato che la
teoria di Weinberg e Salam é rinormalizzabile ed & quindi un’ ottimo candidato per una teoria
fondamentale delle interazioni Elettromagnetiche e Deboli. L’ esistenza del quark charm e il
meccanismo GIM, necessari per la soppressione dei processi di corrente neutra con cambiamento
di stranezza, erano ormai accettati dalla maggioranza dei fisici teorici.

Restava tuttavia da capire quale fosse la sorgente della violazione di CP, osservata nei de-
cadimenti dei mesoni K neutri fin dal 1964. Una teoria elettrodebole fondamentale avrebbe
dovuto includere la violazione di CP, il modo naturale essendo quello della presenza di una o
piu fasi complesse nella matrice di mixing. Tuttavia, era facile mostrare [16] che in una teoria
con due doppietti la matrice Ugrps pud sempre essere resa reale sfruttando I’ arbitrarieta di fase
dei campi dei quark.

Il modo piu semplice per ottenere questo risultato ¢ di partire dall’ espressione piu generale
per la corrente di Cabibbo (la prima riga della matrice Ugras):

JS = ULy, (eio‘ cos Od; + € sin HSL) (8.13)

e osservare che possiamo riassorbire le due fasi nella definizione di dj, e s;. A questo punto,
la seconda riga di Ugrps € fissata, a meno di una fase complessiva, dalla condizione di essere
ortonormale alla prima riga. Otteniamo dunque:

Ji + iJi = UrYy (cosOdr +sinfsy) +
+Cryue (—sin0dy, + cosOsy) (8.14)

ma adesso possiamo inglobare la fase €’ nel campo ¢, ed ottenere la forma puramente reale
data in (8.7).

La (giusta!) domanda che si posero M. Kobayashi e T. Maskawa [18] fu: quanti campi di
quark sono necessari per restare con almeno una fase non eliminabile? Il caso da studiare e
quello con N doppietti left-handed e N singoletti right-handed. In questo caso ¢ facile vedere
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che N = 3 fornisce proprio il caso minimo, con una sola fase ineliminabile. Su questa base, KM
proponevano che dovesse esistere almeno un altro doppietto fondamentale, oltre ai due doppietti
identificati nella (8.6) in modo tale che la violazione di CP potesse essere inglobata nella teoria
di Weinberg e Salam.

Dim. Partiamo dal fatto che una matrice N x N, unitaria, U, ¢ caratterizzata da N? parametri
reali. Questo si puo vedere dal fatto che possiamo sempre scrivere:

U = el
con H hermitiana, e H possiede:

N parametri reali sulla diagonale;
N(N —-1)
2
in totale : N,,, = N? parametri reali (8.15)

2 X = N? — N parametri reali negli elementi sopra la diagonale =

(gli elementi al di sotto della diagonale non sono indipendenti in quanto complessi coniugati
degli elementi al di sopra).
D’ altro canto, una matrice ortogonale N x N possiede:

N(N —1)

Nort = 9

e quindi nella matrice unitaria ci sono Ny fasi complesse, dove:

N(N—-1) N(N+1
Ny = Nyp — Ny = N? — (2 ) _ (2 ) (8.16)

Tuttavia, abbiamo in totale 2N campi complessi nei doppietti left-handed e possiamo quindi
disporre di 2N — 1 fasi da riassorbire in questi campi (il —1 viene dal fatto che la corrente resta
immutata per un cambiamento di fase comune a tutti i campi di tipo up e di tipo down). In
totale, le fasi irriducibili sono Nj..:

N?+N—-4N+2 N?-3N+2 (N-1)(N-2)

Nirr = 9 9 9

(8.17)

Ritroviamo i risultati noti per N = 1,2 e, rimarchevolmente, otteniamo N;.. = 1 nel caso di tre
doppietti.

Nello stesso anno, 1976, sono state ottenute

e la prima evidenza diretta delle particelle con charm,

e |’ evidenza per un leptone pesante, il leptone 7, che portava a tre le famiglie leptoniche,

e |’ evidenza per un nuovo quark di tipo down, il quark beauty.
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Negli anni successivi, diversi esperimenti hanno ottenuto evidenza per I’ appartenenza a
doppietti elettrodeboli del 7 e del b, confermando cosi lo schema illustrato nel Cap. 1, fino all’
osservazione diretta del quark top, nel 1994, e del neutrino v, nel 1999.

Nel 2001, esperimenti condotti a KEK (Giappone) e a SLAC (USA), hanno mostrato un
ottimo accordo tra la violazione di CP osservata nei decadimenti dei mesoni con beauty e quanto
calcolabile a partire dalla fase prevista da KM.

Queste scoperte giustificano ampiamente la convenzione, ormai universale, di associare i
nomi di Cabibbo, Kobayashi e Maskawa alla matrice Ucog ps che caratterizza il mixing dei quark
nella teoria con tre famiglie.



Capitolo 9

INTERAZIONI ELETTRODEBOLI
DEI QUARK

Consideriamo in questo Capitolo I’ inclusione nella teoria di Weinberg e Salam della materia
subnucleare.

Gli adroni, le particelle sensibili alle interazioni forti, sono descritti come stati composti da
quark e antiquark. In Natura sono state osservate tre famiglie di quark con gli stessi numeri
quantici elettrodeboli come illustrato nel Cap. 9, secondo lo schema:

u
; UR, dr
(4),
C .
s L7 CR, SR
t
< b> i tr, bR (9.1)
L

Ogni campo di quark si presenta in tre varietd distinte da un numero quantico di colore cui sono
associate le interazioni forti dei quark stessi (ad es. u — uq, @ = 1,2, 3).

In analogia con I’ elettrone ed il corrispondente neutrino, abbiamo attribuito spin isotopico
debole 1/2 e 0 ai campi left-handed e right-handed, rispettivamente. In presenza di rottura della
simmetria elettrodebole, tuttavia, occorre distinguere i campi nelle equazioni precedenti, che
hanno isospin debole definito, dai campi che creano o distruggono i quark fisici.

Nel seguito, indichiamo con u,,d,;, etc. i campi fisici, intendendo che i campi
senza suffisso siano quelli con isospin debole definito.

In parallelo alle tre famiglie di quark, i leptoni conosciuti sono organizzati in tre famiglie di
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campi, privi di colore e con isospin debole definito:
Ve .
e . ) R
v
( " ) ; UR
mJL
v
i ; 2
()0

Le assegnazioni precedenti determinano le interazioni dei quark e dei leptoni con i campi di
gauge elettrodeboli, bosoni intermedi e fotone. I numeri quantici corrispondenti sono stati veri-
ficati sperimentalmente in processi diversi, in modo particolare nello studio delle disintegrazioni
dei bosoni vettori Z e W (cfr. Cap. 9). In questo Capitolo consideriamo le interazioni dei
quark con il doppietto di Higgs, interazioni che regolano masse e mixing di queste particelle.

9.1 Masse e mixing dei quark

Per ogni coppia di famiglie, possiamo costruire due invarianti analoghi a quelli nelle (6.29)
e (6.33). Esplicitamente (gli indici di famiglia, i e j, sono fissi, gli indici di isospin debole ripetuti,
a,b=1,2, sono sommati):

Lij = gl QidD; + g5 eaUsQIe" + hoc. (i,5 = 1,2,3)
Low =Y L (9.3)
ij

Q; rappresenta il generico doppietto left-handed nella (9.1) mentre U; e D; denotano i campi
right-handed di tipo up (u, ¢, t) e di tipo down (d, s, b). Le costanti di accoppiamento, gl-l])» e g%
pssono assumere valori qualsiasi, eventualmente complessi se richiediamo solo la hermicita della
Lagrangiana. Valori complessi delle costanti di accoppiamento possono condurre a violazioni
delle simmetrie CP e T, lasciando la simmetria CPT esatta, cfr. [12].

Se sostituiamo nella (9.3) il valore nel vuoto del campo di Higgs, cfr. la (6.16), otteniamo la
lagrangiana di massa dei quark:

Lyn = DLM*Dg +Ur MU, + h.c.
(M%) = glm; (M")i; = gijn (9.4)

M%% sono matrici nello spazio delle famiglie, in genere non diagonali. Questo introduce una
differenza tra la base elettrodebole, individuata dai campi indicati nelle (9.1), e la base fisica
individuata dai campi che diagonalizzano le matrici di massa e sono associati alle particelle fisi-
che. Per caratterizzare la base fisica, utilizziamo la decomposizione delle matrici M%* illustrata
nell” Appendice B, eq. (B.12), per cui possiamo scrivere:

MY =Wim,Z; M%=U"mgv (9.5)
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con m, q matrici diagonali e positive e W, Z, U, V unitarie. La lagrangiana di massa si scrive
quindi come:

Lyn = DU'mgVDg + UpWim, ZUy, + h.c. (9.6)
Notiamo adesso che le trasformazioni:
Ur — WUg; Dr— VDpg (9.7)

corrispondono ad una ridefinizione dei singoletti elettrodeboli che possiamo eseguire rispettando
la simmetria elettrodebole. Similmente, possiamo assorbire la matrice Z in una ridefinizione dei
doppietti left-handed:

o=(p )~z (98)

e quindi ottenere:

ﬁqm = DLZUdeDR + ﬁRmuUL + h.c. =
= DLUCKMmdDR + URmuUL + h.c. (9.9)

I campi che compaiono nella (9.9) hanno ancora isospin debole definito ma, mentre i campi
di tipo U diagonalizzano la massa, nella nuova base c’e’ ancora un disallineamento per i campi
di tipo D. Poniamo quindi:

(Dpr) 1L, = UgKMDL; OVVero :

d dpn

Dp=| s = Uckm(Dpn)r = Uckm | Sph ; (9.10)
b/, bpr. /) |

Dy = (Dpp)1 + Dp (9.11)

In termini dei campi fisici, la lagrangiana di massa e adesso completamente diagonale:

Eqm = DLZUdeDR + URmuUL + h.c. =
= DLUCKMmdDR + URmuUL + h.c. =

= (Dpn)rmaDr + (Upn) Rmu(Upn) L + h.c. =
= DppmgDpp + UppmyUpp (9.12)

Come vedremo tra un momento, la matrice Uo i ps € proprio la matrice di Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa introdotta nel Capitolo precedente, che determina le interazioni deboli di corrente
neutra dei quark.

Il disallineamento rappresentato da Ucgas rompe la simmetria elettrodebole. L’ operatore
di abbassamento dello isospin debole applicato a U = Uy, produce D # Dy, che ¢ una so-
vrapposizione di campi fisici associati a particelle con masse differenti tra loro e quindi non e
autostato dell’ Hamiltoniana. Fisicamente, questo effetto si trasmette alla corrente accoppiata
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al bosone intermedio carico. La corrente, associata all’ operatore che innalza lo isospin debole,
cambia ogni quark di tipo down, nella base elettrodebole, nel corrispondente campo di tipo up:

J£+) = Ji + iJi = UL’YMDL = (ﬁph)L'YuUCKM(Dph)L =

(NN

d
(a ¢ t)yu(=)Uckm | s (9.13)
d

dove abbiamo sottinteso, per semplicita di notazione, il suffisso ph dai campi dei quark.

Gli elementi diagonali di Uogas, che sperimentalmente risultano dominanti, producono i
decadimenti intra-famiglia: d — u, ¢ — s et — b. Gli elementi non diagonali violano la
conservazione del tipo di famiglia (denominato usualmente sapore). Concludiamo quindi che,
per effetto del mixing indotto dalla rottura di SU(2);, ® U(1)y:

e | processi mediati dalle correnti cariche violano la conservazione del sapore dei quark.

Nel complesso, gli elementi della matrice Uog pr hanno una rilevanza cosmologica in quanto
permettono i decadimenti dei quark s e b, le particelle piu leggere dei rispettivi doppietti, che
altrimenti sarebbero assolutamente stabili. La loro presenza spiega perche la materia ordinaria
sia costituita solo da quark di tipo u e d.

Per completare il quadro delle interazioni dei quark con i campi vettoriali di SU(2), ®@U(1)y,
dobbiamo considerare I’ accoppiamento con il bosone Z, che avviene attraverso la corrente neutra
(cfr. 1" eq. (4.31)):

J?) = J3 —sin®0.J5™ (9.14)

dove J¢™ rappresenta la corrente elettromagnetica e J? la terza componente della corrente di
isospin debole. Se usiamo la notazione usata in (9.8) per indicare il complesso dei doppietti
left-handed, possiamo scrivere (la matrice T ¢ composta di blocchi 3x3):

. = = 0 Uc
Jh+id; = QTTQ = Qyy ( 0 é(M ) Q (9.15)
e, in corrispondenza:

Jp=Qy [TH,T7]Q =
- UokxmUf 0

=Q CrM Q

8 0 _UgKMUCKM

= 1 0

Dato che la corrente elettromagnetica ¢ ovviamente diagonale nei quark, la corrente neutra
implicata dalla (9.14) e dallo schema di mixing (9.11) ¢ diagonale nelle famiglie. A differenza
dei processi mediati dalle corrente cariche, appena esaminati:

e i processi mediati dalla corrente neutra conservano il sapore dei quark.
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La prima evidenza sperimentale per questa regola di selezione proviene dai decadimenti dei
mesoni K, per i quali si trova:

B(K' — ptv) = (63.55 £ 0.11) - 1072
B(KY — ™) = (6.84+0.11) - 107 (9.17)
e dalla differenza di massa K°K°. Processi di questo tipo sono descritti, nella Teoria Standard,

dai grafici delle Fig. 9.1 e 8.2. Le ampiezze sono soppressi dal meccanismo GIM, o dalle sue
estensioni alla teoria con sei flavor, in modo da risultare effettivamente di ordine G%, come

osservato.
d w u d H
— N\ NN w
ZO
u,c SR Y u, ¢
——— NN —— =
J w H s H
b
() (b)

Figura 9.1: Diagrammi di Feynman del processo: K° = (d5) — u*u~ nella teoria elettrodebole.

9.2 La matrice di Cabibbo-Kobayashi-Maskawa.

Nel corso degli anni, si é rivelata particolarmente utile la parametrizzazione della matrice
Uckym dovuta a L. Wolfenstein[19]( cfr. Ref.[20] per una rassegna recente). Questa parame-
trizzazione parte dall’osservazione che gli elementi della matrice sono di O(1) sulla diagonale e
diventano sempre pid piccoli in corrispondenza a transizioni tra quark di generazioni crescenti.
L’ordine di grandezza delle transizioni é dato dalle potenze di A = sin ¢, corrette da due para-
metri reali: un parametro reale, A, per b — ¢, e un parametro A%(p — in), per b — u. La fase
che viola C'P ¢é dovuta ad n # 0.

Fissate le transizione di base, gli altri elementi di matrice sono determinati dall’'unitarieta
della matrice. Le relazioni di unitarietd sono risolte in serie di potenze di A fino alla precisione
desiderata. Diamo qui la parametrizzazione introdotta in Ref. [22] (vedi anche [23]) in cui sono
tenuti termini fino all’ordine A°.

— 21\ A AN} (p —in)
Uckm = | —A+3AZN[1—2(p+in)  1— 532 — IXH(1+44?) AN? (9.18)

ANL— (1= 3N (p+in)] —AN +TAN[1 —2(p+in)] 11— A%N?
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In molti casi, é sufficiente usare la parametrizzazione originale di Wolfenstein[19], valida
all’'ordine \3:

1— X2 A AX3(p — in)
Uckm = - 1—1)2 AN? (9.19)
AN 1 = (p+in)] —AN? 1

I valori dei parametri della matrice CKM si ottengono da un fit simultaneo a moltissimi dati
sulle interazioni elettrodeboli delle particelle con i diversi flavor, cfr. la Ref. [20] per una estesa
disussione. Nella stessa Ref. sono riportati i valori del fit migliore:

A = 0.2253 +0.0007, A = 0.8087)-522
p=0.132700% 7 = 0.341 £ 0.013 (9.20)

dove p e 7 sono circa eguali e collegati a p e n dalla relazione:

ny (p+in)V1 — A2)\4
? =
P T TR - 42N+ i)

Queste relazioni assicurano che p + i = —(UyuqU,)/(UcqU) € indipendente dalla convenzione
di fase and che la matrice CKM, scritta in termini di p e 77 é unitaria a tutti gli ordini in A.
La Fig. 9.2 riporta le restrizioni provenienti dalle diverse quantité fisiche e illustra la qualita

del fit in (9.20).

(9.21)
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Figura 9.2: CKM fit, Ref. [20].
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Capitolo 10

DETERMINAZIONE DELLA
CORRENTE NEUTRA
LEPTONICA

10.1 Sezione d’ urto dei processi v, — e, 1/, — ¢

La corrente JHZ nella (4.32) ¢ la somma di contributi dai diversi leptoni. Quindi nel prodotto
che compare nella (4.34) ci saranno termini non diagonali, ad esempio termini che accoppiano i
nuetrini muonici con I’ elettrone. Studiamo in questa sezione la sezione d’ urto dei processi di
diffusione elastica di neutrini ed antineutrini muonici sugli elettroni atomici:

v,te —uv,+e
vyte —iv,t+e” (10.1)

osservata con fasci di neutrini di alta energia, da alcuni GeV ad alcune centinaia di GeV. In
entrambi i casi, possiamo trascurare la massa dei leptoni, come faremo sistematicamente in
questo capitolo.

I processi (10.1) rappresentano le reazioni piu semplici previste dalla teoria eletrodebole.
Sono stati scoperti nel 1973 al PS del CERN, con la camera a bolle Gargamelle. Processi di
neutrini di alta energia sono stati studiati a FermiLab, al Tevatron, ed al CERN, all’ SPS, nel
corso degli anni settanta. I risultati di questi esperimenti sono stati di importanzas cruciale per
lo sviluppo della teoria delle particelle fondamentali (per un’ estesa discussione della sviluppo
storico e della teoria dei neutrini, cfr. [24]).

I termini rilevanti nella lagrangiana (4.34) sono:

G
clenvee) = Tg[ﬂuw(l —v5)vu] - lgrev (1 — y5)e + grey (1 + vs5)e]

1
gL=-5 +sin?0; gr = sin0 (10.2)
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In alternativa, possiamo usare la parametrizzazione in termini delle correnti assiali e vettoriali:
ﬁ(cn vue) _ GF — 1 — A
= E[VWA( —¥5)vu] - [ev*(gv + garys)e]
1 . 9
QV:gR+gL:—§+281n 0,

1
ga=9r = 9L =5 (10.3)

Reazione v, — e. L’ elemento di matrice S si scrive (indichiamo i 4-momenti con i simboli
delle particelle):

! _ / / Gr . ﬂ
<V, €18V e >= 2n)* 6B/ +¢ —v—e)- E(Hw‘ EV) M
M =a(@ ) (1 = y5)u(v) -
[gra(e" )7 (1 =5 )ule) + gru(e )y (1 +7s)u(e)] (10.4)

La sezione d’ urto differenziale nel sistema di riferimento del laboratorio é:

BV dBe G2 m, |1
do = 2m)* W0 +¢ —v—e)- ORE TF(Hi,f =13 > IMP (10.5)

all spin

Il fattore 1/2 & dovuto alla media sugli spin iniziali: ci sono solo due stai su cui mediare, gli
stati di spin dell’ elettrone, in quanto il neutrino che proviene dal decadimento di un pione, € in
un puro stato di elicita —1/2.

Poniamo:

memy Y |M]P = N"E,, (10.6)
all spin

NH = iTr "1 =)'y (L= 5)] = %TT [Py (1= 5)] =

=2 [(y/)“y” + (W) — g™ (V) + ine“a”ﬁu('lyﬁ} (10.7)

B = 2 G T (1= 9s)f7" (1 = 5)] + GhT (L 26)f'" (14 75)]} =

= 2{GR[(¢)"e” + (¢))"et — g (€'e) + ine' ™ cyes] + g — )} (103)

n ¢ un segno che non vale la pena determinare (ma comunque cfr. [1]): occorre solo seguire i
segni relativi tra i termini del neutrino e quelli dell’ elettrone. Troviamo:

NH By, = 16[gj, (ve)(V'e') + gh(ve') (ve)] (10.9)
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da cui:
B3V d3e
_ 4¢(4
do = 2n)*6W W/ +¢ —v—e)- @ (@n)? .
E (V'e)\?
(2 v 2 2
4(GFme)_Ee’Eu_’ l97 + g7 ( (ve) > ] (10.10)

L’ integrazione sullo spazio delle fasi si esegue in modo standard:

e |’ integrale sul momento del neutrino uscente elimina la funzione delta tridimensionale e

!/ __ /.
pone V' =v —¢€';

e |’ integrazione sul coseno dell’ angolo polare dell’ elettrone finale, cos f, si esegue usando
la funzione delta dell” energia, il cui argomento é:

f(cosO) =m.+ E, — Eo — \/EE + Eg, —2E,FE,/ cos 0 (10.11)
e quindi introduce un fattore:
8f —1 El//
= 10.12
| 0 cos | E E. ( )

e |’ integrazione sull’ angolo azimutale delle’ elettrone uscente introduce un fattore 2.

In conclusione, troviamo:

_ dEy G%2m.E,

d
o E,

97 + g%

(We) ) 2] (10.13)

E usuale introdurre la variabile 0 >y <=1

y= ]‘ZVV =1+ Z‘fy (10.14)
e scrivere infine:
O = S+ g1 -
grne = Ceoiga 4 Lo (10.15)
in termini della variabile s (il quadrato dell’ energia nel centro di massa):
s=(e+v)? ~2(ev) =2m.E, (10.16)
La scala delle sezioni d’ urto e determinata dalla combinazione:
Gp2meby _ 17210~ em2—Lv_ (10.17)

m 1GeV



86 DETERMINAZIONE DELLA CORRENTE NEUTRA LEPTONICA

Reazione 7, — e. Si passa dal neutrino all’ antineutrino semplicemente scambiando v < 1/
nella (10.7) ovvero mandando n — —n nella (10.8). In conclusione, otteniamo la sezione d’ urto
di antineutrino semplicemente scambiando gz, < gr nella (10.15):

do? " G%S 2 2 2
e 1—

a0 ——loz(1 =) + gl
_ G%s 14

2
—qg7 + 10.1
- [39L ) (10.18)

v,nc

g

Reazione di corrente carica. Con un calcolo analogo si ottiene la sezione d’ urto del
processo di corrente carica:

Vpte—p + e (10.19)

dove Gl

dy T

(10.20)

I valori degli accoppiamenti chirali nella corrente neutra si ottengono dalla misura dei
rapporti [24]:

O,u,nc 9 1 9
Ry = e = 91+ 398

O.E,nc 1
RD = ov.cc = gg% +g% (1021)

I rapporti in (10.21) determinano quattro combinazioni di g, e gr (le intersezioni di due
ellissi) che differiscono per i segni.

Il segno relativo si pué fissare dalla sezione d’ urto dei processi ve-e ad energia dell’ ordine
del MeV, che ¢ sensibile ai termini di ordine (m./E,)grgr. Il segno assoluto si trova dall’
asimmetria avanti-indietro nel processo ete™ — u*u~ (vedi dopo) che dipende dai prodotti egy,
ed egp.

In conclusione, dai dati di neutrino piu le informazioni sul segno si trova:

ga = 0.525 + 0.032
gv = —0.036 +0.018 (10.22)

Nonostante la precisione delle (10.22) sia stata successivamente superata dalle misure sul
bosone intermedio Z, le reazioni di neutrini hanno avuto un’ importanza cruciale perche hanno
dato per la prima volta una predizione delle masse dei bosoni intermedi.

Dalle (10.22) e (10.3) troviamo:

sin § ~ 0.24 (10.23)
e quindi (e? = 4ra ~ 47/137):

M
M3 = 1%~ (77, 2 My =Y ~89.1 10.24
W= aas (77.5 GeV)*; My p— 89.1 GeV (10.24)
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Nota. La relazione égvyter, = 0 implica che le correnti assiali e vettoriali conservano 1’ elicita
delle particelle. Nel centro di massa della reazione (10.1), le elicita delle particelle iniziali e
finali sono distribuite come in Fig. 10.1, per la diffusione di un neutrino su un elettrone L o R.
Nel secondo caso, la componente del momento angolare iniziale nella direzione dell’ elettrone e
(J:)in = +1 mentre, se 1" angolo di diffusione & 180°, (Jz)fm = —1. Quindi I’ ampiezza si deve
annullare per cos 8* = —1. Esplicitamente abbiamo:

(V'e) 1+cosh*

) . (10.25)

1—y=

Il fattore (1 — %)? che moltiplica 912'% permette alla sezione d’ urto di soddisfare la regola di
selezione. Al contrario, per la diffusione del neutrino su un elettrone L, la componente del
momento angolare nella direzione dell’ elettrone ¢ J, = 0 e I’ ampiezza di diffusione non deve

avere alcuno zero.

€R Vi

//w_

Figura 10.1: Conservazione delle elicitd nella diffusione v, — eg. Per 0* = 180° la componente del

momento angolare lungo la linea di volo non si conserva e 1’ ampiezza si deve annullare.

10.2 Larghezze leptoniche dello Z

Dalle (4.31) e (4.32) troviamo, al primo ordine in g:

< 1S9z >= L g
2MzV  4cos?6

< f1I40)0 > 2m)*6W (P - Py) (10.26)

Procedendo come al solito, otteniamo la formula per la larghezza:

2
g v P,Pv
0s2 0 > @)W (P—Py) <0lJZ(0)|f >< fl75(0)]0 > (~guw+—75-) (10.27)
f 7z

1 1
3 2Mz 4c
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Se trascuriamo la massa dei leptoni carichi, la corrente dello Z & conservata e il proiettore sugli
stati si pué semplificare in —g,,,. Con semplici calcoli, si trova:

I(Z = f+ f) =To(4g7 + 493);

T, — M3 ~ 0.147 GeV 10.28
7 Tovor Z (1028)

con

(49% + 49}2%) =1 (f = Ve, Vp, VT)
(497 + 4g%) = (1 — 2sin® 0)* + 4sin*0 ~ 0.50 (f=e, u,7); (10.29)

10.3 Formula di Breit-Wigner relativistica

Il propagatore di una particelle neutra (come lo Z°) deve dare I’ ampiezza per trovare al
tempo t la particella creata al tempo 0 (¢ > 0). Per una particelle instabile con vita media
7 e larghezza I' = 1/7, ci aspettiamo che, oltre al fattore e(=wt) 1 ampiezza contenga un
esponenziale reale decrescente, che rappresenta I’ ampiezza di non-decadimento fino al tempo ¢

At > 0) ~ e~ @@l 3m120 (1 > 0) (10.30)

(11 fattore 1/v = M /w contiene la dilatazione relativistica della vita media di una particella con
velocita v = |p|/w).
Per tempi t < 0, I’ ampiezza per osservare la particella in 0, se e stata prodotta al tempo t,
deve contenere il fattore:
. M T
At < 0) ~ “@leam 2! (4 < 0) (10.31)
Ricordiamo che A(t) si ottiene dall’ integrazione nel piano complesso di p° lungo il cammino
di Feynman [1]. Pid precisamente, gli esponenti sono i valori di —ip® nei poli della trasformata di
Fourier del propagatore. Vediamo quindi che nel caso di particelle instabili i due poli si devono

trovare in: r MT
wh =w(p) - ia & Wwh)? ~w? - i (10.32)
r MT
W =—w(p) +ig- & (w)? ~w? - i (10.33)
v

dove abbiamo approssimato per I' << M. In termini della variabile p?, otteniamo la posizione
corretta dei due poli se nel propagatore sostituiamo:

p? — M? — p?> — M* +iMT (10.34)

In corrispondenza, la trasformata di Fourier del propagatore dello Z, cfr. (?7?) si trasforma
secondo la:

—YGuv + kuku/MQ —Guv + kuku/Mz

K2 — M2 +ie  k2— M2+ iMT

(10.35)
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10.4 Fisica dello Z nelle reazioni e™ e~

Consideriamo i processi:
ete” — ff; (f#e) (10.36)
Al secondo ordine nella teoria delle perturbazioni e per f # e, I’ ampiezza del processo

¢ la somma di due ampiezze, corrispondenti rispettivamente allo scambio del fotone e dello Z
(Fig.10.2):

M= My + My (10.37)

In corrispondenza, il modulo quadro, e quindi la sezione d’ urto, ela somma di tre termini, che
indichiamo rispettivamente come termine risonante, interferenza e termine elettromagnetico:

IM? = [Mz|* + 2Re(Mz M) + | M, |? (10.38)
€ e
e f
LIS v
Z
e f- e e

(a) (b) (c)

Figura 10.2: (a) e (b): grafici di Feynman per 'annichilazione ete™ — ff, con f # e. Per f = e e per

piccoli angoli di diffusione occorre tenere conto del grafico di diffusione coulombiana, (c).

Ci poniamo nel centro di massa della (10.36) e indichiamo con E I’ energia totale:

E=E,+E_=2F, (10.39)

Termine elettromagnetico. Si ottiene dal ben noto calcolo della sezione d’ urto di anni-
chilazione eTe™ — ptp~ [1]:

4 2

(10.40)
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Termine risonante. Dalla lagrangiana (4.31) troviamo!:

S M = (L S0 Ot e > DE(P) < FinJZ(0)]0 )

. 4cos? 6 _
fin fin
(< eTem|JZ(0)|0 > (DY (P))* < 0[JZ(0)| fin >) - (2m)*6™W (py + p— — ppin) =
2
g 2
- D(P)I?.
4cos? 6 D)

(< 0lJZ(0)eTe” >< ete”|JF(0)[0 >) TI*(P)ITM (P) -

2
.40382 5 2 Wy +po = ppin) <O (O)[fin >< finl 7700 > (10.41)
fin

dove abbiamo posto:

1
. 2 _ .
P=py+p; |D(P)| - (PQ_ 7\[%)2_{_ A[%IQZ’

PHPy
M

1" (P) = —g" + (10.42)

Nelle considerazioni che seguono, ci porremo nella regione intorno alla risonanza: P? ~ M%
In questa regione:

P,II" (P) ~ 0 (10.43)

L’ ultima linea della (10.41) produce un tensore a due indici, o,v che dipende solo da
P =py + p_. Questo tensore pud solo essere una combinazione dei due possibili tensori, g,, €
P,P, con coefficienti funzioni dell’ invariante P2. In formule:

2
952 5 2_@m)*O (P — prin) < Ol (O)|fin >< fin| T} (0)|0 >=
o

fin

4c
= 9o A(P?) + P, P,B(P?) (10.44)

I1 termine in B non contribuisce in virtu della condizione di ortogonalita (C.58), mentre A pué
essere ottenuto proiettando con I1?”. Troviamo (notando che I17¢,, = 3):

1 g ov 45(4) z , 17 _
=3 Tog II fZ(zw) SW(P = ppin) < 0[JZ(0)|fin >< fin|JZ(0)]0 >=
= 2Mzrf;
Iy =T0(Z — fin) (10.45)

L’ ultimo passaggio si ottiene confrontando con I’ eq. (10.27) della Sezione precedente.

1d’ ora innanzi omettiamo i fattori del volume di normalizzazione, V, che comunque si cancellano nelle
sezioni d’ urto e/o nelle larghezze.
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Sostituendo nella (10.41), otteniamo:

Z|MZ|2:4 g

75/ D(P)* - 2MT -

fin
-Gou [T (P)II (P) (< 017 (0)]eTe™ >< ete™|J{(0)]0 >) =
= |D(P)] - 2MzT; -
2
g _ _
HM(4 55 < 0[J7(0)|ete” >< ete™|J{(0)]0 >) (10.46)

Se sommiamo sugli spin di elettrone e positrone (cosa che dobbiamo comunque fare per
ottenere la sezione d’ urto non polarizzata) I’ ultima linea dell’ eq. (10.46) pué essere espressa
in termini della larghezza parziale in e™ e~. Questo si vede considerando 1’ espressione di
I'(Z —eTe):

(2m)* 6 (P —py +p) -

§ 1 PPpy dPp_
I'(Z—ete)=T.= g / P+ 0P

4cos?20 2My | (2m)3 (2m)3
- HfM P)> <07 (0)ete >< e [J(0)[0 > (10.47)
s in
e integriamo p_ con la delta 3-dimensionale;

e integriamo I’ energia E con la delta dell’ energia, ottenendo un fattore 1/2 dalla relazione:

6(2E4 — Mz) =1/2 6(Ey — Mz/2);

e il risultato e invariante per rotazioni e quindi I’ integrazione sull’ angolo solido di p; da
4.

In conclusione, troviamo:
11 ( ¢ M3
¢ 32My ‘4cos?6 8r
CIPN(P) Y < 0[JZ(0)|etem >< etem|TZ(0)[0 >) =

s in

Mz —g¢? 70 20
= — 1 -4
487T(400829 E < 0|J;7 ( 0)lete” ><eTe |J{(0)]0 >) (10.48)

s in

Sostituendo infine nella (10.46) dopo avere introdotto la media sugli spin iniziali, troviamo il
semplice risultato:

24rT. I’
z M |2 e J 10.49
IS M = (10.49

s i fin

Per ottenere la sezione d’ urto risonante dobbiamo semplicemente dividere per il fattore di
flusso, pari a 2v = 2 nel centro di massa, e otteniamo:
1270.I'
(P? = M3)? + M3TY,

oz(ete” = ff) = (10.50)
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Sempre nel centro di massa:

P? = E? (10.51)
e la sezione d’ urto, per E ~ M, si scrive:
o — 1270.I' N
T (B + Mp)X(E — My)? +METS
L 12x r.l'y (10.52)

T M2 A(E— Mg)? 412

e La sezione d’ urto al picco non contiene alcun parametro piccolo, ed & quindi molto pid
grande della sezione d’ urto elettromagnetica (10.40) che é di ordine o?;

e per E = My +T4/2 la sezione d’ urto decresce di una fattore 2 rispetto alla sezione di
picco: I'z puod essere ottenuta dall’ andamento della sezione d’ urto come larghezza a meta
altezza.

e lo scambio dello Z da un’ ottima approssimazione della sezione d’ urto totale intorno allo Z
anche per f=e, tranne che per gli eventi in cui le particelle finali sono molto prossime alla
direzione iniziale, per i quali bisogna tenere conto dell’ ampiezza di diffusione coulombiana,
grafico (c¢) in Fig. 10.2.

I risultati ottenuti suggeriscono una semplice strategia per la verifica della teoria SU(2),@U(1)y .

e L’ andamento della sezione d’ urto per qualsiasi canale osservabile (ad es. f = ) permette
la determinazione accurata di Mz e I'z;

e la misura della sezione d’ urto al picco:

127

@Ber (10.53)

Opeak =
(B indica la frazione di decadimento) permette la determinazione della frazione di deca-
dimento, quindi della larghezza, in tutti i canali wvisibili: e, u, 7, adroni. Da ciascuna di
queste misure otteniamo diverse determinazioni di sin®6 che devono essere tutte consi-
stenti tra loro e con le misure dai neutrini (per la determinazione teorica della larghezza
in adroni, vedi dopo);

e possiamo determinare per sottrazione la larghezza nei canali invisibili: decadimenti in
particelle che non interagiscono nei rivelatori, come i neutrini:

Finv =TIz - Fvis (1054)
e confrontare la larghezza invisibile con quanto atteso dai neutrini:
Tino = NT (10.55)

[y & la larghezza data nell’ eq. (10.28), N il numero di tipi di neutrini con accoppiamento
V-A (left-handed) in cui lo Z pué decadere, in pratica neutrini con una massa inferiore a
circa Mz /2.
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Figura 10.3: Sezione d’ urto di annichilazione elettrone-positrone per E ~ M. Sono mostrate le curve
teoriche in funzione del numero totale di neutrini leggeri left-handed o right-handed. 1 dati confermano

con notevole precisione la Teoria Standard che prevede tre neutrini left-handed, ve, vy, vr.

e in alternativa, possiamo sommare tutti i canali visibili nella sezione d’ urto e confrontare
con la oz in (10.52):
127 Fe(rz - NPQ)
- M3 A(E - Mp)?+TY

07 vis(E) (10.56)

Il confronto ¢ riportato nella Fig. 10.3 e mostra un ottimo accordo con N=3, in corrispon-
denza ai neutrini conosciuti, ve, vy, Vr.

Sezioni d’ urto differenziali e interferenza.

DpDy (Y <O0lHylete™ ><eTe |10 > | - [ Y < fAHL0 ><0[L[ff > | ;

spin spin

H,J=JmJ? (10.57)

termini diretti: H=J, interferenza: H#J. Esplicitamente (M=M,, I' =T'z):

(J=1J%)

1 1
D 2 _ - — Jomy. |D 2 _
| J| P4 (J J )v | J| (PQ —M2)2+M2F2

P2 — M?
P2[(P? — M?2) + M?2T?]

DJemD}Z + D:’}emDJZ - (1058)
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vediamo che [’ interferenza si annulla al picco della risonanza.

Con facili passaggi, ripetendo quanto gia fatto, si trova (nel centro di massa e nel limite di
massa nulla e e ed f tutte le energie sono uguali ad E,=M/2; indichiamo i 4-momenti con i
simboli delle particelle corrispondenti):

T

spin

- %TT [ lgs hs (1= 5) + gih%(1 + )]} (10.59)

dove gf i e h§ p sono le costanti chirali per 1’ elettrone delle correnti J ed H.

Z < O0|Hylete” ><efe|J,[0 > = g5 h§ — 2 [eyéu + epéy — gupulee) + inem“geaéﬁ} ;
spin LL
_ ~ 2 . _
Z < ffIHL0><0|J,|ff > = g{hiﬁ [e,,éu + e,€, — gup(e€) + meuwgeaeﬁ} ;
spin L €
(10.60)

dove n e il fattore +1 introdotto nella Sez. 10.1 e che e similmente non necessario specificare.
Notare lo scambio (v < p) tra le due linee dell” equazione (10.60).
In complesso, troviamo:

16

> < OHyeTe ><ete [ L0> | | D < FFIHL0 >< 0l |ff > | = ok

spin spin
N(eDENGERS - gl ], + g - ghhf) + (e /)@ (5 h5 - ghhdy + gt - gl ) [10.61)

Definiamo 6 come 1" angolo tra la direzione dell’ elettrone e quella del fermione f (quindi I’
angolo di f ¢ 0 + 7). Si vede facilmente che:

(ef) = (ef) = Eg(l +cosf); (ef) = (ef) = Eg(l —cosf) (10.62)

da cui:

> <OHueTe ><ete | L0> | - | Y < fFIHL0 >< 0T |ff> | =16-

spin spin
11+ cos2 0)(gi S, + g5h%) (gl hd + ghhd) +
+2cos 0(g3h§, — gih$) (ghhs — ghhh)] (10.63)

[ do(cos > 0) — [do(cosb < 0)

10.64
[ do(cos > 0)+ [do(cosf < 0) ( )

f
App =
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Prolema Dimostrare che se ¢ ha spin=0 la sezione d’ urto della reazione: ete™ — ¢+ ¢ vale
1/4 della sezione d’urto riportata nella (10.40).
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Capitolo 11

DIGRESSIONE: LA VIOLAZIONE

DELLO SPIN ISOTOPICO

Q4 = / Jg(x, t)dPx3; 0T = 0;

(Q4,QP] = ifapcQ”
[Q4, ¢i] = iT}; ¢;

Nel caso del gruppo chirale SU(3);, ® SU(3)g, abbiamo correnti vettoriali e assiali:

Y

V' =45
N\

A" = a5 54

Consideriamo inoltre le densita scalari e pseudoscalari (solo quark leggeri)

Si = qNig; P =1q\ivsq;

(V48] = ifijuSk; [V Pj] = ifijuPe;
(A", S;] = idijiPr;  [A', Pj] = idjSk;
1,7 =0,1,---,8.

11.1 Bosoni di Goldstone in SU(3); ® SU(3)r

Assumiamo all’ inizio che le masse dei quark u, d, s siano tutte nulle.

(11.1)

(11.2)

(11.3)

(11.4)

Se le interazioni forti rispettano la conservazione della Parita e della Stranezza, gli operatori
che possono avere un VEV= 0 sono Sy, S3,Ss. La simmetria si rompe spontaneamente nei
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sottogruppi:
SUB)L @ SU(3)r —sp0 SUB)v — 8520 SU(2) @ U(1) —
—s520 U(l)q @ U(1)s (11.5)
Le cariche dei sottogruppi esatti annichilano il vuoto. Vediamo i casi possibili.
e < 0[Sp|0 >+ 0: relazioni rilevanti:
(O [A", P31 [0) = idiji (0] S1[0) =
= id;jo (0]S0[0) = i\/gfsz’j (0[500) (11.6)
Tutte le cariche assiali sono rotte ed ho un ottetto di bosoni di Goldstone pseudoscalari.
Le cariche vettoriali annullano il vuoto: SU(3)y € una simmetria esatta.

e Oltre ad Sp, anche < 0]Ss]|0 ># 0: alcune cariche vettoriali non annullano pid il vuoto ed
ho dei bosoni di Goldstone scalari, con i numeri quantici dei K:

(O [V, 851 10) = i fijr. (OSk|0) = ifijs (0] S5|0) (11.7)

e < 0]S3|0 ># 0: altri bosoni di Goldstone scalari con i numeri quantici del pione

Nel mondo reale, la particella di spin zero pid leggera e il pione, pseudoscalare: il mondo
reale sembra essere vicino al primo caso[26]. Quanto vicino?

11.2 Pioni e Kappa come ’quasi’ bosoni di Goldstone

Nel mondo delle interazioni forti non ci sono particelle a massa nulla, ma la massa del pione
€ molto piccola, sulla scala delle masse dei nucleoni, e anche la massa del mesone K ¢ abbastanza
piccola:

m2 =0.019 GeV?: m3% = 0.25 GeV? (11.8)
Facciamo le seguenti ipotesi:

e il vuoto rompe SU(3);, ® SU(3)r ad SU(3)V: < 0|Sp|0 ># 0, con < 0]Sg|0 >, < 0[S3]0 >
uguali a 0;

e i quark hanno masse (m,, mg, ms) piccole sulla scala dell interazioni forti.

Le relazioni trovate nella Sez. 5.3 si modificano perche non ci sono piu poli a p?> = 0, ma
determinano le masse dei mesoni pseudoscalari in termini delle masse dei quark (che appaiono
nella 4-divergenza delle correnti). I mesoni pseudoscalari sono dei ’quasi’ bosoni di Goldstone,
con masse piccole che si annullano con le masse dei quark[27] [28].

Riprendiamo I’ equazione (5.40) applicata alle densita pseudoscalari, P;, ma senza assumere
I’ annullarsi della divergenza della corrente:
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qu/d‘lx 97 < O|T [J¥(2)P(0)] [0 >=
_ / dha 9 < O[T [9,7%(2) P(0)] 0 > +i / B e < 0] [J°(x,0)P;(0)] 0 $11.9)
Se facciamo tendere g, — 0 nella (11.9), il primo membro tende a zero: non ci sono piu

bosoni di Goldstone e quindi la funzione di correlazione non ha pit un polo per ¢ = 0. Quindi
otteniamo la relazione:

/ dhz ¢ < O[T [0, (2) P(0)] 0 >= — / Pr e <0 [J(x,0P,(0)] 0>  (11.10)
Specializziamo adesso al caso delle correnti assiali (11.3):
/d4x e'" < O|T [0 Al (z)P;(0)] |0 >= —idyjo < 0]Sp|0 > (11.11)

Consideriamo i casi possibili, partendo da i = 1. Esplicitamente’:

1, -
Azlt ~ 9 (uW%d + d%%”)
My, + My
A, = ——5—P (11.12)
e quindi:
My —; mgq /d4g; €' < 0|T (P! (2)P'(0)) = —idi10 < 0Sp|0 >= —iA (11.13)

dove A & una costante. Se approssimiamo la funzione a due punti in (11.13) con il contributo
dello stato ad una particella, il pione carico, troviamo:

1

4. i 1 1 )
el eq. (11.13) diventa (nel limite ¢ — 0):
< 5 > z; Z—m 2 = —iA ovvero
My +mg = Cm(nT)? (11.15)
Ripetendo per i casi (tra parentesi ¢ indicata la particella che domina la funzione a due
punti):
i=3 (1°),i=4 (K"),i=6 (KY) (11.16)
'nel calcolare la divergenza della corrente usiamo I’ equazione di Dirac: O yuq = —imgq, con ¢ = u,d

e la sua aggiunta.
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Tabella 11.1: Masse delle risonanze barioniche, stati con spin isotopico massimo.

nome ATt YT =Y Q-
contenuto in quark | (vuu) | (uus) | (uss) | (sss)
Stranezza 0 -1 -2 -3
Massa (MeV) 1232 | 1385 | 1530 | 1672
Differenze (MeV) - 153 | 145 | 142

Si trovano altre tre equazioni simili:

My + mg = Cm(n°)? (11.17)
My +ms = Cm(KT)? (11.18)
mg +ms = Cm(K°)? (11.19)

Abbiamo assunto che le costanti Z soddisfino le condizioni di simmetria:
< O|P 7t >=< 0|P?|7° >=< 0|P}|KT >=< 0|P%|K° > (11.20)

che sono appropriate nel limite di masse nulle dei quark leggeri, u,d,s, in cui la simmetria
SU(3)y ¢ esatta.

Consideriamo dapprima le due equazioni che coinvolgono la somma m, + mg ovvero la
somma di (11.13) e (11.17) e la somma di (11.18) e (11.19). Dopo aver eliminato il fattore di
scala incognito, C', possiamo determinare il rapporto:

my+mq  m*(r") + m?(a0)
M 4 Tetmd T m2(K+) + m2(K0)

= R=0.077 (11.21)

Per fissare la massa del quark s, possiamo ricorrere allo spettro di massa delle risonanze ba-
rioniche considerate nel Cap. 2, vedi fig. 2.4. La composizione in termini di quark e le masse
corrispondenti sono riportate nella Tab. 11.1. Il comportamento lineare delle masse nella stra-
nezza si interpreta naturalmente come dovuto alla differenza di massa ms; — m, che, visto il
risultato nelle (11.26), ¢ circa eguale a ms.

Se prendiamo come valore indicativo ms; = 150 MeV, troviamo:

w = 6 MeV (11.22)

(11.23)

Il risultato in (11.22) é notevole. La scala di massa dei quark up e down fissa la scala della
rottura di SU(2),®SU(2) g che si rompe quindi alla scala del MeV, un valore sorprendentemente
piccolo, visto che la massa del pione ¢ pari a circa 140 MeV.

La rottura esplicita rappresentata dalla (11.22) implica che la massa del pione non sia esat-
tamente zero, come sarebbe richiesto dal teorema di Goldstone, ma comunque molto piccola
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rispetto alla scala delle interazioni forti, ad esempio alla massa del protone, che ¢ associata
piuttosto al valore di < 0[Sp|0 >.

Detto in altri termini, il parametro che caratterizza la rottura nel vuoto della simme-
tria chirale é dell’ordine della costante Z, ~ f, =~ 140 MeV, mentre la rottura esplicita di
SU(2)r, ® SU(2)R é dell’ordine del MeV, ovvero la stessa scala della rottura della simmetria di
spin isotopico, SU(2).

11.3 La violazione dello spin isotopico

Per valutare individualmente le masse dei quark u e d occorre tenere conto che alle differenze
di massa 7t —70 e K+ — KO contribuiscono anche correzioni elettromagnetiche, che corrispondono
all’ energia elettrostatica del campo generato dalle particelle cariche?. Possiamo qui utilizzare
un risultato dovuto a R. Dashen, secondo cui le correzioni elettromagnetiche si cancellano nella
particolare combinazione delle differenze di massa:

[mQ(K+) — mQ(KO)] — [m2(7r+) — mQ(WO)] =A=
= —0.0052 GeV?

Possiamo dunque eguagliare questa combinazione a quanto ottenuto dalle equazioni precedenti
e porre:

my —mg = CA (11.24)

Le correzioni elettromagnetiche, non calcolabili, intervengono nell’ altra combinazione di
masse, ad es. m2(7t) — m?(7%). Restiamo quindi con la (11.24) e con le due equazioni che
coinvolgono la somma m, + mg ovvero la somma di (11.13) e (11.17) e la somma di (11.18) e
(11.19). Di qui, otteniamo il rapporto (11.21) ed inoltre:

my—mg [P w2 (K] - [t — 2]
mg + Mefd [m2(K+) +m?(KV)] ‘
_ (11.25)
da cui troviamo:
[ e =0.029 ] (11.26)
z—j = 0.051 '
Se prendiamo ancora m,; = 150 MeV, troviamo:

my, = 4.4 MeV (11.27)
mg = 7.7 MeV (11.28)

2in particolare, la differenza di massa dei quark non contribuisce alla differenza di massa 7+ — 7% che
quindi e dovuta esclusivamente agli effetti elettromagnetici.
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Un altro risultato sorprendente. La differenza delle masse dei quark up e down, che rompe
lo spin isotopico, non ¢ affatto piccola rispetto alle masse stesse[29]. Come mai quindi lo spin
isotopico € una simmetria cosi rispettata dalle interazioni forti? La spiegazione sta proprio
nella piccolezza delle masse dei quark leggeri: il mondo reale ¢ prossimo alla simmetria di spin
isotopico non perche le masse siano vicine tra loro, come le masse del protone e del neutrone,
ma perche sono entrambe circa eguali a zero!

Un ultimo commento sullo spin isotopico. L’ aspettativa iniziale, accennata nel Cap. 2, era
che la simmetria fosse rotta solo dalle interazioni elettromagnetiche, che ovviamente distinguono
il protone dal neutrone (e il quark up dal quark down). Vediamo ora che a questo effetto se ne
aggiunge un’ altro, associato alle masse dei quark e non controllato dalle interazioni forti.

Il nuovo effetto & necessario per spiegare la fenomenologia delle violazioni dello spin isotopico.
In effetti, tutti i tentativi di calcolare la differenza di massa protone-neutrone sulla pura base
dell’ elettromagnetismo portano (come ¢ naturale!) ad un protone pit pesante del neutrone,
con una differenza My — Mp negativa, pari circa a —1.5 MeV. Tenendo conto che P = (uud) e
N = (udd) il nuovo effetto aggiunge mgy —m,, ~ 3 MeV alla massa del neutrone, riportandoci in
accordo con il dato sperimentale.

Analisi pit precise, eseguite alla fine degli anni sessanta, confermano 1’ accordo della feno-
menologia con la presenza di due componenti nella violazione dello spin isotopico, che sono (per
quanto ne sappiamo casualmente) dello stsso ordine: gli effetti elettromagnetici e la differenza
di massa m, — my.



Capitolo 12

MIXING E VIOLAZIONE DI CP
NEI MESONI K, B E D NEUTRI

12.1 Mixing e violazione di CP nel sistema K" — K.

Illustriamo in questa Sezione le caratteristiche fenomenologiche della violazione della simme-
tria C' P nei decadimenti dei K neutri. Nel Capitolo 13 poniamo a confronto queste caratteristiche
con la teoria CKM.

Hamiltoniana dei mesoni K neutri. Nel sistema di quiete del mesone, ’'Hamiltoniana
si riduce ad una matrice 2 x 2 che scriviamo nella base:

(1) (1)

My, M12>
M = 12.2
<M21 Moy (12.2)

Per completare la descrizione dei mesoni K neutri, dobbiamo tenere conto del fatto che si
tratta di particelle instabili. Analogamente al caso dello Z°, Cap. 10, Sez. 10.3 scriviamo
I’'Hamiltoniana totale nel sistema di quiete:

H=M-— %r (12.3)
dove T é la matrice hermitiana che descrive i decadimenti complessivi di K° e K©:
INTR BT )
I‘ =
< oy T
F117 FQQ real, Pgl = FTQ (124)

In conclusione, scriviamo la matrice H nella forma:

H— <:’fb Tll> (12.5)
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con h,---n complessi e determiniamo autovalori e autovettori, da collegare alle grandezze fisi-
camente misurabili nei decadimenti dei mesoni K neutri (per un’analisi delle simmetrie CP e
CPT in questi decadimenti cfr. le Reff. [30],[23] e [31]).

Simmetrie CP, T e CPT. Scegliamo le fasi dei ket |[K? > e |K? > in modo che sia:
CP|K° >= - |K° >, CPIK® >= —|K" > (12.6)
(La convenzione qui usata & opposta a quella usata in [30]per motivi che saranno chiariti nel Cap.
13). Nella base (12.1), la trasformazione C'P agisce sulle matrici hermitiane M e I attraverso
la matrice di Pauli —7y:
CP: X—-7nXn (X=M,T) (12.7)
mentre 'inversione temporale, T', corrisponde a prendere il complesso coniugato:
T: X — X*, (12.8)
da cui:
CPT : X —- 11 X*ny (12.9)
la simmetria sotto C'P é rispettata da termini in M o I' proporzionali alle matrici di Pauli 1, 7y
ed é violata da termini proporzionali a 7o, come la parte immaginaria di §M? nella (12.2), e a 73,

mentre la simmetria C' PT richiede le matrici 1, 71 (reali e commutanti con 71) e 72 (immaginaria
e anticommutante con 71), ma non 73 (reale e anticommutante con 71, cfr. la Tab. 12.1).

Tabella 12.1: Proprietd di simmetria dei termini dello sviluppo X = col+c171+cama+c37m3 (X =M, T)
sotto le trasformazioni CP, T' e CPT. Il segno + corrisponde all’invarianza sotto la corrispondente
simmetria.

cpP

~

+ + +|S

+ + +|o
+

CPT

L’invarianza sotto T'C'P richiede quindi I'uguaglianza dei termini sulla diagonale nelle (12.2)
e (12.4), invarianza che é soddisfatta, come conseguenza del Teorema T'C' P, in una descrizione
dei K con campi locali, cfr. Cap. 13. Possiamo tuttavia tenere in H due masse e due larghezze
diverse sulla diagonale e mettere separatamente le simmetrie CP e CPT a confronto con i dati.
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Autovalori. Sono le soluzioni dell’equazione secolare:

h—X 1
Det< . n_A> (12.10)

da cui seguono le due soluzioni

h+n+/h—n?+d
A= (2 n)® + 4im (12.11)

Autovettori. Scriviamo gli autovettori corrispondenti a A+ nella forma:

vy = ( P > (12.12)

q+

e troviamo facilmente:

(g)i _ n—nh+/(h—n)?+4lm
21

;. (12.13)

Nel limite in cui le simmetrie CP e C'PT sono esatte, le matrici M e I' sono combinazioni
di 1 e 71, che corrisponde a h = n e [ = m. In questo caso, gli autovettori sono le semplici
combinazioni:

CP, CPT : simmetrie esatte

0 0
er:%(i):%:Kg(CP:—l)

v = % ( 4 > _ % — K, (CP = +1) (12.14)

Lo stato K; pué decadere in due mesoni 7 (che nello stato con L = 0 hanno CP = +1)
mentre lo stato Ky deve decadere in almeno tre mesoni 7 ( CP = —1 in L = 0) con uno spazio
delle fasi molto ridotto. Questa situazione persiste anche in presenza di una piccola violazione
di CP e si usano le notazioni Kg e K, (S=short, L=long) per i due autostati di M che sono
prossimi a Kj e Ko. Sperimentalmente 7(Kp)/7(Kg) ~ 500. Per mettere in evidenza questa
vicinanza, si usa scrivere:

CP, CPT : violazioni generiche (12.15)

vy = K, = NL(K2 + GLKl)KS
v_ = Kg = Ng(Kj + esK3) (12.16)
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dove Ng 1, sono fattori di normalizzazione. Confrontando con le (12.12) e (12.13), si trova:

(q) n—h+y/(h—n)2+4m 1—¢p
P T 21 C14er
—h—+/(h—n)2+4l 1-—
(=" (h—m) +dlm _ _1-es (12.17)
p 21 1+ €9
Nella letteratura si introducono le notazioni:
€= %; A= % (12.18)

Le quantitd misurabili collegate alla matrice H sono le masse e le larghezze degli stati Kg f,
e i parametri € e A | cfr Tabb. 12.1, 12.1 e Ref. [21].

(mg +mp)/2 Am = mj —mg Tg TI
497.614 +£0.024  (3.483 +0.006)10~2  (0.8937 4 0.0012)10~1Y  (511.6 +2.1)10~ 19

Tabella 12.2: Masse (MeV) e vite medie (sec) dei K neutri.

le] arg e Re(A) Im(A)
(2.228 £0.011)1072  (43.51 £0.05)® (25 +£23)107° (—0.6 +1.9)10°

Tabella 12.3: Parametri della violazione di CP e C'PT nella matrice di massa dei K neutri.

La quantitd Am pud essere anche data in unitd di (tempo)~!:
Am =mp —mg = (0.5290 + 0.0015)10'%s ™! (12.19)

Per ottenere i parametri che compaiono nell’Hamiltoniana, H, dalle quantitd misurabili
occorre invertire le relazioni (12.11) e (12.17). Sono quattro relazioni complesse, che determinano
i quattro elementi complessi di H. L’inversione di queste relazioni si fa agevolmente se ci si limita
ai termini del primo ordine nelle (comunque piccole) violazioni di CP e CPT.

In questa approssimazione, la radice quadrata nella (12.11) si semplifica:

1 i i 2
[(h — n)2 + 4lm] 2~2 {(Mm — §F12)(Mf2 - §P>1k2)] =

1 _ . i
=2 ‘M12’2 - Z‘F12‘2 - zRe(MlgI‘lz)] ~ 2(R€M12 - §R€F12) (1220)

e troviamo:

My + My — 1(Ty1 +Tao) £ 2(ReMis — $Rel12)

— 12.21
+ 5 ( )




12.1 Mixing e violazione di C'P nel sistema K° — K°. 107

OvVVvero:

My + Mg = mg +mp;

I'i 4T =Tg+Ty; (12.22)
2Re(Mi2) = mp — mg = +Am;
2Re(T'19) = —(I's = I'y) = —AT (12.23)

Consideriamo adesso le (12.17). Facendo il prodotto membro a membro delle due equazioni
troviamo:

mo (1—65 1—e€p
I l+es 1+eg

)~ —(1—2(es +€1)) = —(1—4e) (12.24)

mentre il rapporto membro a membro ci da:

(h—n)2+4m+n—h h—n
Nl— —
V(h—n)2+4lm — (n—h) Vim
1+es. 1—¢€p
= ~1+2(eg — =1+4A 12.2
(L) 1 2es — ) = 1+ (1225

Per il primo membro della (12.24) troviamo:

m My —§T%, 14 (=ilmMiz — gIml1z)(ReMiz — §Rel12) ™!
l M12 — %F12 1-— (—iIliz — %Imflg)(ReMlg — %Rel‘u)*l
(—iIlig — %ImFlg) 1 2(ImM12 — %ImFlg)

(ReM12 — %Rerlg) N (iReMlg + %Rerlg)

=142

(12.26)

Usando le (12.23) possiamo esprimere le parti reali nel denominatore in termini di Am e AT":

4 (ImMyy — %Imfu) 2Am

Am  (—22m 4 1) Car)

(12.27)

Il termine ImI'1o dipende dalla violazione diretta di C'P nei decadimenti deboli, che sappiamo
sperimentalmente essere circa 1073 volte la violazione nel mixing rappresentata da e. Con:
ImI'y5 ~ 0, troviamo:

1 ImMis N ImM;o

- = ' Tosw 12.2
€= A (Zitan dsw + 1)(tan Psw) A (sin psw e (12.28)

dove abbiamo introdotto la cosiddetta fase superdebole ' , sy, definita da:

p B ¢ [2Am
s = arctan AT

] = 43.45° (12.29)

Lquesto sarebbe I’argomento di € in una teoria in cui le interazioni elettrodeboli rispettassero esatta-
mente C'P e la violazione osservata fosse l'effetto al primo ordine di una interazione superdebole[32], che
produce come unico effetto osservabile la transizione K° — K°. Di qui il nome attribuito alla fase (12.29).
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Dalla (12.28) vediamo che l’argomento del numero complesso € é fissato al valore di ¢gy, indi-
pendentemente dai dettagli della teoria elettrodebole che sono contenuti nella quantita Im Mo,
e in ottimo accordo con il valore sperimentale, cfr. Tab. 12.1.

Per finire, analizziamo la (12.25), da cui si trova direttamente la relazione:

1My — My — 1T —To)

A= .
4 R6M12 - %Reflg
i My — My — 5(T'1y —Ta)
AT A -
Al —°5r 1

; o My{ — Mgy — (' =T
_ %(Sin¢sw)e+z¢sw 11 QQA;L( 11 22)

che collega la violazione di C PT rappresentata da M1, — Moo e I'11 —I'9o alla quantita osservabile
A.

Al momento non si hanno indicazioni positive per una violazione di C PT', come indicato dai
valori riportati nella Tab. 12.1, cfr. Ref. [31].

A conclusione di questa Sezione, annotiamo la relazione di M5 con le osservabili della matrice

(12.30)

massa del mesoni K:

A
Re(Mis) = Tm (12.31)
Im(M) Re(e) e
Am  singgw cosdsy  sindgw (12.32)

La previsione CKM per questi stessi parametri sara illustrata nel Cap. 13.

12.2 Mixing nei mesoni B e D neutri

In linea generale, il formalismo che abbiamo illustrato per i mesoni K resta valido nel caso
del mixing dei mesoni B® = (bd) e B® = (bd). Una differenza importante, tuttavia, si ha al livello
della matrice delle larghezze. I decadimenti deboli dei mesoni B sono dominati dal decadimento
del quark pesante, il quark b, e non ci sono differenze significative nelle velocita di decadimento
nei canali con diverso C'P, come nel caso dei K. Un’approssimazione ragionevole per i mesoni
B ¢ di trascurare del tutto la larghezza fuori diagonale:

Mia(B) >>T'12(B) ~ 0 (12.33)

In questo caso, anche se M5, nella convenzione usata per la matrice CKM, risulta un numero
complesso, possiamo sempre eliminare la fase con una scelta appropriata delle fasi degli stati
B e BY. Questo vuol dire che esiste una definizione della simmetria C'P che é conservata nella
matrice di massa e l'unica osservabile é la differenza di massa tra i due autostati, By e B,
(H=heavy, L=light) che é data da:

|AM(B)| = 2|Ms| (12.34)

Considerazioni del tutto identiche valgono per i mesoni D° = (cui) e D° = (ué).



Capitolo 13

CORRENTI NEUTRE CON
CAMBIAMENTO DI SAPORE

Con questo termine (in inglese: flavor changing neutral current processes, FCNC) si indicano
i processi semileptonici con cambiamento di flavor senza cessione netta di carica ai leptoni, ovvero
processi non leptonici che debbono avvenire all’ordine superiore della teoria elettrodebole, come
conseguenza del fatto che la corrente neutra non produce cambiamenti di sapore all’ordine piu
basso, cfr. il Cap. 9 e 'eq. (9.16), ad es. il decadimento K}, — p+ pu— o la transizione K9 — K°.
Nella teoria elettrodebole, le ampiezze FNCN dovute allo scambio di bosoni intermedi, W e Z,
devono essere finite, come conseguenza del fatto che non e possibile aggiungere alla corrente
neutra controtermini con cambiamento di flavor.

La convergenza dell’integrazione sui momenti interni ¢ assicurata dal meccanismo GIM, o
dalle sue estensioni alla teoria con sei quark. Questo ha come conseguenza che i momenti interni
rilevanti sono dell’ordine o maggiori della massa del quark charm. Si tratta quindi di ampiezze
dominate dalle corte distanze ed e possibile calcolare il contributo debole senza tener conto delle
correzioni dovute alle interazioni forti, in virtu della liberta asintotica delle interazioni di colore.

Se non ci sono contributi ulteriori dominati dalle lunghe distanze e quindi affetti da cor-
rezioni praticamente incalcolabili dovute alle interazioni forti, eventuali discrepanze dei dati
sperimentali con le ampiezze calcolate nella teoria standard possono dare indicazioni significati-
va di nuova fisica. Questo avviene in diversi casi ed i processi FCNC sono diventati, negli ultimi
anni, uno strumento efficace per mettere alla prova la teoria standard ad energie non ancora
raggiungibili agli acceleratori disponibili. Per una recente discussione sui limiti sulla nuova fisica
dalle transizioni FCNC cfr. Ref. [33].

Nonostante il ruolo storico di prototipo di FCNC, il decadimento K — p+ p— non si presta
a fornire informazioni di precisione proprio in quanto il processo pué avvenire anche attraverso
il canale K7, — vy — p+ p—, che € dominato dalle lunghe distanze.

Sperimentalmente:

B(Kj, —vy) ~6-107* (13.1)
B(Kp, — pp) ~7-107° (13.2)

poiche la probabilita di vy — u + p— ¢ di ordine (a/7)? ~ 4 - 1075, si vede che il processo
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attraverso lo stato 2+ pud dare conto quanto meno di una parte significativa dell’ampiezza del
processo.

In questo capitolo, calcoliamo a titolo illustrativo le ampiezze deboli per le transizioni con
doppio cambiamento di sapore, AF = 2, processi in cui ’ampiezza debole ¢ dominante e per i
quali sono in corso ricerche in diversi laboratori.

13.1 L’ampiezza K — K"
A livello dei quark, la transizione K — K & descritta dal processo:
s+d—d+35 (13.3)

e dai grafici di Feynman riportati in Fig. 13.1.
Se prendiamo i momenti esterni uguali a zero, nel loop corre un solo momento, che indichiamo
con . La linea interna fermionica & una sovrapposizione dei propagatori dei quark u, c e t.

Uv'u.sa e uct
5§ —— A \NN\N—— d d
W
b B r f 1 y Ny r
i u,c W u, c
d —*—*‘f\/\/\/"—*—' S S
Urgyr e
(a) (b)

Figura 13.1: Diagramma di Feynman per la transizione: K° — K.

Includendo anche i vertici contigui, abbiamo, per la linea di sinistra nel grafico Fig. 13.1(a),
un termine ! 945(q),,us con:

1 1 1
S =l —15) |a +b +c Yo (1l =5
()M M( ) g_mu g_mc ﬂ_mt ( )
a=U;;Uys, etc.
a+b+c=0 (13.4)
La relazione: a = —b — ¢ equivale a sottrarre il propagatore del quark u dai propagatori

del ¢ e del t, il che li rende pit convergenti. Con ovvie manipolazioni, avendo posto m?2 = 0,

ricordiamo le regole di Feynman per gli spinori: u(p) (9(p)) per una particella (antiparticella) nello

stato iniziale e @(p) (v(p)) per una particella (antiparticella) nello stato finale; i suffissi d ed s specificano
il sapore; i diversi termini si scrivono risalendo la linea fermionica rispetto alle frecce.



13.1 L’ampiezza K° — K° 111

troviamo:

m? m?

S@WZMMPﬂijnyW_m%%ﬂ—%) (13.5)

Possiamo quindi scrivere "ampiezza corrispondente al grafico della Fig. 13.1(a) come segue?:

mw:/'*qx
@n)

g7
x4 [—} [Dayud e (1 — v5)us] [aVodvp(1 — v5)vs] X

8
4 2.2 4
m mo.m m
X |b2——c 4 9hc e 2 t %
[ q*(¢* —m2)? ¢t (> —m2)(@® —m7) ¢} (g* —mf)
a"q” vo | €97 1
x| —g""+ ) (—g + (13.6)
( M3, M2, ) (¢* — M2,)?

Il prodotto dei numeratori nei propagatori dei W da luogo a quattro termini, a seconda che
prendiamo il primo o il secondo termine nel primo o nel secondo numeratore. Teniamo inoltre
conto che l'integrazione simmetrica in ¢ fa si che:

1
/d4q ¢*¢" F(¢*) = Zgo‘ﬁ /d4q 7* F(q?) (13.7)

Il termine che corrisponde a g"”¢”? da luogo ad un prodotto di tre matrici gamma, che si
pué semplificare utilizzando la formula data in [1]:

YAt = gvigt + gt y” — g" iy — i€ Py s (13.8)
e quella che si ottiene abbassando gli indici:

YuYa Vv = GvaVu + GopVv — GupYa — ieuaupr}/pr}% (13'9)

Sostituendo la (13.8) troviamo:

VYoo (L = 5) @V (1 = 5) =
=107, (1 = 75) ® Y7 (1 = 75) — i 17am (1 = 75) ® Y,(1 — 75) (13.10)

Usiamo adesso la (13.9) e troviamo:

_ieﬂaup'ﬁt%x%/(l —75) ® rVP(l — ) =
=—67"(1 —75) ® Yo (1 —5) (13.11)

2] fattori i per ogni vertice e per ogni propagatore danno un fattore i® = 1. Il fattore g2 /8 associato ad
ogni linea di W si ricostruisce dalla formula (4.17), che da I'interazione con i doppietti, al modo seguente.
Un fattore 1/4 nasce dal fatto nella (4.17) compaiono i campi left-handed, quindi in ciascun vertice c¢’e
un fattore 1/2(1 — v5). Inoltre i campi W2 sono accoppiati con le matrici di Pauli 7?/2, mentre
i vertici in Fig. 13.1 corrispondono agli operatori di innalzamento e abbassamento, 7+. La relazione
2ert/24+72/2072/2=1/2r7 @ 7~ + .- fornisce I'ulteriore fattore 1/2.
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OvVVvero:

YuYaYo(1 = 75) @ Y'Y Y (1 = v5) = 4y, (1 — 75) @ ¥ (1 —75) (13.12)

Negli altri termini, le relazioni ¢¢ = ¢° e ¢ = q*¢ semplificano direttamente il prodotto di
tre matrici gamma. Usando la (13.7) troviamo quindi:

d4q
(a) _
A /(271)4 X

g7
” H B (1 — 5 uaa] A7 (1 — 7))

m4 m2m2 m4
X |2 1 9hc et + 2 ¢ X
[ q%(q> — m2)? *(q> —m2)(q> —m}) a*(q> — m})
2 4
q 1 gq > 1
x(1-2-L 4= ) (13.13)
< M2, T aML ) (¢ = M2,)?

Naturalmente, ci dobbiamo ricordare che nei denominatori dei propagatori vale la regola
di Feynman per cui, per ogni massa m?, dobbiamo sostituire m? — m? —ie. In questo modo
possiamo ruotare l'integrazione in ¢ da —oo a 400 ad una integrazione lungo I'asse imma-
ginario, ponendo ¢° = ig* e integrando ¢* tra —oo e 400 (rotazione di Wick). Sotto questa

trasformazione:

@ — —¢ (13.14)
ed inoltre, in coordinate sferiche:
d*q — im?¢*dg? (13.15)
Mettendo tutto insieme e ricordando che g Agjgv = G—\/g, possiamo scrivere:
Al = —iG%MI%V X Z CiCiE(xi, xj) x
8 ij=c,t
X [Usyu(1 = y5)ua] [Usy" (1 — ¥5)vd] (13.16)
dove: x; = m?/MI%V, C; = U Uss, e
& 1 1 1
E(z;,xj) = M]/O dt (1 + 2t + Zt2> TS (13.17)
Ragionando analogamente, dal grafico nella Fig. 13.1 (b) troviamo:
A = —i% X Z CiCiE(xi, xj) X
ij=ct
X (057 (1 = ¥5)val [s7" (1 = 5)ud] (13.18)

Le funzioni E(z;,x;) sono state calcolate da Inami e Lim[34]. A noi serviranno alcuni casi
particolari che possiamo ricalcolare direttamente.
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Calcolo degli integrali Gli integrali nella (13.17) si riducono ai due integrali:
o 1
I@b) = | dt ————— 13.19
(a,5) /0 (t+a)(t+0) (13.19)
e 1
T(a,bc) = | dt 13.20
(a,b,¢) /0 (t+a)(t+b)(t + ) (13.20)
Il primo integrale si calcola immediatamente:
1 b
Z(a,b) = b—alna (13.21)
I(a,a) = ! (13.22)
a
Notiamo anche:
e 1 0
I = Bl ——I =
! /0 W TrapeTy) - gal @Y
— 1 _ 1 1 é —+ 1
~ (b—a) (b—a)Il a a
e o 9
Iy = dt —————— = ——7(a,b) =
2 /0 T a2t 0E  9bdar @Y
1 2 b 1 1
— _ In( =2 S 13.2
i o (7) +i ) (1529
Nel secondo caso, si scompone la frazione secondo la formula:
1 o« n 16} N vy
(t+a)t+b)(t+c) (t+a) (t+b)  (t+0)
T lh-ae-a) " @-he-n " @-ob-o
a+fB+y=0 (13.24)
da cui, integrando tra 0 e A >> a,b, ¢
I(a,b,c) = odmé —i—ﬁhﬂé —1—7111i =
a b c
1 c 1 c
= m()+——m(: 13.2
(bfa)(cfa)n(a)—i_(afb)(cfb)n(b) (13.25)
Notiamo:
I b)—/oodt ! — b, ) =
e N O T 3 PP R Mk
1 1 c 1 c 1
= In(-) - —=lIn(- _ 13.2
(b—a) {(c—a)2 n(a) (c—b)? n(b)} Jrc(c—a)(c—b) (13:26)
Risultati. Dalle formule precedenti, troviamo:
&0 1 1 1
E(xs, x :xQ/ dt<1+2t+—t2> =
) = ), i)y
9 [ 1 3 3
= dt ZI(CUt, 1)+ 511(3025, 1) — ng(xt, 1) (13.27)
0
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Di qui, otteniamo:

Ty n 3 a2 1 1 n
= — 4+ nyy — —
1720 -1 |[m—10 T g
3 a7 2
4<xt—1>2[ w1 T ]
— % F(xy) (13.28)

con F(1) =3/2, F(+o00) =1/2.
Sostituendo[21] i valori My, = 80.399 GeV, m; = 172.9 GeV, x; = 4.62, si trova:

F(z;) = 1.093. (13.29)

E(xe,x.): Siottiene dal limite della (13.28) per x — 0. Troviamo:

E(xc,z.) = x. (13.30)
E(xe, xy):
o0 1 1 1
F(ze,x4) = dt (1+2t+ =2 =
(e, ) :Ucwt/o < 4 >)(t + o) (t+2) (4 1)2
1 3 3
= 2.T¢ [Zf(xc,xt) + EIl(xc,xt, 1) — ng(xc,xt, 1)] (13.31)

L’integrale ha una singolarita logaritmica per x. — 0 che si isola facilmente, ottenendo:

1
E(ze,2¢) = xcln — (13.32)

Le

13.2 Lagrangiana effettiva, fattore di colore, satura-
zione del vuoto.

Le ampiezze (13.16) e (13.18) possono essere ottenute come elemento di matrice al primo
ordine perturbativo nella Lagrangiana efficace L.y :

. G3. M3,
Eeff(ds — dS) = — 1672 X i;tCiCjE(wi,xj) X
X [dyu(1 = 75)s] [dy*(1 = 75)s] (13.33)

Adesso i simboli s e d indicano i campi dei quark. Se prendiamo l’elemento di matrice della
(13.33) tra gli stati iniziali indicati nella (13.3) e applichiamo le regole della contrazione degli
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operatori nella lagrangiana con gli operatori di creazione delle particelle/antiparticelle negli stati
iniziali e finali, troviamo un fattore due relativo alla scelta del campo s con cui annichilare il
quark strano iniziale. Ci sono poi due possibilita a seconda che si scelga di annichilare I'anti-
d dello stato iniziale con il campo d nello stesso covariante cui appartiene il campo s di prima
o nell’altro. Nel primo caso si trova il risultato (13.16) relativo al grafico in Fig. 13.1 (a). Nel
secondo si trova il risultato (13.18) relativo al grafico in Fig. 13.1 (b).

L’operatore locale

[d(z)77 (1 = y5)s(2)] (13.34)

¢ in grado di annichilare una coppia sd e creare una coppia ds. Nello stato con momento angolare
orbitale L = 0 e spin totale S = 0, la coppia quark-antiquark ha gli stessi numeri quantici dei
mesoni pseudoscalari K° = (sd) e K9 = (d5).

L’operatore (13.34) ha dunque proprietd analoghe a quelle dell’operatore di campo K°(x)
che appunto ¢ in grado di annichilare un mesone K° e creare un mesone K°. Con una certa
approssimazione® possiamo identificare 1’operatore locale (13.34) con il campo del K, salvo un
appropriato fattore di ragguaglio. Usando la simmetria di spin isotopico, il fattore di ragguaglio
si calcola a partire dall’ampiezza che descrive il decadimento leptonico del K~ = (us), che
coinvolge l’elemento di matrice della corrente carica e che si parametrizza in termini di una
costante di decadimento fg. Scriviamo:

< 0]a(0)y*(1 —v5)s(0)|K~ >=ifgp! < O|K~(0)| K~ > (13.35)
da cui (la corrente vettoriale ha elemento di matrice nullo per parita):

() yss(x) = fKa%Km

e per la simmetria di spin isotopico:

- 0

d(x)yy5s(x) = fKa—%RO(x) (13.36)

Nota. Se prendiamo la derivata della eq. (13.36) e usiamo le equazioni di Dirac per i quark
liberi (cfr. Cap. 11), otteniamo:

Ou(dyyss) = (ms + my)(idyss) = —mi K" (13.37)

La densita pseudoscalare ha il ruolo di campo interpolante del K°. Per le densita pseudoscalari
e facile convincersi (cfr. [12], Cap. 3) che, sotto la trasformazione C P:

CP(idyss)(CP)™' = —(i5vsd) (13.38)
ovvero
CPK°(CP)™' = —K" (13.39)

di qui Popportunita della convenzione scelta nel Cap. 9, eq. (12.6).

3tanto migliore quanto pid & piccola la massa del mesone.
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Fattore di colore. Per scrivere correttamente la lagrangiana effettiva in termini dei campi
K% e KO occorre tenere conto del colore dei quark e del fatto che gli stati di mesone sono
singoletti di colore. In presenza del colore, 'operatore (13.34) si deve scrivere come:

d(z)y7 (1= vs)s(x) = Y d*(@)77 (1 = 75)sa(z) (13.40)
a=1,3

e di conseguenza:

[d(2)y7 (1 = 75)s(2)]d(2)77 (1 — 75)s(x)] =
= Y [d@)7(1 = 35)sa(@)][d" (@) (1 = 5)s5 ()] (13.41)

Per scegliere la coppia di campi d e s da associare al mesone K? dobbiamo di nuovo fare una
duplice scelta: (i) da quale corrente prelevare il campo relativo all’antiquark d, che ci da come
prima un fattore 2, e(ii) da quale corrente prelevare il campo del quark s. Se lo scegliamo nella
stessa corrente, i campi sono gia in singoletto di colore, ma se lo scegliamo nell’altra abbiamo la
combinazione d® s; che dobbiamo proiettare sul singoletto di colore e sullo stato spaziale giusto.
Il secondo punto non presenta problemi: possiamo usare la trasformazione di Fierz per mostrare
che, tenuto conto delle proprieta di anticommutazione dei campi fermionici:

[h17" (1 = 5)92] [h37y™ (1 = v5)9a] = +[1v" (1 — v5)al[037" (1 — 75) 2] (13.42)
[d*y*(1 = 75) 8] [d"y*(1 — v5) s8] = [d* V(1 — 75) 5] [d°7*(1 = 75)54] (13.43)

Per associare il mesone K° al primo dei bilineari del secondo membro, dobbiamo proiettare sul
singoletto di colore. Questo si fa usando la relazione di completezza delle matrici di SU(3), 1 e

A4 (A=1,---,8), in analogia con la trasformazione di Fierz. Possiamo scrivere:
5305 = Cobgd5+ Cs Y (A (13.44)
A

saturando i due membri con 8% troviamo:

55 = 3Co65+ Cs Y Tr(\)(A)§ = 3Cod5 (13.45)
A

dato che le matrici di Gell-Mann hanno traccia nulla. Quindi Cyp = 1/3. Questo risultato
determina il fattore di colore tra l'operatore che compare nella lagrangiana effettiva (13.33) e
I'operatore (K©)2:

o 7 o 9 0 9 0

[d(z)77 (1 = 75)s(@)][d(2)y7 (1 = 5)s(x)] = (1 + )(fK—K frg 2K =

i
- g(meK)%f(O)? (13.46)
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e quindi:

- .7 G My 2 2 7012
‘Ceff(ds — dS) = _Tﬂ';[/ X Z CZCJE(CCZ,xj) X meK X (K ) +h.c.+--- (1347)
i, j=c,t
dove abbiamo trascurato termini in cui 'operatore (13.47) connette il mesone K a stati intermedi
piu’ pesanti (cfr. la discussione seguente sulla saturazione del vuoto).

Elemento di matrice. Siamo adesso in grado di calcolare I’elemento di matrice dell’Hamil-
toniana efficace nel sistema di quiete dei mesoni K, che ci da I'elemento fuori diagonale della
matrice di massa, Mo, eq. (12.2):

Mip(K® — K% =< KO Hop | K° >=< K°| = Lojf|K° >=
_ GpMy,

= L x> GO B(ai ) x i < KO|(KO?|R® >=

i,J=c,t

X Z CZC]E(xz,CC]) X m%(f?(
i,J=c,t
(GrM ) (GrfR

- 1972 ) X Z CiCjE(xiawj) X MK (13.48)
s

2

_ GEMy _
QmK

1272

i,J=c,t

Saturazione del vuoto. Per apprezzare il significato della (13.48), consideriamo ’elemento di
matrice tra stati di K e K° della Lagrangiana effettiva di partenza:

< KO\Les4 (0)|K® >= Cost < K°|[5(0)7° (1 — 15)d(0)][5(0)7 (1 — 35)d(O)]|K® > (13.49)
Inserendo un insieme completo di stati tra i bilineari dei quark, troviamo:
< KOLeps| KO >=
= Cost-2) < K°[5(0)77 (1 = v5)d(0)|n >< n|5(0)7° (1 = 75)d(0)| K* >=

= Cost - g > < K°5(0)77 (1 = 75)d(0)]0 >< 0[5(0)77 (1 = 75)d(0)| K* > + -+ (13.50)

n

dove abbiamo isolato il contributo dello stato di energia minima, il vuoto. Se ora usiamo la (13.35),
otteniamo per il termine con il vuoto lo stesso elemento di matrice che otterremmo con la (13.48).
Quindi, usare la (13.48) corrisponde ad assumere che lo stato di vuoto dia il contributo pit importante
alla somma ((13.50). Questa approssimazione prende il nome di saturazione del vuoto.

Per tener conto degli stati intermedi successivi allo stato di vuoto, si introduce un parametro By
(B-factor), scrivendo l’elemento di matrice della Lagrangiana efficace come:

< KO"Ceff(O)'RO >=< KO"Ceff(O)'RO > |'Uac.sat. X BK =
8
= Cost - §m§((f§<BK)| < O0|K°|K% > 2 (13.51)

11 calcolo dell’elemento di matrice nella (13.48) con la QCD su reticolo porta a valori di Bg prossimi
all’unitd [35], giustificando qualitativamente 'ipotesi della saturazione del vuoto.
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13.3 Le ampiezze B) — B), B! — B? e D" — D"

Mesoni B. Le transizioni dei mesoni B corrispondono, in termini di quark, a processi del
tipo:

b+7 —b+¢ (13.52)

con: ¢ = d, s, e sono descritti dagli stessi grafici in Fig. 13.1 con gli ovvi cambiamenti. I
quark scambiati nelle linee interne sono ancora u,c,t e possiamo usare la formula (13.48) con
appropriata ridefinizione dei coefficienti C; .

Mesoni D. In questo caso, i quark scambiati nelle linee interne sono i quark di tipo down,
d, s e b. Troviamo immediatamente, per la lagrangiana efficace e per ’elemento di matrice di
transizione D? — DY:
2 72
G5 My,
1672

Lesr(ue — cu) = — x Y CiCiE(wi,xj) [Wyu(1 — y5)d] [@y* (1 —45)c]  (13.53)

i,j=s,b

GrMy )(Grfp
1272

) X Z CZ'C]‘E(%Z‘,.%']‘) X mp (13.54)
i,j=s,b

Mo(D° — D°) = (

13.4 Analisi numerica e confronto con 1 dati

Le formule per i coefficienti CKM che compaiono nelle ampiezze di transizione dei mesoni
K e B ed i corrispondenti valori numerici sono riassunti nella Tab. 13.4. I valori delle funzioni
di Inami-Lim rilevanti sono riportati nella Tabella successiva.

Le formule nella Tab. 13.4 sono basate sulla parametrizzazione semplificata della matrice
CKM riportata nella (9.19). Questa parametrizzazione é generalmente sufficiente, tranne nel
caso cc in cui non descrive la piccola parte immaginaria. In questo caso, una formula piu precisa
si ottiene dalla (9.18):

2
CZ = [—A+A2)\2(1—2,0+2i77)]2>< 1_%>‘2—%)\4(1+4A2) _

=5.07-10"2 —45.65 - 107° (13.55)

Per facilitare il confronto tra i risultati con le due parametrizzazioni, nella Tab. 13.4 riportiamo
tra parentesi quadra i valori ottenuti con la parametrizzazione piu accurata, eq. (9.18).

Costanti di decadimento dei mesoni pseudoscalari Nell’approssimazione della sa-
turazione del vuoto, ’elemento di matrice della Lagrangiana efficace richiede la costante di
decadimento dei mesoni pseudoscalari carichi, fp, definita nella (13.36) per i K, con analoghe
estensioni ai mesoni con sapori piu elevati. All’ordine pit basso nelle interazioni deboli, fp si
ottiene dalla velocita di decadimento del processo:

Pt — 1t 4y (13.56)
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K% — K° BY — B BY — BY
cc M (1—\?) AZ)\O A2NH(1 - \?)
4.81 1072 8.51 1075 1.59 1073
[5.07 1072 —45.65 1075]  [8.51 1075 —i9.75 10~%] [1.59 1079
et A2X5(1— 302 (1 - p+in) —A2\8(1 — p +in) — AN (1 - LAY
(7.20 +42.83) 107° (—7.29 +42.90) 1075 —1.64 1073
[(7.04 +i2.83) 1077] [(—7.39 +i2.78) 107°]  [-1.58 1073 4 i2.78 10~7]
tt AN (1 — p+in)? A2X0(1 — p +1in)? A2\
(9.11 +48.46) 1078 (5.42 +45.04) 1075 1.68 1073
[(8.65 + i8.29) 10~%] [(5.34 +i4.77) 1079] [1.56 1073 —45.51 1077

Tabella 13.1: Espressioni e valori dei coefficienti C;C; = (Ui Ui)(U;pUjq); ¢ = s,b; ¢ = d,s, che
determinano i contributi dei quark i, j = ¢, ¢ nelle transizioni con AF = 2 di K°, BY, BY. Per i parametri

CKM cfr. Cap. 9, Sez. 9.2. Sotto ciascuna riga, i valori numerici dei coefficienti C;C}, eq. (9.19) ovvero
eq. (9.18).

secondo la formula:

G2 m2
(P = 1T +y)= S—Ffl%mlzmp (1 - —5) Ugraa (13.57)
v mP

dove Uy, ¢ lelemento della matrice C KM relativo all’annichilazione della coppia quark-
antiquark nello stato iniziale. Riportiamo nella Tab. 13.4 i valori delle costanti di decadimento
dei mesoni 7, K, D, Ref. [36]. Valori di fp, si ottengono al momento da calcoli di QCD su
reticolo, cfr. Reff. [37] e [39].

ss sb bb
CiCj N (1- %) AZXO(1 = 5%) (p + in) AN (p + in)?
4.82 1072 (1.10 — 42.83) 107 (—1.41 +i1.29) 10~8

[4.81 1072 +42.83 107°]  [(1.09 +i2.83) 107°]  [(—1.41 +i1.29) 1078

Tabella 13.2: Espressioni e valori dei coefficienti CKM relativi al caso del D° C;C; =
(UeiUy;)(UeiUgs); i,5 = s,b. Sotto ciascuna espressione, i valori numerici dei coefficienti C;Cj, eq.
(9.19) ovvero eq. (9.18)
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E(xi,21) 2E(x1,72) E(2,22)
Q2=c¢ t 348107% 5541073 2.53

Qi2=s8,b 3481075 4881075 3871073

Tabella 13.3: Valori delle funzioni di Inami e Lim; q; 2 = ¢, t ovvero s, b sono i quark scambiati nel
loop. Valori usati per le masse (in GeV): m. = 1.5, m; = 173, m, = 0.150, mp = 5.0.

f(at) FIKH) f(D*)  f(DI) VBaf(By) &= Ve

130.41 £0.03 156.1 £0.8 206.7 £8.9 257.5+6.1 230 + 25 1.14 £0.04

Tabella 13.4: Valori delle costanti di decadimento dei mesoni pseudoscalari, fp (MeV), definite secondo
la (13.36). Per semplicita, riportiamo solo l’errore maggiore tra quelli citati nella [36]. T valori per
Bg,s sono ottenuti da calcoli di QCD su reticolo, che danno direttamente la costante di decadimento
moltiplicata per la radice del B-factor, eq. (13.51).

Correzioni di QCD e fattori B. Nel caso dei parametri del K°, I'eq. (13.48) si riscrive
al modo seguente:

(Gr M7 )(GrfR)
1272
X [nlcgE(xc,xc) + ngCtQE(act,xt) + 2773CCCtE(xc,xt)] X mi X By (13.58)

MlQ(RO — KO)’COT‘T‘ =

dove i coefficienti 71 2 3 sono le correzioni di QCD ai diagrammi box e By il fattore B. Nella
Ref. [39] si possono trovare i riferimenti agli articoli originali ed una compilazione dei valori pii
recenti:

m = 1.38; no = 0.574; n3 = 0.47; Bx = 0.87 (13.59)

(per le correzioni next-to-leading, cfr. [40]).
Nel caso dei mesoni B, il risultato é, come detto, dominato dal quark ¢ e scriviamo:

(GrM,)(GrBpf3)

MlQ(BO - BO)’corr = 1272

mCEE(x¢, x4) X mp (13.60)

dove 7, = 0.55 rappresenta la correzione di QCD e Bp 'appropriato fattore B, Tab. 13.4.

Confronto con i dati. Nel caso del K, & da notare il valore piccolissimo di Re(C;)? rispetto
a Re(C’C)Q. Nonostante sia x; >> x., la differenza di massa K° — K9 ¢ dominata dallo scambio
del quark charm, come nella teoria GIM, e la connessione di questa differenza con la scala di
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massa del quark charm resta valida anche nella teoria CKM. Lo scambio del top domina invece
il parametro di violazione di C'P, e.

I coefficienti CKM per i mesoni B sono dello stesso ordine di grandezza ed il contributo del
quark top domina parte reale e parte immaginaria di Ms.

Il caso del DY & simile a quello del K°. 1l termine sb (corte distanze ?) domina la parte
immaginaria di Mj2 mentre il quark s (lunghe distanze) domina la parte reale, che peré é
sostanzialmente incalcolabile dovuto alle correzioni forti, in particolare gli effetti della rottura
di SU(3)*.

In conclusione, si possono ottenere predizioni affidabili per ImMj2(K, B) e per ReMiy di
Bg7 s> quantitd che sono dominate da contributi a corte distanze con correzioni di QCD calco-
labili (ad oggi, fino ai termini next-to-next leading order in ag). Il caso di ReMia(K?) ¢ al
margine della zona affidabile. Nel seguito ci concentriamo sul calcolo di Mi2(K?), parte reale e
immaginaria, e di [AM| per BY e BY.

Riportiamo nella Tab. 13.4, prima riga, i risultati del calcolo per i parametri relativi a K°,
Bg e BY, ottenuti a partire dai grafici box e dai valori numerici delle Tabb. 13.4, 13.4 e 13.4.
Ricordiamo che |[AM (B)| = 2|Mz], cfr. I'eq. (12.34).

I valori calcolati, sebbene generalmente dell’ordine giusto, si discostano anche considerevol-
mente dai valori osservati. L.’accordo migliora considerevolmente se si introducono le correzioni
di QCD e le correzioni stimate dalla QCD su reticolo per le deviazioni dall’approssimazione di
saturazione del vuoto, seconda riga.

[ex] Amg_ [AM(By)| [AM(B)| [AM(DY)]
diag. box 6.34107% 3121072 7511071 2941071 20107 (geEp)?
fact.  2.65107°  3.85 10~ 1310~ 119 10~ 77
CD & B-fact 3 12 4 10 10 29

val. sperim.  2.228 1073 34831072 3.34107'° 117.0107% (1.5740.39) 10~!!

Tabella 13.5: Masse in MeV

Considerando p ed n come variabili libere, possiamo tracciare nel piano p — 7 le curve che
corrispondono ai valori sperimentali di ex e AM (Bdo) e che individuano, con la loro intersezione,
i valori dei coefficienti p ed n della matrice CKM. 1l risultato é riportato nella Fig. 13.2 ed é in
buon accordo con i valori del Particle Data Group, rappresentati dal punto riportato in figura,
eq. (9.20), e ottenuti usando tutte le informazioni disponibili sulle transizioni deboli, con e senza
violazione di CP, vedi la Fig 9.2.

“4nel limite my = my il mixing é nullo; per una discussione recente del caso del D, vedi [41].
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Figura 13.2: Determinazione dei coefficienti p ed n della matrice CKM a partire dal valori di
lex| e |[AM(BY] usando le formule teoriche del testo. Il punto in figura é il valore riportato dal
PdG, eq. (9.20).
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Appendice A

Rappresentazione di Kallen-Lehman
per la funzione a due punti

A.1 Operatori di creazione e di distruzione nella nor-
malizzazione del continuo

E utile formulare la teoria del campo scalare libero in termini di operatori di creazione e
distruzione che soddisfano una condizione di normalizzazione adatta al limite di volume infinito,
a differenza degli operatori introdotti in [1].

Consideriamo i campi in un cubo di volume V con condizioni periodiche. Definiamo un
sistema di soluzioni dell’ equazione di Klein-Gordon (K-G) a frequenza positiva:

1

o) = e @40y =0
q= 2—7T(n1,n2,n3); w(q) = +vVq? +m? (A1)

L

dove nj 2 3 sono interi e L ¢ il lato del cubo, V = L3. Le funzioni (A.1) sono normalizzate in
V' come:

3 " >
’ d’x fq (z)i 0 tfq/(x) = 0q.,q’ (A.2)
dove abbiamo introdotto I’ abbreviazione:

>
fOwg=f(0g)— (0 [y (A.3)
Possiamo costruire gli operatori di creazione e distruzione a partire da ¢ e dalle f, come:
3 %A . .
ag= | d’z [fq(x) i 0p(x))|; (distruzione)

a:f] = (ag) (creazione)

[aq, aH = i0q.q (A.4)
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Dopo I’ integrazione spaziale, gli operatori a, potrebbero dipendere dal tempo ma ¢ imme-
diato mostrare che di fatto sono costanti, in virtu dell’ equazione di K-G:

oy =i [ P (1) @Fole)) ~ G 1) o] =

=i [ @) (Q0() - (Of()")0()] =

= z'/d?’;c [fo(2)* (O +m?)¢(z)] =0 (A.5)
poiché sia f, che ¢ soddisfano I’ equazione di K-G.

Per passare al limite continuo, introduciamo 1’ operatore di proiezione sugli stati con mo-
mento compreso in un intervallo tridimensionale, An:

P=>"Ip)p| (A.6)
A3n

P? = P in virtd della ortonormalitd degli stati [p). Se adesso passiamo al limite di volume
infinito, otteniamo:

V d&3p
P=A%WW%F@\ (A7)

La (A.7) suggerisce di definire dei ket normalizzati al continuo:
~ V
= —_— A-8
P =GP (A-8)

P = ) d&®p (ol (A.9)
A3p

per i quali:

La condizione P? = P richiede, come condizione di normalizzazione dei nuovi ket:

(p'Ip) = 6B (p' - p) (A.10)

Gli operatori di distruzione e creazione che corrispondono ai nuovi stati sono, evidentemente:

_ Vv . .
W=\ @ af = (ap)" (A.11)

e le nuove regole di commutazione si ottengono dalla (A.10):
6@ (' — p) = (Olayab|o) = (O] |ay,ap| 0); (A12)
OVVero:

[@pu @T} =¥ (' —p) (A.13)
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Lo sviluppo del campo si scrive adesso come:

e—sz_i_a; ezpa:} _

1
P(z) = Zp: NG [ap

d3p 1 ~ _—ipr | ~T _ipx
_/(277)3/2 o) [ap e +aj e } (A.14)

I nuovi stati sono normalizzati ad avere, piuttosto che una particella nel volume di riferimento,
una densita di particelle costante. Questo si vede calcolando I’ energia del campo, che risulta
pari a (introduciamo qui il prodotto normale degli operatori, come definito in [1]):

H= /d3x % E (0:p)* : + : (V@)% : +m? : ¢? ] =
~ [ & o(p) ala

E, = (plH|p) = 0¥ (0)w(p) = w(p) (A.15)

Si vede quindi che la densit4 di particelle nello stato [p) & p = 1/(2m)3.
Infine, notiamo che la relazione che lega i campi agli operatori di distruzione, si scrive:

iy = [ ds [Fe)iT )]
. 1
) = e o)

e~ T (A.16)

Nel seguito, adotteremo la normalizzazione del continuo, omettendo per brevita la tilde sugli
operatori e sulle funzioni f,.

A.2 La rappresentazione di Kallen-Lehman

In questa sezione studiamo la forma esatta della funzione di Green a due punti per un campo
scalare reale. In una teoria di campo con interazioni non e possibile calcolare esattamente le
funzioni di Green, ma la richiesta di invarianza rispetto a trasformazioni di Lorentz e una
ragionevole ipotesi sulla struttura degli stati ad una e piu particelle permette di stabilire una
rappresentazione spettrale della funzione a due punti.

L’idea della rappresentazione spettrale & molto semplice: scriviamo, per z° > 0

(OIT (¢(x) $(0))0) = (0]¢(z) $(0)|0) = D (0lg(x)|e) (] $(0)[0) (A.17)

«

Alla somma sugli stati intermedi possono contribuire stati ad una particella |p) e stati con due
o piu particelle. quindi dividiamo la somma (e il risultato) in due parti:

(Olp(x) 9(0)[0) = (0] (x) (0)[0)1 + (0]p(z) (0)[0) (1) (A.18)
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I1 contributo degli stati a una particella puo essere scritto esplicitamente, cfr. 1’ eq. (A.9):

(Ol¢(x) $(0)[0)1 = /d3p<0|¢(w)lp><p|¢(0)l0> (A.19)

Procediamo adesso in due passi.

e La dipendenza da x si ottiene dalla relazione:
¢(x) = T ¢(0) e (A.20)
dove P, sono gli operatori che rappresentano il quadri-momento totale, da cui:

(Olg(2)lp) = e~ (0]¢(0)Ip) (A.21)

e L’ elemento di matrice di ¢(0) si parametrizza come:

_ Z(p)
(0l9(0)[p) = Ta ) (A.22)
per cui:
— Z(p) —ipT
Ol6(@) 901 = [ ap B e (423

Il punto cruciale ¢ che la Z(p) definita dalla (A.22) risulta essere Lorentz-invariante. Essa
deve essere quindi una funzione dell’ unico invariante che possiamo costruire con il quadri-
momento della particella, cioé funzione di p,p* = m? che & una costante, indipendente dal valore
di p. La correttezza di questa affermazione, in modo intutitivo ma sostanzialmente corretto, si
pud argomentare come segue.

(1) La funzione di Green ¢ Lorentz invariante e cosi la sua restrizione agli stati intermedi ad
una particella, il primo membro della (A.23).

(2) Nel secondo membro della (A.23), la misura d®p/(2w(p)) ¢ Lorentz invariante e cosf
I’ esponenziale exp(-ipx), da cui, per avere un risultato invariante, segue 1’ invarianza di Z(p).

Possiamo quindi portare Z(p) = Z(m?) = Z fuori dell’ integrale e ottenere:

1

. —— AN .
e ) 7Y (429

MWM@M=Z/M

Se ripetiamo questi passi nel caso a2

particella,

< 0 otteniamo, per il contributo degli stati a una

O (¢(x) ¢(0)) [0)1 =

Z elﬁ(f) —iw(p)x? iw(p)z?
(27‘1’)3 /d3pm (e ) 9(.7;0) +e ) 9(—x0))
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e, paragonando con la definizione del propagatore di Feynman data in [1], otteniamo
(01T (¢(x) (0)) [0)1 = iZ Dp(x;m) (A.25)

dove abbiamo introdotto la notazione Dg(z;m) per indicare il propagatore di Feynman relativo
a particelle di massa m. La costante Z ¢ indicata col nome di costante di rinormalizzazione del
campo.

Gli stati a due o piu particelle possono essere caratterizzati sulla base del loro impulso p,
della loro massa invariante, M, e della loro energia £ = \/M?2 + p2. Al contrario degli stati di
singola particella, che corrispondono a un valoro preciso di m, gli stati a due o piu particelle
presentano uno spettro continuo di valori di M a partire da una certa soglia M. Ad esempio
gli stati a due particelle di impulso totale nullo, per i quali F = M, saranno composti da
due particelle di impulso opposto, £p, e quindi M = E = 2/m2+p2 > M, = 2m'. Gl
stati che contribuiscono alla somma (A.17) sono creati da ¢ che opera sul vuoto, e avranno
momento angolare intrinseco nullo. Quindi anche a questi stati si applicano le considerazioni
fatte sugli stati di singola particella, e il contributo degli stati di massa M risultera proporzionale
a tDp(x; M). Possiamo quindi dare 1'espressione generale per la funzione a due punti in una
teoria scalare:

<m1w¢uwmm>w>=iZDF@am»+¢/;;mwdmﬂouw%DF@ﬂw> (A.26)

che dipende da due sole grandezze incognite: la costante di rinormalizzazione Z e la funzione
o(M?) che prende il nome di funzione spettrale.

Notiamo che in teoria delle perturbazioni possiamo sviluppare la funzione a due punti in
potenze della costante di accoppiamento (A nella teoria scalare che adottiamo come modello in
questo capitolo). Quindi sia la costante di rinormalizzazione Z che la funzione spettrale o(M?)
devono essere considerate come serie di potenze nella costante di accoppiamento. All’ordine zero
ci si riduce ai risultati della teoria libera cioé

Z =1; a(M?)=0 (ordine zero in teoria delle perturbazioni) (A.27)

Pit formalmente ... possiamo dare una costruzione formale del secondo termine nella
(A.26) al modo seguente.

Consideriamo per primo il caso x > 0. Il contributo degli stati con pid di una particella si
scrive:

(01¢()6(0)[0)>1 = D (Ole()|n) {n]$(0)|0) =

n>1

= 3" e P (0] (w)|n) (] 6(0)0) (A.28)

n>1

INella teoria A¢*, come abbiamo visto, non sono possibili funzioni di Green con numero dispari di
punti, ovvero transizioni tra stati con un numero pari e un numero dispari di particelle e la soglia effettiva
e My =3m.
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Gli stati |n) sono stati con 2 o piu particelle, caratterizzati dal quadri-momento totale P,
pit altri numeri quantici che non dobbiamo specificare. Inseriamo nella (A.28) due funzioni
delta, che si integrano esplicitamente ad uno:

> (0lg()In){nl$(0)[0) =

n . -
_ / a2 / (;1;4 5(p? — M2) Y (2n) 46 (p — Pa)e™ P (0]g(x)m) (n]6(0)[0) =

n

4 .
= [anr? [ SR 57 - e S 2) 0 (o= By) Ol nla0)]0)  (4.29)

n

dove abbiamo portato 1’ esponenziale fuori della somma usando la funzione delta.

Il punto cruciale ¢ che, come nel caso della singola particella, la somma sugli stati da una
funzione del quadri-momento p che ¢ invariante di Lorentz. Quindi la somma deve essere una
funzione di p? ovvero, in virtd della seconda funzione delta, di M2. Possiamo denotare questa
funzione come:

(2m)o(M?) = (2m)*6W(p — B) (0lg(2)n) (n@(0)|0)  (M* =p*) (A.30)

ed ottenere:

d4p —ipr __
060001 = [ arra(r?) [ B e -
3 . .
_ / dM2o(M?) (2;)3 / Qwé ’PM) i, M)t i (A3)

dove w(p, M) &1’ energia che corrisponde ad una particella di quadri-momento p e massa M.
Ripetiamo 1’ argomento per x° < 0 e cambiamo la variabile di integrazione p — —p.

Troviamo:
4 .
Q6601 = [ aro(r?) [ b e -
— 2 9y 1 d3p iw(p M) ipx
= Jarer ) [ gl e (A.32

In conclusione:

O[T [¢(2)9(0)] [0)>1 =

Confrontando con la ((A.25)) troviamo infine:
OIT [p(2)¢(0)] |0)>1 =
= i/dM2a(M2)DF(a:,M) (A.34)
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La funzione o(M?) & diversa da zero solo per quei valori di M? che corrispondono alla massa di
qualche possibile stato intermedio, cioé per M? > (2m)?2, quindi i limiti di integrazione vanno
da (2m)? all’ infinito 2 e ritroviamo proprio il secondo termine della (A.26).

2come gia notato, nella teoria A¢?* lo stato intermedio pué contenere 1, 3, 5, in genere 2k + 1 particelle,

quindi la massa minima e 3m.
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Appendice B

Una decomposizione utile per
matrici finito-dimensionali

Teorema: Una matrice complessa H arbitraria pud essere scritta nella forma:

H=MV (B.1)

dove M ¢ una matrice hermitiana con autovalori positivi o nulli, V una matrice unitarial.

La forma (B.1) generalizza alle matrici la nota decomposizione polare di un numero complesso
z, secondo cui:

z=pe,  p>0 (B.2)
Ricordiamo che la decomposizione (B.2) si ottiene direttamente scrivendo:
* 4 ]
2 = (:2")(5) = e (B3)

ed estraendo la radice quadrata.

Dimostrazione. La formula (B.3) non si pué estendere direttamente alle matrici, in quanto
H e H' non commutano, in genere, ¢ quindi, anche assumendo che H sia non- singolare, 1’
espressione (H T)*1H non fornisce una matrice unitaria, proprio dovuto alla non commutativita
delle due matrici. Restando al caso di una matrice H non-singolare, possiamo mostrare tuttavia
che, seppure HH' # HTH, le due matrici obbediscono alla stessa equazione secolare e quindi
hanno lo stesso spettro.

Poniamoci all’inizio nel caso in cui H sia una matrice non singolare. Definito:

M?=HH'; M?=H'H (B.4)
si trova:
det (M? — \) = det (H'H) x det (M7 — \) =
—det (B (HH' = \) H| = det (M7 — ))

La dimostrazione che segue ¢ derivata da N. Cabibbo [13].
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Quindi le matrici M2 e Mg e possono essere diagonalizzate nella stessa matrice con due trasfor-
magzioni unitarie, in genere distinte:

M2 =U"p? U Mg =V'p*(V)! (B.5)

con p? diagonale con elementi positivi.

Nel caso generale si arriva alla stessa conclusione per continuita e p pué avere anche valori
diagonali nulli.

Costruiamo adesso:

h= (U HV (B.6)
Evidentemente si ha:
hht = (UNTHHTU' = (U M2U' = p?
Wh = (VYTHTHV = (V)T MEV' = p?
quindi h e At commutano tra loro:
hh' = hih (B.7)

Possiamo allora applicare lo stesso ragionamento che conduce alla (B.2), scrivendo:

Bt = <hhT) (%) (B.8)

e si verifica facilmente che la seconda parentesi definisce una matrice unitaria:

[h(fﬁ)*l]T = <h*1hT) - (hwl) —
_ [h(hT)—l] - (B.9)

Possiamo adesso estrarre la radice quadrata dalla (B.8), un’ operazione permessa per matrici
hermitiane positive e per matrici unitarie, ed ottenere:

h=pW (B.10)
con p positiva e W unitaria. Confrontando infine con la (B.6), otteniamo:
H=UhV =UpW V" =Up0") UWV) =MV (B.11)
come desiderato.

Corollario: Una qualsiasi matrice complessa H pué essere diagonalizzata con una trasforma-
zione che coinvolge due matrici unitarie (trasformazione bi-unitaria), della forma:

H=UpVT (B.12)

dove p & una matrice diagonale con elementi positivi o nulli, U e V due matrici unitarie.
La rappresentazione (B.12) ¢ stata diffusamente impiegata nella letteratura sulla Interazioni
Deboli a partire dagli anni sessanta.



Appendice C

Richiami sulla teoria dei Gruppi
Continui e delle loro
Rappresentazioni

C.1 GRUPPO

Un Gruppo é un insieme G di elementi dotato di una legge di moltiplicazione che soddisfa i
seguenti requisiti :

e la legge di moltiplicazione é associativa: s(ht) = (sh)t
e csiste I’ identitd per moltiplicazioni da sinistra: se = s, per ogni s.
e ogni elemento s ha un inverso da sinistra, un elemento che indichamo con s~! tale che:

sls=e (C.1)
Nota 1. Dalla definizione precedente segue:
es=s '(se)s=s51(s)s =5 (C.2)
quindi I’ identita per moltiplicazioni da sinistra e da destra coincidono:
es = s per ogni s (C.3)
Analogamente, I’ inverso da destra coincide con quello da sinistra.

Nota 2. Niente abbiamo richiesto sulla commutitivita del prodotto e, in genere, sh # hs. I
gruppi per cui sh = hs per tutti gli elementi si chiamano gruppi commutativi o abeliani.

Nota 3. Esiste un gruppo naturale di trasformazioni di G in G definito dall’ operazione di
coniugazione con un elemento fissato f:

g =Ts(g) = fof " (C.4)
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Nota 4. Nel seguito ci limiteremo a gruppi che formano una varietd continua, differenziabile
e compatta. Perché? Le prime due condizioni sono evidenti e naturali: siamo interessati a
simmetrie sotto trasformazioni continue sulle variabili di campo, 1’ estensione delle rotazioni a
trasformazioni interne tipo Spin Isotopico. In Meccanica Quantistica, siamo inoltre interessati a
rappresentazioni di queste simmetrie con operatori unitari, che preservano la metrica nello spazio
di Hilbert degli stati quantistici. Ora, come vedremo, le rappresentazioni irriducibili dei gruppi
compatti sono unitarie, a meno di equivalenze, e finito-dimensionali. Quindi le simmetrie basate
su gruppi compatti danno luogo a multipletti finito-dimensionali di particelle, quali si presentano
in Natura i gruppi di particelle con masse simili e uguali numeri quantici spazialivcome spin,
paritd e coniugazione di carica.

C.2 ALGEBRA DI LIE

Gli elementi dei gruppi continui si possono parametrizzare biunivocamente con un certo nu-
mero di variabili aq, ag,...,a, (in certi casi sono necessarie piu carte per parametrizzare tutta
la varietd). In particolare possiamo parametrizzare un intorno di e in modo che in esso i para-
metri aq, o, ..., q, siano infinitesimi, con g(0,0,0) = e. Questo intorno pud essere considerato
uno spazio vettoriale (lo spazio tangente alla varietd) e su esso la struttura delle trasformazio-
ni (C.4) siriflette nella struttura di un’ algebra di commutatori, i generatori delle trasformazioni
infinitesime:

f—>1—|—zZalT g—>1+zZﬁZT’

g—g =fof ' =140y T — (3T, TV
[T, 79] = 7T — 79T (C.5)

Poiché anche g’ deve appartenere allo spazio tangente, il commutatore deve ridare una
combinazione dei generatori, da cui:

[T%,T7) = i flak* (C.6)

(somma sugli indici ripetuti). Le costanti %% sono caratteristiche dell’ algebra (costanti di strut-
tura) e possiamo scegliere i generatori in modo che le f siano completamente antisimmetriche
nei loro tre indici. Per i gruppi continui, la struttura delle trasformazioni (C.4) nell’ infinitesimo
¢é quella di un’algebra di Lie. Il rango dell’algebra di Lie ¢é il numero massimo di generatori che
commutano tra loro e che quindi possono essere diagonalizzati simultaneamente. Evidentemente
il rango é > 1.

Oltre ad essere antisimmetriche, le costanti di struttura in (C.6) devono soddisfare delle
relazioni algebriche che seguono dall’ identitd di Jacobi, valida per i commutatori di matrici
arbitrarie:

(X, [V, Z]| + [V, [Z, X] + [Z,[X,Y]] =0 (C.7)

L’ eq. (C.7) pud essere verificata scrivendo esplicitamente i commutatori. Sostituendo la
(C.6) nella (C.7), si trova:

Z(fijs fksm + fjks fism + fkiSfjsm) =0 (C8)

S
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L/ analisi delle possibili realizzazioni di costanti di struttura che soddisfino le (C.6) e (C.7)
porta alla classificazione di Cartan delle algebre di Lie semplici.

Nota. Nel caso del gruppo delle rotazioni, la struttura dell’ algebra di Lie é fornita dalle ben
note regole di commutazione:

[T, ) = €M% (6,4, k = 1,2,3) (C.9)

€% ¢ il tensore completamente antisimmetrico in 3 dimensioni. I tre generatori del momento
angolare non commutano tra loro, quindi I algebra caratterizzata dalla (C.9) ha rango 1.

Universal Covering Group. Dai generatori infinitesimi si pud raggiungere qualsiasi ele-
mento del gruppo: 1’ algebra quindi determina il gruppo, a meno di problemi che possono nascere
se il gruppo G non é semplicemente connesso. Infatti, ogni elemento del gruppo pué essere ap-
prossimato dal prodotto di elementi che sono tutti in un intorno dato di e. Il problema é che
questa espressione non é unica. In genere, possiamo “deformare” con continuitd la catena e
quindi mostrare che il risultato non dipende dalla catena scelta. Tuttavia, questo non é vero
se, al variare di g nel gruppo, giriamo intorno ad una singolaritd, come avviene appunto se il
gruppo non é semplicemente connesso. Data un’ algebra di Lie, L, tuttavia, é sempre possibile
trovare un gruppo semplicemente connesso, G' ( Universal Covering Group) di cui L é 1 algebra
di Lie dei generatori infinitesimi. Ci pué essere un altro gruppo non semplicemente connesso,
G, che ha la stessa algebra infinitesima. In questo caso, esiste un omorfismo di G in G che
si riduce ad un vero e proprio isomorfismo in un intorno abbastanza piccolo dell’identita. Le
rappresentazioni ad un valore di G possono essere rappresentazioni a pid valori di G. Questo é il
caso di SU(2) (matrici U, 2x2, unitarie, det(U)=1) che é il covering group dell’ algebra (C.9) e di
O(3), il gruppo delle rotazioni di uno spazio euclideo 3-dimensionale. O(3) ha la stessa algebra
di SU(2) ma non é semplicemente connesso.

In meccanica quantistica siamo interessati a rappresentazioni univoche a meno di una fase
(se una rotazione di 27 applicata al ket |a > ci porta in —|a > piuttosto che in |a >, 1" effetto
¢ comunque quello di riportarci nello stesso stato fisico di partenza). Nel caso delle rotazio-
ni, questo corrisponde a prendere le rappresentazioni del covering group, SU(2), piuttosto che
restringerci alle sole rappresentazioni di O(3) che escluderebbero gli spin semi-interi.

C.3 RAPPRESENTAZIONI DEL GRUPPO

Una rappresentazione del gruppo G é una corrispondenza tra elementi del gruppo e operatori
lineari in uno spazio vettoriale, L, che preserva la legge di moltiplicazione di G:

g—1T(g)
gh — T(gh) = T(¢)T(h) (C.10)

da qui segue: T'(e) = 1. Gli operatori T devono essere non singolari, visto che, se:

g—T(g), g —>T(g™") (C.11)
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deve anche essere:
T(T(g~")=T(gg™") =T(e) =1 (C.12)

Da cui:
T(g~") =T"'(g) (C.13)

Alcune definizioni:

e Due rappresentazioni: T1(g) in L1, T>(g) in Lo, sono dette equivalenti se esiste un operatore
non singolare A che trasforma L in Lo tale che:

AT (g) = T>(g)A per ogni g in G. (C.14)

Rappresentazioni equivalenti sono la stessa cosa a tutti gli effetti. All’ interno di una data
classe di equivalenza possiamo scegliere quella che meglio ci conviene.

e Una rappresentazione si dice unitaria se le T'(¢g) sono matrici unitarie, per cui:

T(g') =T"9) = [T =T(9) (C.15)
(* = coniugazione complessa, T=trasposizione, t hermitiano coniugato)

e Rappresentazione riducibile: le matrici T'(¢g) ammettono un sottospazio invariante V' # L,
V #£0:
T(g)r ¢ Vsex ¢ V perognig (C.16)

e Rappresentazione completamente riducibile: le matrici T'(g) sono a blocchi. Piu precisa-
mente:

L= @i,aLi,a
T(9) = i T (g) (C.17)

Il simbolo ®; , indica la somma diretta degli spazi vettoriali irriducibili L; , e la somma
diretta di matrici, ciascuna che agisce sui vettori di L; . Le matrici T(g) sono quindi costi-
tuite dai blocchi diagonali, T(»% (g). L’ indice i caratterizza le rappresentazioni irriducibili
inequivalenti che compaiono nella riduzione di T'(g), I’ indice « distingue tra rappresen-
tazioni irriducibili equivalenti, ed é necessario se ci sono degenerazioni nella riduzione di

T(g).

Dobbiamo sottolineare che, in genere, una rappresentazione pué essere riducibile (avere
un sottospazio invariante non triviale) ma non completamente riducibile (essere a blocchi,
cfr. [42] per esempi e maggiori dettagli). La condizione necessaria e sufficiente perché cié
avvenga € che il sottospazio V, ortogonale allo spazio invariante V, sia anch esso invariante.

Tuttavias:
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e Rappresentazioni unitarie riducibili sono sempre completamente riducibili.

Dim. Scegliamo x € V,y € V., dove Vo € il complemento ortogonale di V' e quindi
(z,y) = 0. Poiché V ¢é invariante, per ogni g:

0= (T(g "z, y) = (T(9)'x,y) = (x,T(g)y) (C.18)

Quindi, se y € Vg, anche T(g)y € Ve € le matrici T(g) sono diagonali a blocchi in
L=V &V,

Nota. Nel caso del gruppo delle rotazioni, le rappresentazioni irruducibili sono quelle di mo-
mento angolare definito, J (quindi ¢ = J), e I’ indice « serve a distinguere eventuali componenti
di T con lo stesso del momento angolare.

C.4 RAPPRESENTAZIONI DELL' ALGEBRA DEI
GENERATORI INFINITESIMI

Una rappresentazione dell’ algebra é una corrispondenza:
T - K(T") = K* (C.19)

K" sono operatori lineari su uno spazio vettoriale L, tali da fornire una realizzazione delle regole
di commutazione dell’ algebra stessa:

[K' K] = ifik gk (C.20)

Tramite gli operatori K* possiamo ottenere una rappresentazione degli elementi del gruppo
in un intorno infinitesimo dell identit4:

g— 1+ Z'OziTi
T(g) =1 +ia; K" (C.21)

E possibile scrivere un’equazione differenziale nelle variabili a; le cui soluzioni c¢i danno
gli elementi finiti della rappresentazione T'(g) (cfr. [42]). Nel caso di gruppi semplicemente
connessi, e quindi nel caso del covering group, le rappresentazioni dell’algebra di Lie determinano
completamente le rappresentazioni del gruppo.

11 viceversa é ovvio: gli operatori K’ si ottengono sviluppando le matrici T'(g(aq, oo, . . ., o))
intorno all’ origine. Da notare che una rappresentazione unitaria di G d4 luogo ad una rappre-
sentazione dell’ algebra con operatori hermitiani (questo é il motivo della comparsa dell’ unité
immaginaria, i, nelle equazioni precedenti).

La rappresentazione regolare. Possiamo considerare i generatori infinitesimi come una
base dello spazio vettoriale generato dalle loro combinazioni lineari:

x = i¢T" (C.22)
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L’ operazione di commutazione agisce come una trasformazione lineare su questo spazio e
fornisce essa stessa una rappresentazione dell’ algebra di Lie sottostante:

v — 2 = F(Tx = [T7,i¢;T") = iG (i f1™*T%) = i¢; T"
A : 4
(CI) = (ngg)kicz
(ngg)ki = _ifkjl (023)
Evidentemente, dobbiamo verificare che le matrici ngg obbediscano alle giuste regole di
commutazione, eq. (C.20). Lasciamo al lettore la cura di verificare che queste relazioni, scritte
esplicitamente, coincidono con le identita di Jacobi, eq. (C.7).
Le trasformazioni x — x’ date sopra costituiscono una rappresentazione dell’ algebra che vie-
ne indicata col nome di Rappresentazione Regolare o Aggiunta (Adjoint Representation). La di-
mensione della rappresentazione regolare coincide, evidentemente con la dimensione dell’ algebra
di Lie.

C.5 RAPPRESENTAZIONI DEI GRUPPI COMPAT-
TI O FINITI

La situazione é stata completamente chiarita dai classici lavori di Peter e Weyl, e puo essere
riassunta nel modo seguente (cfr. [1]). Assumendo, nel caso continuo, che T(g) sia continua:

| T(¢")x —T(g)z|| = 0 se ¢ — g, per ognix di L (C.24)
si dimostra che:
e in ogni classe di rappresentazioni equivalenti esiste una rappresentazione unitaria (RU);
e ogni rappresentazione irriducibile é di dimensione finita;
e ogni rappresentazione unitaria é completamente riducibile.

Alla luce di questi risultati, possiamo restringerci allo studio delle rappresentazioni finito-
dimensionali ed unitarie. Inoltre, visti i risultati riportati nella Sezione precedente, possiamo
restringerci a rappresentazioni finito-dimensionali dell’algebra di Lie corrispondente al gruppo,
con generatori infinitesimi K* che sono hermitiani.

C.6 IL CASO DI SU(2)

Le rappresentazioni dell’algebra del momento angolare (cfr. ad esempio [44]) sono caratte-
rizzate ciascuna da un numero quantico J (il momento angolare) che pud assumere valori interi
o seminteri J = 0,1/2,1,3/2,2,.... La dimensione della rappresentazione é Dim(J) = 2J + 1
ed i vettori di una base completa sono distinti dagli autovalori di J3, la componente diagonale
del momento angolare:

T, Js > Jy=—J,—J+1,...,+J (C.25)
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(talvolta J3 si indica col nome di numero quantico magnetico). L’ operatore J? commuta con i
tre operatori del momento angolare e:

T\ T, I3 >=J(J +1)|J, J3 > (C.26)

Non ¢ difficile trovare gli elementi di matrice dei generatori non diagonali (cfr. ancora [44]).
Diamo per comodité gli elementi di matrice degli operatori di innalzamento e di abbassamento:

JE) = (J) £iJy)
< J, I3+ 1T, Iy >=/T(J +1) — J3(J3 + 1)
< J,Js = 1IN I3 >=/[J(J + 1) — J3(J5 — 1). (C.27)

Le matrici Kg)g che rappresentano gli elementi dell’algebra Ji 23 sono hermitiane e la

rappresentazione del gruppo SU(2) é unitaria. Per ricostruire le corrispondenti matrici occor-
re estendere la parametrizzazione agli elementi finiti. Possiamo caratterizzare ogni rotazione
dello spazio a 3 dimensioni con un vettore di lughezza 1 (n;, i = 1,2,3) ed un angolo di ro-
tazione 0 > a < 2w. Consideriamo esplicitamente le matrici della rappresentazione di spin
1/2, la rappresentazione fondamentale di SU(2), tutte le altre si ottengono componendo questa
rappresentazione con se stessa.

DU/ (q,n) = e:ﬂp[—i%n - o] = cos % —in - osin %;
n = (sinf cos ¢, sinfsin ¢, cos )

ed abbiamo introdotto le 3 matrici di Pauli:

(01N (0 =i\ _ (1 0
A= 1 0) 27 i 0 )T Lo <1

Le matrici D1/?) sono anche gli elementi di SU(2), quindi la parametrizzazione di cui sopra
caratterizza la corrispondente varietd differenziale.

C.7 PRODOTTO TENSORIALE DI RAPPRESEN-
TAZIONI, LA SERIE DI CLEBSCH-GORDAN

Dati due spazi vettoriali, L1 ed Lo, possiamo definire un nuovo spazio che ¢é il prodotto
tensoriale dei due. Nella notazione di Dirac:

lv,w >=|v>|w >;veLy,we L. (C.28)
Date le rappresentazion 77 (g) in Ly , e T>(g) in Lo, si definisce il prodotto tensoriale:

T(g9) = Ti(9) ® Ta(9)
T(g)lv,w >=Ti(g)|v > Ta(g)|w > (C.29)
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(st verifica che T'(g) é una rappresentazione di G ed é unitaria, se lo sono 71 2(g)). L’ algebra
dei generatori infinitesimi é data da:

K'=(K)'®1l+1 (K (C.30)

In genere la rappresentazione T non é irriducibile. Per i gruppi compatti, tuttavia, la rap-
presentazione pud essere completamente ridotta in blocchi diagonali irriducibili. In analogia col
momento angolare, caratterizziamo i vettori di una RU irriducibile con un complesso di numeri
quantici j, che caratterizzano la rappresentazione, ed un complesso di numeri quantici “magne-
tici”, m, che caratterizzano il vettore all’ interno della rappresentazione j (per un’ algebra di
rango R, ci saranno esattamente R numeri quantici magnetici, gli autovalori degli operatori che
si possono diagonalizzare simultaneamente, usiamo i caratteri italici per i numeri magnetici per
ricordarci che sono un complesso di numeri quantici). In termini dei vettori delle basi in Ly, Lo,
una base in L é data dai prodotti tensoriali:

|71, m1; Jo, mo >=[j1, M1 > |j2, mg > (C.31)

D’altro canto, dopo la completa riduzione della rappresentazione 1", dobbiamo poter scrivere lo
spazio L e le matrici T'(g) nella forma data nella (C.17):

L=®jalja;

T(9) = @5, T"(9) (C.32)
con lo stesso significato dei simboli (ricordiamo che « distingue tra rappresentazioni equivalenti
che eventualmente compaiano nello sviluppo).

In ciascun sottospazio L, scegliamo una base di vettori: [j, m,a >. L’ unione di queste

basi forma evidentemente una base completa in L, alternativa a quella data prima. Deve quindi
esistere una matrice unitaria che effettua il cambiamento di base. In formule:

’jlaml > ’j27m2 >= Z C(jhml;anmQ‘ja m7a)‘j7m7a > (033)
j7m7a
|j,m,a >= Z C*(jlyml;jg’mQUam’a)|j1,m1 > |]2,m2 > (034)
myp,mg

I coefficienti C sono noti come i coefficienti di Clebsch- Gordan e soddisfano le relazioni di
ortonormalita:

> Cliv,ma; da, malj, m, ) C* (1, mis ja, mbl, My &) = Sy it Sy (C.35)
j7m7a
Z C(j1, ma; g2, malj, m, ) C*(j1, my; jo, ma|j’, m', &) = 6; 16 ms a0 (C.36)

my,m2

Con 1" aiuto delle formule precedenti possiamo esprimere gli elementi delle matrici che rap-
presentano il gruppo sotto la forma di prodotto tensoriale in termini delle matrici irriducibili.
Si trova:

(T(jl)(g))mhm{ (T(jQ)(g))mz,mé =
= Z C(jl, ml;j2a m2|j, m, a)(T(J)(g))m,m’ C*(]Z 3 mé a]?a m,/Q |], mla O[) (C37)

]7m7a
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NOTA. Nel caso di rappresentazioni di SU(2) quanto sopra si riduce alla ben nota composizio-
ne di due momenti angolari. In questo caso j, il momento risultante, ¢ compreso nell’ intervallo:

l71 — jo| = 7 > |1 + Jjol (C.38)

Jj varia a passi di un’ unitd, ogni j compare una sola volta (I' indice a non serve).

I coefficienti di Clebsch- Gordan per i casi piu semplici (es. 1/2 ® 1) sono tabulati nel
Particle Data Book [21]. Coefficienti di Clebsch-Gordan di SU(3), per i casi piu usati, sono stati
pubblicati in [45].

Come si vede, il caso generale di un gruppo compatto non introduce complicazioni sostanziali
rispetto ad SU(2), se non il fatto che una stessa rappresentazione pué comparire piu volte nella
serie di Clebsch-Gordan.

C.8 IL LEMMA DI SCHUR

Questo lemma ci permette di caratterizzare gli elementi di matrici di operatori che sono
invarianti sotto le trasformazioni del gruppo, operatori cioé che commutano con le matrici della
rappresentazione. Affrontiamo per primo il caso di rappresentazioni irruducibili. Dobbiamo
considerare due casi.

1. Siano date due rappresentazioni irriducibili ed inequivalenti, 71 (g) in L; e T2(g) in Lo. Sia
A un operatore che trasforma vettori di Lq in vettori di Ly e supponiamo la relazione:

ATi(g) = To(g9)A, per ognig (C.39)

Lemma I: A é 1’ operatore nullo, A = 0.

Dim. Consideriamo in L; il nucleo di A, cioé I'insieme N dei vettori di L; tali che Az =0. N
¢é evidentemente un sottospazio invariante per 77i:

AT (g)x = Ta(g) Az = 0, per ogni g. (C.40)

Poiché Ti(g) é irriducibile, N = L; oppure N = 0. Nel primo caso il lemma ¢é dimostrato.
Nel secondo caso, consideriamo in Ly 1’ immagine J della trasformazione A. J é un sottospazio
invariante di Ty, dato che, se y = Ax:

Ty(g)y = To(g9) Az = ATy (g9)x = Az’, cheeJ (C.41)

Ma T5 é irriducibile, quindi J = 0 oppure J = Ls. Il secondo caso é escluso poiché T e T sono
inequivalenti, quindi J = 0, CDD.

2. Siano T1(g) e T5(g) irriducibili ed equivalenti e sia U una matrice unitaria che trasforma L;
in Lo, tale che:
Ti(g) = U'Ty(9)U, per ogni g. (C.42)
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Lemma II: Ogni operatore A che soddisfa la (C.39) € un multiplo di U, A = \U. In via
preliminare, notiamo che sostituendo la (C.42) nella (C.39), troviamo:

con B = AUT.

Ovviamente, se A = \U, vale anche AUT = B = A1 e una forma equivalente del lemma é la
seguente:

Lemma II': ogni matrice B che commuta con le matrici Ty(g) di una rappresentazione
irruducibile € un multiplo dell identitd.

Dim. La matrice B ammette almeno un autovettore x:
Bxr =Xz, x#0 (C.44)

Lo spazio, V, dei vettori che appartengono all’ autovalore A é uno spazio invariante per T5(g),
visto che:
B[Tx(g)x] = Ta(g) Bz = A[T2(g)x] (C.45)

Poiché T, ¢é irriducibile, V' = 0 oppure V = Ly. Il primo caso é escluso dall’ esistenza di
almeno un autovettore. Quindi V = Ly e B = A1, CDD.

C.9 ELEMENTI DI MATRICE DI OPERATORI IN-
VARIANTI

Consideriamo un sistema quantistico (atomo, campo) i cui stati sono rappresentati dai vettori
di uno spazio di Hilbert, L. Un operatore O é invariante sotto le trasformazioni del gruppo se
soddisfa la condizione:

Ul(g)0U(g) = O, (C.46)

dove U(g) sono gli operatori unitari che rappresentano 1" azione delle trasformazioni di g sugli
stati del sistema. Per un gruppo compatto, U(g) é completamente riducibile in blocchi finito-
dimensionali,

L= @j,aLj,a
Ulg) = ;a0 (g) (C.47)
Consideriamo gli elementi di matrice tra vettori che appartengono a due blocchi irriducibili:
<jaaam|0|j/aﬁa m, >= O(jaaj/ﬁ)m,m’ (C48)
Dalla (C.46) si trova:
(O(jaajlﬁ))m,m’ =< ja «, m|0|]/’ Ba ml >=
=< j,a,m|U(g)'OU(g)|j", 8, m' >=
= (T(j/’ﬁ))m’,n’(T(j’a));,n(O(ja7j/ﬁ))n,n’ =
= {Ir6) ()]t [0(a, §'8)] [T9 ) (g)T]}

)

(C.49)

m/
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La matrice finito-dimensionale O(ja, j'3) soddisfa alle condizioni del lemma di Schur:
O(ja, j'8) [TV (g)]" = [TV (9)]" O(ja. j'5) (C.50)
Di qui segue:
o O(jo,j'B) =0, se j # j’;
o O(a,j'B)nw = O, B O, se §" = j.

In parole, un operatore invariante ha elementi di matrice solo tra rappresentazioni equivalen-
ti, questi elementi di matrice sono diagonali nei, e indipendenti dai, numeri quantici magnetici.
Ci sono tanti coefficienti indipendenti, ||O((j, o, B)||, quanti sono i modi di associare tra loro
coppie di rappresentazioni equivalenti.

C.10 MISURA INVARIANTE SUL GRUPPO E RE-
LAZIONI DI ORTONORMALITA

Per gruppi finiti, la somma sugli elementi del gruppo é invariante sotto 1’ operazione che
trasla gli elementi del gruppo, moltiplicandoli per un elemento fisso:

> o)=Y f(hg) (C.51)
g g

per qualsiasi funzione degli elementi del gruppo. E ragionevole pensare di introdurre una simile
misura nel caso di un gruppo compatto, trasportando la misura dajdas .. .do, dall’ intorno
dellidentitd all’ intorno di un elemento generico, mediante la moltiplicazione del gruppo. In
effetti (cfr. [46]) per i gruppi compatti si pué definire una misura invariante per moltiplicazione
a sinistra:

/dww@w=/¢ﬁ@> (C.52)

e la misura risulta invariante anche per moltiplicazione a destra. La misura (C.52) é definita
univocamente a meno di una costante moltiplicativa, che scegliamo in modo tale che sia:

/dg =1 (C.53)

Consideriamo due rappresentazioni irriducibili, 77 (g) e T2(g), e costruiamo la matrice By q:

sz/@ﬂ@wn@azjwﬂ@wnwa (C.54)

la matrice By, dipende anche dai due indici r e b che per il momento teniamo fissi e quindi
possiamo non scrivere.
B é invariante, nel senso che:

T1(h)BT»(h)T = B (C.55)
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In effetti:
Ty (B / dg[Ty (g » T} To (), , = / ag[Ti (hg)] g [T (h9)]}, =
- / 49 T(9)gr To(9)} » = By (C56)

Sulla base del lemma di Schur, possiamo concludere quanto segue:
e se T} e Ts sono inequivalenti, B = 0;

o se Ty =T, Bggq = A(1,b,7)0q,4, dove j caratterizza la rapresentazione. Nel secondo caso,
possiamo porre a = ¢ e sommare, ottenendo:

A b DI () = [ dg(Ta(o)],(Ti(0)ar = [dg by =60 (C5T)
Mettendo tutto insieme, otteniamo le relazioni di ortonormalita:

[ 9 T90)0s TON0)z, = 1/Disn()5 58 (C.58)
Con la parametrizzazione data prima, la misura invariante di SU(2) si scrive [46]:
dg = (cost) sin 2%)(1@ dcosf do (C.59)

0>a>2m0 >0 > 7m0 > ¢ > 27). Lasciamo al lettore di verificare le relazioni di
ortonormalitd sugli elementi della matrice D(1/2) data nella (C.28).

C.11 IL TEOREMA DI WIGNER-ECKART

Un caso molto importante é quello di set di operatori nello spazio di Hilbert degli stati di
un sistema quantistico che trasformano secondo una rappresentazione irriducibile del gruppo:

Ulg)®U(9) =T, 20

m,m’ =~ m’’

(C.60)

dove U(g) sono gli operatori unitari che rappresentano " azione delle trasformazioni sugli stati
del sistema. Come prima, assumiamo che U(g) sia completamente riducibile in blocchi finito-
dimensionali, eq. (C.32). Consideriamo 1" elemento di matrice di ® tra stati che appartengono
alle rappresentazioni k ed [ nella riduzione di U(g) (queste rappresentazioni sono fissate e quindi
non é necessario indicare i valori degli altri numeri quantici, « , 3, che le individuano all’ interno
della decomposizione di U(g)). Procediamo inserendo nell’ elemento di matrice 1" operatore
1=U(9)'U(g) (sempre sommiamo sugli indici ripetuti):

<1,s|®P |k, n >=<1,5|U(9)'U(9)2U(9)TU (g)[k,n >=
= Tz, < 1,8 10Dk, 0 > (T®)),, o (TD) (C.61)
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Usiamo ora 1" espressione che d4 il prodotto di due matrici in termini delle componenti irriducibili,
tramite i coefficienti di Clebsh-Gordan, eq. (C.37). Troviamo:

<1, 5|8 |k, n >=
= Y 109, <1829k, > -
: Z T(J)(g)M,M/C(ka n;j7m ’J7M7Q)C*(k7n,;jam, ‘JaMlaa) (062)

Ja, M

Possiamo ora integrare entrambi i membri sul gruppo ed usare le relazioni di ortonormalitd
trovate nella Sezione precedente. Questo seleziona la rappresentazione con J = [ e fissa M = s,
M’ = s nella serie di Clebsch-Gordan. Troviamo:

<1, 5|8 |k, n >=
= Z <l,s/|q57(z/)|k,n'>C(k,n;j,m|l,s,a)0*(k,n';j,m/|l,s/,oz):

m’,n’,a,s’

:ZC(k:,n;j,m]l,s,a) Z C*(k‘,n';j,m']l,s',a)<l,s'[q57(i,)\k,n' >=

= Clk,n;j,mll, s,0) <[ 8V)||k >q; (C.63)
<l[@D||k >o= > C*(k,nsj,m/|l, s a) < 1,s'|09) |k, n' > (C.64)

L/ ultima linea della (C.63) rappresenta il risultato finale - il cosiddetto teorema di Wigner-
Eckart. L' elemento di matrice pué essere diverso da zero solo se la rappresentazione 7! ¢
presente nel prodotto tensoriale TU) @ T®). La dipendenza dell’ elemento di matrice dai numeri
quantici magnetici é fornita dei relativi coefficienti di Clebsch-Gordan moltiplicati per dei numeri,
gli elementi matrice ridotti, (C.64), che dipendono esclusivamente dalle rappresentazioni j, k ed [.
Gli elementi di matrice ridotta sono in numero uguale al numero di volte che la rappresentazione
[ compare nella riduzione del prodotto T @ T*).
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