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Capitolo 1

INTRODUZIONE

In questo corso ci occuperemo di elettrodinamica quantistica, la teoria di campo che descrive
l’interazione di particelle cariche con il campo elettromagnetico. L’elettrodinamica quantistica o
QED (Quantum Electro Dynamics) è una teoria incompleta, dato che tutte le particelle elementa-
ri sono anche sottoposte all’azione delle interazioni deboli, e nel caso dei quark alla azione delle
interazioni forti.

Figura 1.1: Fermioni Elementari (http://particleadventure.org/)

Una teoria più completa, che tiene conto sia delle interazioni elettromagnetiche che di quelle
deboli e forti, è offerta dal cosidetto Modello Standard. Anche il Modello Standard è incompleto, dato
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che non tiene conto delle interazioni gravitazionali1. Malgrado queste limitazioni la QED è molto
interessante per varie ragioni:

• La QED ha un’ampio campo di applicazioni di interesse fisico, che vanno dalla interazione dei
fotoni ed elettroni con la materia alla struttura fine dei livelli atomici.

• La QED è stata la prima teoria di campo ad essere stata studiata in dettaglio, in particolare per
quanto riguarda il metodo dei diagrammi di Feynman, il fenomeno delle divergenze infrarosse
e ultraviolette, e l’uso della rinormalizzazione.

• La QED è una teoria di gauge, ed è quindi il prototipo del Modello Standard. Uno studio della
QED è un’utile premessa allo studio del Modello Standard.

• Alcune delle predizioni della QED sono, tra le predizioni del Modello Standard, quelle verificate
con maggiore accuratezza.

La più precisa verifica della QED è attualmente data dal valore sperimentale della anomalia ma-
gnetica dell’elettrone. L’equazione di Dirac assegna all’elettrone un momento magnetico pari a un
magnetone di Bohr, e/2m, ma questo risultato va corretto a causa dell’interazione con il campo di
radiazione per una fattore (1+ae ), dove ae è appunto la anomalia magnetica, che può essere espressa
come una serie di potenze di α, la costante di struttura fine:

ae =
α

2π
+ ·· ·

I valori sperimentali per elettrone e positrone sono conosciuti con errori dell’ordine di 4 parti per
miliardo:

a
Exp
e− = (1159652.1884±0.0043)×10−9

a
Exp
e+ = (1159652.1879±0.0043)×10−9 (1.1)

da paragonare alla previsione teorica:

aTh
e− = (1159652.1535±0.0240)×10−9 (21 parti per miliardo) (1.2)

L’errore citato per la previsione teorica è in massima parte dovuto all’incertezza sul valore di α,
ottenuto da una misura dell’effetto Hall quantistico. La previsione teorica si basa sul calcolo di ae

sino a termini in α4.
In questo corso tratteremo della elettrodinamica quantistica usando il metodo degli integrali di

Feynman. Il metodo degli integrali di Feynman si è infatti rivelato decisamente superiore al più tra-
dizionale metodo della Quantizzazione Canonica [1] per trattare teorie quantistiche caratterizzate da
simmetrie di gauge. Ricordiamo che l’elettromagnetsmo è caratterizzato dall’invarianza di tutte le

1Mentre a livello di fisica classica (non quantistica) le interazioni gravitazionali sono descritte con grande
successo dalla teoria della relatività generale di Einstein, e in molti casi la teoria di Newton si dimostra del tutto
sufficiente, non esiste ancora una versione quantistica universalmente accettata di questa teoria. L’opinione
più diffusa è che sia necessario passare da una teoria di campo a una teoria di stringhe, argomento al di fuori
dai limiti di questo corso.
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grandezze osservabili, ad esempio i campi elettrico e magnetico ~E , ~H rispetto a trasformazioni dei
potenziali vettori

Aµ → A′
µ = Aµ+∂µ f (1.3)

dove f è una funzione arbitraria. Possiamo considerare questa trasformazione come dovuta ad
un operatore di trasformazione U f , e scrivere

U f AµU−1
f = Aµ+∂µ f (1.4)

Se eseguiamo due trasformazioni in successione, U f , Ug , avremo

Ug U f AµU−1
f U−1

g = Aµ+∂µ f +∂µg (1.5)

e possiamo facilmente verificare che l’insieme delle U f forma un gruppo commutativo (abeliano):

Ug U f =U f Ug =Ug+ f (1.6)

Nel caso dell’elettromagnetismo ci troviamo quindi di fronte a un tipo di invarianza di gauge parti-
colarmente semplice, mentre nel Modello Standard avremo a che fare con simmetrie di gauge non
commutative (non abeliane). Anche se metodo degli integrali di Feynman non è indispensabile per
la descrizione quantistica dell’elettromagnetismo, è quello preferito nel caso del Modello Standard.

1.1 Unità di misura, Rappresentazione di Heisenberg e di Schroe-
dinger, ecc.

Nel seguito useremo principalmente la rappresentazione di Heisenberg, dove gli operatori hanno
una dipendenza dal tempo:

O(t )= e i t HOe−i t H , O =O(0) (1.7)

Noteremo i passaggi in cui sia conveniente utilizzare la rappresentazione di Schroedinger. In ogni
caso operatori e stati per cui non sia indicata una dipendenza esplicita dat tempo, ad esempio O m〉,
si intendono essere operatori e stati fissi, equivalenti a O(t = 0) m〉 nella rappresentazione di Heisen-
berg e a O m, t = 0〉 nella rappresentazione di Schroedinger.

Useremo unità di misura in cui ×= 1 e c = 1.

Useremo le convenzioni del [2] per quanto riguarda i quadrivettori e le matrici di Dirac. In parti-
colare il prodotto scalare tra due quadrivettori p = {p0, ~p} e q = {q0, ~q} sarà indicato con pq ≡ pµqµ =
p0q0 − ~p · ~q.
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Capitolo 2

La meccanica quantistica con l’integrale di
Feynman

In questo capitolo vogliamo derivare la somma sui cammini dalla formulazione usuale della mec-
canica quantistica. Lo faremo nel caso particolarmente semplice di un sistema quantistico con un
solo grado di libertà. Dopo avere ricavato l’espressione delle ampiezze di transizione mediante la
somma sui cammini, faremo vedere come questo metodo permetta anche di calcolare le funzioni di
Green in meccanica quantistica. Conchiuderemo il capitolo indicando come questi risultati vadano
estesi al caso di sistemi con più gradi di libertà e alle teoria di campo.

Come ulteriore dimostrazione della equivalenza tra le differenti formulazioni della meccanica
quantistica, in un successivo capitolo useremo la formulazione con la somma sui cammini per de-
durre le regole di commutazione canoniche,

[

pm(t0) , qk (t0)
]

=−iħδm k

2.1 L’ampiezza di transizione

Per introdurre il metodo degli integrali di Feynmann, consideriamo il caso più semplice, quello di
un sistema quantistico unidimensionale descritto da una variabile dinamica q e l’impulso coniugato
p, con un hamiltoniano

H = K +V (q) = p2

2m
+V (q) (2.1)

dove indichiamo con K l’energia cinetica e V l’energia potenziale.
Vogliamo calcolare l’ampiezza di transizione da uno stato q1〉 al tempo t = t1 ad uno stato q2〉 al

tempo t = t2 = t1 +T . Usando unità di misura in cui × = 1 troviamo1

q1〉 = stato per t = t1

e−i T H q1〉 = stato per t = t1 +T

Ampiezza di transizione a q2〉 : 〈q2|e−i T H |q1〉 (2.2)

1In questo passaggio stiamo usando la rappresentazione di Schroedinger.
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Conoscere l’ampiezza di transizione in funzione di q1, q2, T è equivalente ad avere una descrizione
completa del nostro sistema quantistico. Vedremo qualche esempio di questa affermazione, riman-
dando però al testo di Feynman e Hibbs [3] per maggiori dettagli. Ricordiamo sin d’ora che nella
fisica delle particelle elementari siamo interessati proprio al calcolo delle ampiezze di transizione e
in particolare agli elementi di matrice S. Consideriamo anzitutto il caso in cui V (q) = 0. Si ottiene
allora direttamente (vedi appendice A):

〈q2|e−i T K |q1〉 = 〈q2|e−i
T p2

2m |q1〉 =
√

m

2π i T
e i

m(q2−q1)2

2T (V(q) = 0) (2.3)

Notiamo anche che il risultato può essere riscritto in termini della velocità media v,

〈q2|e−i
T p2

2m |q1〉 =
√

m

2π i T
e i T mv2

2

v = (q2 −q1)/T

Questo risultato ha una interpretazione molto semplice: nel limite classico il sistema si muoverebbe
a velocità costante v. La fase della ampiezza di transizione è data dalla azione lungo la traiettoria

classica:

Scl =
∫t2

t1

dt L(q, q̇) =
∫t2

t1

dt
mq̇2

2
=T

mv2

2

〈q2|e−i
T p2

2m |q1〉∝ e i Scl

La corrispondenza tra l’ampiezza di transizione quantistica e l’azione classica è stata per la prima
volta messa in evidenza da Dirac [4].

Nel caso generale, con un potenziale V (q) arbitrario, possiamo calcolare la ampiezza di transi-
zione mediante un processo di limite che ci porterà a definire l’integrale di Feynman o integrale sui
cammini. Suddividendo l’intervallo di tempo T in N intervalli ǫ= T /N possiamo scrivere

〈q2|e−i T H |q1〉 =

=
∫

dq1 . . . dqN−1 〈q2|e−iǫH |qN−1〉〈qN−1|e−iǫH |qN−2〉 · · · 〈q1|e−iǫH |q1〉 (2.4)

Notiamo che, dato che K e V non commutano,

e−iǫ(K+V ) = 1− iǫ(K +V )− ǫ2

2
(K 2 +V 2 +K V +V K ) (2.5)

mentre

e−iǫV e−iǫK = 1− iǫ(K +V )− ǫ2

2
(K 2 +V 2 +2V K ) (2.6)

quindi possiamo scrivere

e−iǫH = e−iǫV e−iǫK +O (ǫ2) (2.7)
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e notiamo che un errore O(ǫ2) ripetuto N volte equivale ad un errore globale O(ǫ), che diventerà
trascurabile nel limite ǫ→ 0. Ciascuno dei fattori nella (2.4) può quindi essere approssimato come

〈qk |e−iǫH |qk−1〉 ≈ 〈qk |e−iǫV e−iǫK |qk−1〉 (2.8)

= e−iǫV (qk ) 〈qk |e−iǫK |qk−1〉 (2.9)

e, usando la (2.3),

=

√

k

2π i ǫ
e

iǫ

(

m(qk−qk−1)2

2ǫ2 −V (qk )

)

= (2.10)

=
√

m

2π i ǫ
e

iǫ
(

m(vk )2

2 −V (qk )
)

(2.11)

Nell’ultimo passaggio abbiamo definito la velocità nell’intervallo k-mo come

vk = (qk −qk−1)

ǫ
(2.12)

di modo che possiamo riconoscere nel fattore di fase il lagrangiano L = mv2/2−V (q). Se adesso
sostituiamo nella (2.4) otteniamo

〈q2|e−i T H |q1〉 ≈
(
√

m

2π i ǫ

)N ∫N−1
∏

k=1
dqk exp

(

i
∑

k

ǫ

[

m(vk )2

2
−V (qk )

])

+O(ǫ) (2.13)

Nel limite ǫ → 0 l’insieme di punti {qN = q2, qN−1, . . . q1, q0 = q1} formano una traiettoria q(t )
dal punto iniziale q1 al punto finale q2. Il fattore di fase nella (2.13) diviene semplicemente l’azione
classica lungo questa traiettoria,

∑

k

ǫ

[

m(vk )2

2
−V (qk )

]

→
∫

dt L
(

q(t ), q̇(t )
)

= S
(

q(t )
)

mentre l’integrale della (2.13) si può interpretare come una somma sulle traiettorie. Nel limite ǫ→ 0
la somma diventa un integrale nello spazio delle traiettorie q(t ). La misura di integrazione è definita

dalla equazione:
(
√

m

2π i ǫ

)N ∫N−1
∏

k=1

dqk →
∫

D[q(t )]

Passando al limite ǫ→ 0, otteniamo infine:

〈q2|e−i T H |q1〉 =
∫

D[q(t )]e i S(q(t )) (2.14)

l’integrale è esteso su tutte le traiettorie q(t ) tali che q(t1) = q1, e q(t2) = q2.
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2.2 L’approssimazione reticolare

L’integrale di Feynman è un integrale funzionale, cioè un integrale che si estende su tutte le fun-
zioni q(t ) definite nell’intervallo t1, t2. È interessante considerare la (2.13) come una espressione ap-
prossimata che in linea di principio si può prestare a un calcolo esplicito. Questo tipo di approssi-
mazione è largamente utilizzata nella teoria dei campi, in quanto si presta alla esecuzione di calcoli
numerici in situazioni in cui non è possibile ottenere risultati esatti, e dove falliscono i metodi per-
turbativi che illustreremo nel caso della elettrodinamica quantistica. Questo tipo di approssimazione
numerica si è rivelata di particolare utilità nella Quantum Chromo Dynamics (QCD), la teoria dei
quark e delle loro interazioni forti, che non si presta a calcoli perturbativi se non in casi particolari.
Si parla allora di “approssimazione reticolare”: nella (2.13), ad esempio, il tempo t è rappresentato
tramite un reticolo di punti, t k = t1 +kǫ, e la funzione q(t ) tramite il valore che essa assume ai tempi
t i , q i = q(t i ).

La approssimazione alla ampiezza di transizione della (2.13) ha errori O(ǫ), e tanto bastava nella
discussione precedente per indicare una convergenza al risultato della (2.14). Se l’interesse è centrato
su metodi di calcolo numerico, diviene di grande importanza pratica la velocità con cui il risultato
approssimato converge a quello esatto. Ad esempio, come il lettore potrà facilmente dimostrare, una
semplice modifica della eq. (2.7),

e−iǫH = e−iǫV /2e−iǫK e−iǫV /2 +O(ǫ3) (2.15)

permette di costruire uno schema di calcolo che converge molto più rapidamente al risultato esatto.

2.3 Il limite classico

La formulazione della meccanica quantistica mediante la sommma sui cammini, eq. (2.14) si pre-
sta particolarmente alla discussione del limite classico di una teoria quantistica. Teniamo presente
che in ogni caso la teoria “vera” è quella quantistica e che la teoria classica non è che un partico-
lare limite di questa. Il limite classico si ottiene quando × → 0, quindi conviene riscrivere la (2.14)
esplicitando la presenza di ×,

〈q2|e−i T H/×|q1〉 =
∫

D[q(t )]e i S(q(t ))/× (2.14’)

La situazione diviene approssimativamente classica se il valore dell’azione è molto grande rispetto
ad ×. Supponiamo che esista una traiettoria qc (t ), tale che qc (t1) = q1, e qc (t2) = qc (t1 +T ) = q2 che
renda estrema l’azione. La condizione δS = 0 implica che traiettorie vicine alla qc (t ) contribuiscano
all’integrale (2.14’) con la stessa fase (o fasi vicine), e quindi interferiscono in modo costruttivo. Al
contrario, vicino ad ogni traiettoria che non estremizza l’azione ve ne sono altre con fase differente e
che interferiscono distruttivamente. Quindi l’integrale sarà dominato dal contributo di un fascetto di
traiettorie vicine a qc (t ), traiettorie la cui azione differisce da S(qc(t )) per meno di ×.

Nel limite ×→ 0 il moto del sistema quantistico sarà ben descritto dalla traiettoria “classica” qc (t ).
È certo interessante notare che questo argomento permetta di spiegare un fatto altrimenti piut-

tosto misterioso. Il principio d’azione δS = 0 viene normalmente dimostrato partendo dalle equa-
zioni del moto di Newton, ma questa derivazione non spiega la ragione della sua esistenza. L’origine
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del principio d’azione invece è chiara se ricordiamo che la meccanica classica altro non è che un
particolare limite della meccanica quantistica.

2.4 Il tempo come variabile complessa

Sinora abbiamo discusso della somma sui cammini senza preoccuparci eccessivamente della
convergenza degli integrali, ad esempio quello che appare nella eq. (2.14). In realtà, guardando la
(2.14) si vede subito che c‘è un problema: l’integrando e i S(q(t )) è di modulo = 1, quindi la definizione
dell’integrale richiede qualche cura. In realtà avevamo già incontrato lo stesso problema nel calco-
lare (vedi appendice A) l’ampiezza di transizione in assenza di forze, eq. (2.3). In quel caso abbiamo
visto che occorre definire l’ampiezza di transizione relativa ad un tempo T come limite, per η→ 0+,
dell’ampiezza relativa ad un intervallo di tempo T − iη. Applicheremo lo stesso metodo per definire
l’integrale sui cammini della (2.14), che riscriviamo ancora una volta in forma più esplicita,

〈q2|e−i T H |q1〉 =
∫

D[q(t )]exp(i S)=
∫

D[q(t )]exp

(

i

∫t2

t1

dt

[

mq̇2

2
−V (q)

])

(2.16)

Per dare al tempo una parte immaginaria negativa poniamo t = (1− iχ)τ, con χ costante e piccola, di
modo da poter approssimare (1− iχ)−1 con (1+ iχ),

t = (1− iχ)τ, di modo che















dt = (1− iχ)τ

q̇ = dq
dt

= (1+ iχ) dq
dτ

(2.17)

e l’integrando della (2.16) diviene exp(i Sχ), dove Sχ è l’azione calcolata con il tempo modificato:

exp(i Sχ) = exp

(

i

∫

dτ

[

m

2

(

dq

dτ

)2

−V (q)

])

·exp

(

−χ
∫

dτ

[

m

2

(

dq

dτ

)2

+V (q)

])

(2.18)

A questo punto l’integrando exp(i Sχ) ha modulo eguale a exp(−χI) dove I è l’integrale

I =
∫

dτ

[

m

2

(

dq

dτ

)2

+V (q)

]

=
∫

dτH (q, q̇)

Notiamo anzitutto che H (q, q̇) l’energia della particella2. Per quanto riguarda la convergenza dell’in-
tegrale funzionale nella eq. (2.16) possiamo distinguere vari casi a seconda del comportamento della
energia potenziale V (q):

V(q) = 0 Questo è il caso della particella libera, dove si può esplicitamente calcolare l’integrale fun-
zionale con il processo di limite delineato nella sezione 2.1 e i metodi elementari sviluppati
nella Appendice A; l’integrale funzionale risulta convergente

V(q) definito positivo In questo caso I > I0, dove I0 è il valore di I calcolato a parità di traiettoria per
V (q) = 0. Quindi si ha almeno la stessa convergenza del caso precedente.

2Notiamo per chiarezza che, dato che q(t ) è una traiettoria arbitraria, in generale H (q, q̇) non è
indipendente dal tempo.
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V(q) limitato inferiormente In questo caso, se V (q) > V0, I > I0 +V0T . L’aggiunta di una costante
V0T non muta la convergenza rispetto ai due casi precedenti.

V(q) non limitato inferiormente Bisogna valutare caso per caso. Se ad esmpio V (q) = −qn la con-
vergenza dell’integrale funzionale dipende dal valore dell’esponente n. Si può dimostrare che
l’integrale funzionale converge se 0 ≥ n ≥−1, e non converge se n > 0 o n <−1. Notiamo che il
potenziale coulombiano è un caso limite.

Notiamo che i casi esclusi sono quelli in cui falliscono anche le formulazioni alternative della mecca-
nica quantistica, ad esempio quella basata sulla meccanica ondulatoria.

2.5 La meccanica statistica

Nelle considerazioni precedenti, abbiamo sostituito l’integrazione sull’asse reale del tempo, con
una integrazione nel piano complesso di t, lungo la retta individuata da:

t = (1− iχ)τ≃ e−iχτ (2.19)

Il risultato converge anche per valori di χ non infinitesimi e possiamo spingerci al caso estre-
mo in cui χ = π/2. Troviamo allora la seguente espressione per l’ampiezza di transizione tra tempi
immaginari (!) t1 = 0, t2 =−iβ

〈q2|e−βH |q1〉 =
∫

D[q(τ)]exp

(

−
∫β

0
dτ

[

m

2

(

dq

dτ

)2

+V (q)

])

=
∫

D[q(τ)]exp

(

−
∫β

0
dτH (q, q̇)

)
(2.20)

dove l’integrale è sui cammini che vanno da q1 per τ = 0 a q2 per τ = β. Questo assomiglia strana-
mente ad una funzione di partizione in meccanica statististica, ed è proprio così, se restringiamo
l’integrale funzionali ai cammini periodici con q1 = q(0) = q2 = q(−iβ).

Assumiamo che gli autostati della nostra particella quantistica siano m〉 con energia Em . Con
l’aiuto della (2.20) la funzione di partizione della particella in equilibrio termico ad una temperatura
inversa3 β si può esprimere come integrale sui cammini,

Z (β)=
∑

m
e−βEm =

=
∑

m

〈m|e−βH |m〉 (cioè una traccia. . . )

= Tre−βH =
∫

dq 〈q|e−βH|q〉 (2.21)

=
∫

D[q(τ)]exp

(

−
∫β

0
dτH (q, q̇)

)

(. . . un integrale sui cammini) (2.22)

3Ricordiamo che β = 1/kT , con T la temperatura assoluta e k la costante di Boltzman. Per non fare
confusione con il tempo nel testo usiamo β e non la temperatura.
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dove l’integrale è su tutti i cammini ciclici, che partono da un arbitrario valore di q a t = 0 e torna-
no allo stesso punto per t = −iβ. Così definito l’integrale sui cammini assorbe l’integrazione che
proviene dalla traccia (penultimo passo della eq. 2.21).

Notiamo anche che nel limite β→∞ la funzione di partizione è dominata dallo stato fondamen-
tale:

Z (β) −−−−−→
(β→∞)

exp(−βE0)(1+ termini esponenzialmente piccoli inβ) (2.23)

2.6 Le funzioni di Green

Definiamo come funzioni di Green i valori di aspettazione nello stato fondamentale del prodotto
di operatori, ad esempio, nel caso della particella in moto unidimensionale, i prodotti della variabile
q(t ) presa a tempi diversi, t1, t2, . . . tN in ordine decrescente,

〈0|q(t1) q(t2) . . . q(tN ) |0〉 (t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tN )

Abbiamo qui adottato la rappresentazione di Heisenberg, di modo che

q(t1)= e i t H qe−i t H

Come vedremo una espressione di questo tipo può essere semplicemente scritta come somma
sui cammini.

Per estendere la definizione anche al caso di tempi arbitrari t1, t2, . . . tN , introduciamo il concetto
di prodotto ordinato nel tempo, T

(

q(t1) q(t2) . . . q(tN )
)

, che è semplicemente il prodotto degli stessi
operatori ordinati in ordine di tempo decrescente. Per due operatori:

T (q(t1) q(t2)) =
{

q(t1) q(t2) se t1 ≥ t2

q(t2) q(t1) se t2 ≥ t1
(2.24)

Possiamo allora definire la funzione di Green ad N tempi come

GN (t1, t2, . . . tN ) = 〈0|T
(

q(t1) q(t2) . . . q(tN )
)

|0〉 (2.25)

Questa definizione va in qualche modo motivata: perchè dare particolare importanza al valore
di aspettazione nello stato fondamentale 0〉? Perchè l’ordinamento temporale? La risposta a queste
domande si troverà nella teoria dei campi a cui ci stiamo preparando. In termini semplici lo stato
fondamentale della teoria dei campi è lo stato “vuoto”, cioè privo di particelle. Il vuoto ha varie ca-
ratteristiche che lo rendono unicamente degno di interesse: dal vuoto si possono creare tutti gli altri
stati mediante operatori di creazione; il vuoto è l’unico stato di una teoria di campo che sia invariante
sotto traslazioni nello spazio e nel tempo e sotto trasformazioni di Lorentz e rotazioni, e si potrebbe
continuare. Per quanto riguarda l’ordinamento temporale vedremo che esiste un rapporto diretto tra
le funzioni di Green così definite e gli elementi della matrice S. Peraltro. già sappiamo (cfr. la formula
di Dyson, in [1]) che il prodotto T-ordinato assume un ruolo centrale nella teoria delle perturbazioni.

Dimostriamo adesso che la (2.25) può essere trasformata nella seguente somma sui cammini

GN (t1, t2, . . . tN ) =
∫

D[q(t )]exp(i S) q(t1) q(t2) . . . q(tN )
∫

D[q(t )]exp(i S)
(2.26)
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Nel numeratore e nel denominatore, l’integrale è esteso su tutti cammini tra t =−∞ e t =∞, tali che
q(+∞) = q(−∞). Si deve intendere, inoltre, che i tempi si ottengono come limite di tempi complessi,
secondo quanto discusso nella sezione 2.4. Più precisamente:

GN (t1, t2, . . . tN )= lim
χ→0+

lim
T→∞

[

∫

D[q(t ′)]exp(i S)(q(t ′1) q(t ′2) . . . q(t ′N )
∫

D[q(t ′)]exp(i S)

]

(2.27)

e gli integrali sono estesi su tutti i cammini periodici tra t =−T ′ =−T (1− iχ) e t = T ′ = T (1− iχ), tali
cioè che q(T ′)= q(−T ′), e t ′1,2,... = (1− iχ) t1,2,....

Per dimostrare l’equivalenza tra (2.27) e (2.25) consideriamo per semplicità il caso di due opera-
tori, ed esplicitiamo la dipendenza dal tempo degli operatori in (2.25). Consideriamo il caso in cui
t1 ≥ t2

G2(t1, t2) = 〈0|q(t1) q(t2)|0〉 = 〈0|e i t1H q e−i (t1−t2)H q e−i t2H |0〉 (t1 ≥ t2)

= 〈0|e−i (T−t1)H q e−i (t1−t2)H q e−i (t2+T )H |0〉
〈0|e−2i T H |0〉

(2.28)

Nel secondo passo T è un tempo arbitrario, ma tale che T > t1, t2 >−T . Il termine a denominatore,
〈0|e−2i T H |0〉 = exp(−2i T E0) compensa l’introduzione di due fattori e−i T H nel numeratore, di modo
che il risultato non dipende da T . A questo punto introduciamo i tempi complessi, e scriviamo:

G2(t1, t2) = lim
χ→0+

lim
T→∞

[

〈0|e−i (T ′−t ′1)H q e−i (t ′1−t ′2)H q e−i (t ′2+T ′)H |0〉
〈0|e−2i T ′H |0〉

]

dove T ′ = (1− iχ)T, t ′1,2 = (1− iχ) t1,2. Il limite T →∞ è in apparenza inutile, dato che come abbiamo
osservato il termine in parentesi quadra è indipendente da T. Tuttavia esso ci permette di passare dal
valore di aspettazione in 0〉 alla traccia degli operatori sia a numeratore che a denominatore:

G2(t1, t2) = lim
χ→0+

lim
T→∞

[

∑

m 〈m|e−i (T ′−t ′1)H q e−i (t ′1−t ′2)H q e−i (t ′2+T ′)H |m〉
∑

m 〈m|e−2i T ′H |m〉

]

Infatti per ogni χ > 0 e per T “grande” il contributo degli stati eccitati m〉 6= 0〉 è depresso sia a nu-
meratore che a denominatore per un fattore exp

(

−2χT (Em −E0)
)

rispetto a quello dello stato fon-
damentale, e svanisce nel limite T →∞, che è eseguito prima di quello χ→ 0+: l’ordine dei limiti è
importante!

Dato che la traccia è indipendente dalla base scelta per descrivere gli stati, possiamo usare la base
degli autostati della posizione, q〉,

G2(t1, t2) = lim
χ→0+

lim
T→∞

[
∫

dq̃ 〈q̃|e−i (T ′−t ′1)H q e−i (t ′1−t ′2)H q e−i (t ′2+T ′)H |q̃〉
∫

dq̃ 〈q̃|e−2i T ′H |q̃〉

]

Per completare la dimostrazione basta mostrare che l’espressione tra parentesi quadre è identica a
quella che otterremmo dalla (2.27) nel caso di due operatori,

∫

dq̃ 〈q̃|e−i (T ′−t ′1)H q e−i (t ′1−t ′2)H q e−i (t ′2+T ′)H |q̃〉
∫

dq̃ 〈q̃|e−2i T ′H |q̃〉

=
∫

D[q(t ′)]exp(i S)(q(t ′1) q(t ′2)
∫

D[q(t ′)]exp(i S)

(2.29)
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In effetti il numeratore e il denominatore nelle due espressioni sono separatamente eguali. Per quan-
to riguarda il denominatore, 〈q̃|e−2i T ′H |q̃〉 è una ampiezza di transizione, che possiamo esprimere
come

∫

D[q(t ′)]exp(i S), dove l’integrazione è su tutti i cammini che partono da q̃ a t =−T ′ e tornano
allo stesso punto per t = T ′. Per eseguire l’integrazione su q̃ basta estendere l’integrale sui cammini
a tutti quelli che, partendo da qualsiasi punto per t =−T ′, tornano al punto di partenza per t = T ′. I
due denominatori sono quindi eguali.

Per il numeratore, assumiamo che sia T > t1, t2 >−T , e introduciamo accanto ai due operatori q

somme sul sistema completo di stati,
∫

dq q〉〈q = 1:

∫

dq̃ 〈q̃|e−i (T ′−t ′1)H q e−i (t ′1−t ′2)H q e−i (t ′2+T ′)H |q̃〉

=
Ñ

dq̃dq1dq2 〈q̃|e−i (T ′−t ′1)H |q1〉〈q1|q e−i (t ′1−t ′2)H |q2〉〈q2|q e−i (t ′2+T ′)H |q̃〉

=
Ñ

dq̃dq1dq2 q1q2 〈q̃|e−i (T ′−t ′1)H |q1〉〈q1| e−i (t ′1−t ′2)H |q2〉〈q2| e−i (t ′2+T ′)H |q̃〉

L’ultima espressione contiene il prodotto di tre ampiezze di transizione, che possiamo scrivere come
una singola somma sui cammini che passano rispettivamente per q1 al tempo t ′1 e per q2 a t ′2:

[q(−T ′)= q̃] → [q(t ′2) = q2] → [q(t ′1) = q1] → [q(T ′)= q̃]

l’integrazione su q̃, q1, q2 significa estendere l’integrale funzionale su tutti i cammini periodici tali
cioè che [q(T ′) = q(−T ′)], sostituendo il fattore q1q2 con q(t ′1)q(t ′2), e si ottiene così il numeratore del
secondo membro della eguaglianza (2.29). Lasciamo come esercizio la dimostrazione che il risultato
è corretto anche per l’altro possibile ordinamento dei tempi, t2 > t1. La dimostrazione si estende
facilmente, seguendo gli stessi passi, al caso in cui siano presenti più di due operatori.



14 INTEGRALI DI FEYNMAN



Capitolo 3

PASSAGGIO ALLA TEORIA DI CAMPI

Quello che abbiamo fatto per un grado di libertà si estende direttamente al caso di un numero
finito di gradi di libertà. Tutti i risultati ottenuti valgono direttamente per un sistema con n gradi
di libertà, purchè si intenda che il simbolo q venga interpretato come un vettore ad n componenti,
q = {q1 . . . qn}. Ad esempio una funzione di Green può essere definita come

Gk1,k2...,kN
(t1, t2, . . . tN ) = 〈0|T

(

qk1 (t1) qk2 (t2) . . . qkN
(tN )

)

|0〉 (3.1)

Per “cammino” si intende la traiettoria del vettore qk (t ) tra il tempo iniziale t1 e il tempo finale t2, cioè
l’insieme delle funzioni qk (t ) nell’intervallo t1 ≥ t ≥ t2.

Queste idee si estendono facilmente, almeno in modo formale, a una teoria di campo. Conside-
riamo il caso di un campo scalare reale φ(~x, t ). Possiamo definire il lagrangiano L come integrale di
una densità di Lagrangiana e l’azione come l’integrale sul tempo del Lagrangiano. In formule:

L =L (φ,∂µφ),

L =
∫

d3xL

S =
∫

dt L =
∫

d4xL (3.2)

Possiamo pensare questo sistema come limite di un campo definito su un reticolo di punti ~xk a
distanza a, il passo reticolare, che coprono un cubo di lato L. Si tratta di un doppio limite a → 0, L →
∞. Per ogni valore di a, L abbiamo un numero finito n = (L/a)3 di punti, e il campo risulta descritto
dalle n variabili dinamiche φk (t )=φ(~xk , t ). Nella versione discretizzata, scriveremo l’azione come

S =
∫

dt
∑

k

a3
Lk

Dove Lk è la densità di lagrangiano nel punto ~xk , calcolata approssimando le derivate del campo con
differenze, ad esempio

∂φ(~xk , t )

∂x
≈ φ(xk +a, yk , zk , t )−φ(xk , yk , zk , t )

a
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La descrizione di un campo mediante un reticolo di punti, e un passaggio al limite del continuo, può
essere usata per definire formalmente una teoria di campo, ma anche per eseguire calcoli numerici
di grandezze interessanti, ad esempio le funzioni di Green. In questo secondo caso conviene di solito
rappresentare anche il tempo come variabile discreta, come avevamo accennato nella sezione 2.2.

In conclusione una teoria di campo può essere considerata come caso limite di un sistema a molti
gradi di libertà, e la corrispondente teoria quantistica può essere definita mediante la somma sui
cammini. Per “cammino”, con dati valori di a, L si intende l’insieme delle funzioni φk (t ) nel dato
intervallo temporale. Nel limite a → 0, L →∞ questo diviene il valore della funzione φ(~x, t ) per tutti
i valori di ~x e per t nell’intervallo dato. Rimane da dimostrare la convergenza del processo di limite,
cosa che non si sa fare in generale, se non nel caso più semplice, quello di campi liberi, e in pochi altri
casi. Per campi in interazione si può ricorrere alla teoria delle perturbazioni, che discuteremo nel
seguito. Vedremo allora che un passo essenziale è costituito dalla procedura di rinormalizzazione,
necessaria per eliminare (o meglio interpretare) le divergenza che emergono nel limite di piccole
distanze, a → 0.

Supponendo di avere risolto i problemi relativi al passaggio al limite, quello che abbiamo detto
nelle sezioni precedenti si applica direttamente a una teoria di campo. Ad esempio possiamo definire
la funzione di Green ad N punti come:

G(x1, x2, . . . xN ) = 〈0|T
(

φ(x1)φ(x2) . . .φ(xN )
)

|0〉 (3.3)

( 0〉 indica lo stato vuoto, e xk il quadrivettore ~xk , tk ). Come nel caso finito-dimensionale, G può
essere espressa come integrale funzionale:

G(x1, . . . xN ) =
∫

D[φ(x)]exp(i S)φ(x1)φ(x2) . . .φ(xN )
∫

D[φ(x)]exp(i S)
(3.4)

dove D[φ(x)] rappresenta la misura sullo spazio delle funzioni. Anche in questo caso, come nella
sezione 2.6, questa espressione va intesa come limite,

G(x1, . . . xN ) = lim
χ→0+

lim
T→∞
L→∞

[

∫

D[φ(~x, t ′)]exp(i S)φ(~x1, t ′1)φ(~x2, t ′2) . . .φ(~xN , t ′N )
∫

D[φ(~x, t ′)]exp(i S)

]

(3.5)

dove in parentesi quadra l’integrale si estende su tutte le funzioni φ(~x, t ′) in cui t ′ = (1−iχ)t si estende
tra ±(1− iχ)T , e periodiche sia nel tempo che nello spazio:

φ
(

~x, (1− iχ)T
)

=φ
(

~x,−(1− iχ)T
)

φ(x, y, z, t )=φ(x +L, y, z, t )=φ(x, y +L, z, t ) =φ(x, y, z +L, t ).
(3.6)

La periodicità sia nella direzione temporale che nella direzione spaziale permette di eseguire
liberamente integrazioni per parti, ad esempio

∫

d4x (∂µφ ∂µφ) =−
∫

d4x (φ ∂µ∂
µφ) (3.7)

Queste espressioni si generalizzano al caso di più campi, φk (x), (k = 1. . . n) ad esempio

Gk1...,kN
(x1, . . . xN ) = 〈0|T

(

φk1 (x1) . . .φkN
(xN )

)

|0〉

=
∫

∏n
k=1 D[φk (x)]exp(i S)φk1 (x1) . . .φkN

(xN )
∫

∏n
k=1 D[φk (x)]exp(i S)

(3.8)
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Il caso di un campo complesso si può ricondurre a quello di due campi reali1,

φ(x) = 1
p

2
(φ1 + iφ2); φ†(x) = 1

p
2

(φ1 − iφ2) (3.9)

Il fattore 1/
p

2 è scelto in modo che D[φ(x)]D[φ†(x)] = D[φ1(x)]D[φ2(x)] come si verifica dallo Jaco-
biano. Usando questa relazione il calcolo delle funzione di Green si riconduce alla (3.8), e si ottiene
in generale ad esempio

〈0|T
(

φ(x1) . . .φ(xN )φ†(y1) . . .φ†(yM )
)

|0〉

=
∫

D[φ(x)]D[φ†(x)]exp(i S)φ(x1) . . .φ(xN )φ†(y1) . . .φ†(yM )
∫

D[φ(x)]D[φ†(x)]exp(i S)

(3.10)

e nel caso semplice di una funzione a due punti,

〈0|T
(

φ(x)φ†(y)
)

|0〉

=
∫

D[φ(x)]D[φ†(x)]exp(i S)φ(x)φ†(y)
∫

D[φ(x)]D[φ†(x)]exp(i S)

(3.11)

La dimostrazione delle eqq. 3.10 e 3.11 è elementare, basta notare che le funzioni di Green definite
tramite i valori di aspettazione sono lineari nei campi in ciascun punto, e che questo è ovviamente
vero per la loro definizione in termini di somma sui cammini, per cui

〈0|T
(

· · · (φ1(x)± iφ2(x)) · · ·
)

|0〉 = 〈0|T
(

· · · φ1(x) · · ·
)

|0〉± i 〈0|T
(

· · · φ2(x) · · ·
)

|0〉

=
∫

D[φ(x)]D[φ†(x)]exp(i S) · · · (φ1(x)± iφ2(x)) · · ·
∫

D[φ(x)]D[φ†(x)]exp(i S)

3.1 Il funzionale generatore

In questa sezione introduciamo il funzionale generatore, una tecnica che permette di esprimere
in modo compatto l’insieme delle funzioni di Green. Consideriamo il caso di un sistema con n gradi
di libertà qk (t ), (k = 1. . . n). Definiamo il funzionale generatore Z come

Z [J] ≡ Z [J1(t ), . . . Jn(t )] =
∫

D[q(t )]exp

(

i S
(

q(t )
)

− i

∫

dt
∑

k

qk (t )Jk (t )

)

(3.12)

dove le Jk (t ) sono n funzioni del tempo, e l’integrale funzionale va definito come limite

Z [J] ≡ Z [J1(t ), . . . Jn(t )] = lim
χ→0+

lim
T→∞

∫

D[q(t ′)]exp

(

i S
(

q(t ′)
)

− i

∫

dt ′
∑

k

qk (t ′)Jk (t ′)

)

(3.13)

dove, seguendo la discussione nelle sezioni precedenti, gli integrali nella parentesi quadra sono estesi
su tutti i cammini periodici tra t =−T ′ =−T (1− iχ) e t = T ′ = T (1− iχ), tali cioè che q(T ′) = q(−T ′),
e t ′ = (1− iχ)t .

1Useremo il simbolo † sia per indicare la coniugazione hermitiana nel caso di operatori, che la coniugazione
complessa delle funzioni numeriche che rappresentano le traiettorie delle stesse grandezze.
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Le funzioni di Green si ottengono allora come derivate funzionali di Z [J].
Per chi non lo avesse ancora incontrato, il concetto di “derivata funzionale” è molto semplice.

Consideriamo una funzione f (x), e un funzionale X
[

f (x)
]

. Consideriamo poi una variazione f (x) →
f (x)+ǫ(x). Il valore di X [ f +ǫ] può essere sviluppato in potenze di ǫ, e questo sviluppo ci permette di
definire implicitamente, in analogia con lo sviluppo di Taylor, le derivate funzionali rispetto ad f :

X [ f +ǫ] =X [ f ]+
∫

dx
δX

δ f (x)
ǫ(x)+ 1

2

Ï

dx1dx2
δ2X

δ f (x1)δ f (x2)
ǫ(x1)ǫ(x2)

. . .+ 1

N !

∫

· · ·
∫

dx1 · · ·dxN
δN X

δ f (x1) · · ·δ f (xN )
ǫ(x1) · · ·ǫ(xN )+ . . .

(3.14)

Se analogamente eseguiamo uno sviluppo di Taylor della Z [J] in potenze di J,

Z [J]=
∞
∑

N=0

[

(−i )N

N !

]∫

D[q(t )]exp(i S)

(

∫

dt
∑

k

qk (t )Jk (t )

)N

, (3.15)

e in particolare

Z [0] =
∫

D[q(t )]exp(i S), (3.16)

alla luce della (2.26) possiamo riscrivere questo risultato come un polinomio nelle Jk (t ) i cui coeffi-
cienti sono le funzioni di Green,

Z [J]= Z [0]
∞
∑

N=0

[

(−i )N

N !

]∫

dt1 . . . dtN Jk1 (t1) . . . JkN
(tN ) Gk1...,kN

(t1, . . . tN ), (3.17)

da cui le singole funzioni di Green possono essere estratte con una appropriata derivata funzionale,

Gk1 ...,kN
(t1, . . . tN ) = (i )N 1

Z [0]

[

δN Z [J]

δJk1 (t1) · · ·δJkN
(tN )

]

J=0

(3.18)

Questi concetti si applicano direttamente alle teorie di campo. Assumiamo che ci siano N campi
φ1(x) . . .φN (x), dove x = {~x, t }. Definiremo il funzionale generatore in termini di N funzioni di x,
Jk (x), (k = 1 . . . N),

Z [J] =
∫

D[φ(x)]exp

(

i S
(

φ(x)
)

− i

∫

d4x
∑

k

φk (x)Jk (x)

)

(3.19)

La definizione di questo integrale segue le prescrizioni di limite e periodicità specificate nella sezione
precedente, eqs. (3.5), (3.6). Le funzioni di Green a N punti risultano allora:

Gk1 ,...kN
(x1, · · · xN ) = 〈0|T

(

φ1(x1) · · ·φN (xN )
)

|0〉 =

=
∫

D[φ(x)]φ(x1) . . .φ(xN )exp
(

i S
(

φ(x)
))

∫

D[φ(x)]exp
(

i S
(

φ(x)
)) =

= (i )N 1

Z [0]

[

δN Z [J]

δJ1(x1) · · ·δJN (xN )

]

J=0

(3.20)
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Una corrispondenza notevole: la (3.20) si ottiene con la semplice regola di sostituzione

φk (x) → i
δ

δJk (x)
, (3.21)

che possiamo ad esempio utilizzare nel modo seguente: se F [φ] è un arbitrario funzionale dei campi,
otteniamo che

∫

D[φ(x)]exp i

(

S −
∫

d4x J(x)φ(x)

)

F [φ] = F [i
δ

δJ
] Z [J] (3.22)

un risultato che utilizzeremo per ricavare lo sviluppo perturbativo di una teoria di campo.

Per un campo complesso possiamo definire un funzionale generatore mediante due funzioni reali
J1, J2 o, meglio, in termini di una funzione complessa J e della sua coniugata J†,

Z (J, J†) =
∫

D[φ(x)]D[φ†(x)]exp

(

i S
(

φ(x),φ†(x)
)

− i

∫

d4x
(

φ†(x)J(x)+ J†(x)φ(x)
)

)

(3.23)

(3.24)

Le funzioni di Green si ottengono allora dalla regola di sostituzione (vedi eq. 3.21)

φ(x) → i
δ

δJ†(x)
, φ†(x) → i

δ

δJ(x)
(3.25)

che si estende in modo ovvio al caso di più campi reali o complessi.

Invarianza per traslazioni e conservazione del quadri-momento. La forma delle funzioni di
Green data nella seconda riga della (3.20) permette di discutere in modo molto semplice l’invarianza
per traslazioni. Se consideriamo una traslazione di aµ, possiamo scrivere:

Gk1,...kN
(x1 +a, · · · xN +a) =

∫

D[φ(x)]φ(x1 +a) . . .φ(xN +a)exp
(

i S
(

φ(x)
))

∫

D[φ(x)]exp
(

i S
(

φ(x)
)) =

=
∫

D[φ(x)]φ(x1 +a) . . .φ(xN +a)exp
(

i S
(

φ(x +a)
))

∫

D[φ(x)]exp
(

i S
(

φ(x)
)) =

=
∫

D[φ(x)]φ(x1) . . .φ(xN )exp
(

i S
(

φ(x)
))

∫

D[φ(x)]exp
(

i S
(

φ(x)
)) =Gk1,...kN

(x1, · · · xN )

(3.26)

dove abbiamo usato l’invarianza per traslazioni dell’azione e l’ultimo passaggio segue dall’invarianza
della misura di integrazione funzionale per la sostituzione: φ(x) →φ(x +a).

Le funzioni di Green, sono funzioni solo delle differenze delle xk e quindi la loro trasformata di
Fourier deve contenere una funzione delta della conservazione del quadri-momento:

∫

. . .
∫

d4x1 . . . d4xN e i[(p1 x1)+···+(pN xN )] Gk1,...kN
(x1, · · · xN ) = (2π)4 δ4(

∑

pi ) G̃(p1, . . . , pN ) (3.27)

dove G̃ è una funzione regolare dei quadri-momenti. Lasciamo al lettore di dimostrare la (3.27) a
partire dalla (3.26).
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3.2 L’oscillatore armonico

Applichiamo i concetti che abbiamo illustrati a un caso particolarmente semplice, quello di un
oscillatore armonico di massa m = 1, con un hamiltoniano e lagrangiano rispettivament edati da

H = 1

2
(p2 +ω2q2); L = 1

2
(q̇2 −ω2q2) (3.28)

Vogliamo usare la tecnica del funzionale Z per calcolare le funzioni di Green. Seguiremo i calcoli
in qualche dettaglio, dato che essi si applicano direttamente a situazioni interessanti, ad esempio
alla teoria dei campi. Prima di procedere con il funzionale Z , calcoliamo la funzione di Green a due
punti partendo dalla normale formulazione della Meccanica Quantistica in modo da poter verificare
la equivalenza delle due formulazioni.

Ricordiamo che, in termini degli operatori di creazione e distruzione (vedi ad esempio [5]), ab-
biamo

q = 1
p

2ω
(a+a†); a† 0〉 = 1〉 , a 1〉 = 0〉 ; H 0〉 = ω

2
0〉 , H 1〉 = 3ω

2
1〉

e quindi, q 0〉 = 1
p

2ω
1〉 ; q 1〉 = 1

p
2ω

0〉

Considerando prima il caso in cui t1 > t2 abbiamo

G(t1, t2)= 〈0|q(t1) q(t2) |0〉 = 〈0|e i Ht1 q e−i H(t1−t2)q e−i Ht2 |0〉

= 1

2ω
e−iω(t1−t2); (t1 > t2)

e, mettendo assieme il risultato per t2 > t1,

G(t1, t2) = 1

2ω

(

e−iω(t1−t2)θ(t1 − t2)+ e−iω(t2−t1)θ(t2 − t1)
)

(3.29)

Per quanto riguarda il metodo della somma sui cammini, notiamo anzitutto che con una integra-
zione per parti

S = 1

2

∫

dt
(

q̇2 −ω2q2)=−1

2

∫

dt
(

qq̈ +ω2q2)=−1

2

∫

dt
(

qOq
)

(3.30)

dove O è l’operatore differenziale

O = ∂2
t +ω2 (3.31)

Il funzionale generatore sarà quindi

Z [J]=
∫

D[q(t )]exp

[−i

2

∫

dt
(

q Oq +2q J
)

]

(3.32)

La strategia per eseguire l’integrale è quella standard per integrare funzioni del tipo exp(−a x2 +bx),
usata ad esempio nella Appendice A, e consiste nel riscrivere l’esponente come quadrato perfetto, per
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ottenere un integrale gaussiano. Procediamo formalmente, riscrivendo la (3.32) come2

Z [J]=
∫

D[q(t )]exp
−i

2

∫

dt
(

(q +O
−1 J )O (q +O

−1 J )− (O−1 J )O (O−1 J )
)

= exp

[

i

2

∫

dt (O−1 J )O (O−1 J )

]∫

D[q(t )]exp

[−i

2

∫

dt (q +O
−1 J )O (q +O

−1 J )

] (3.33)

L’integrale funzionale nell’ultima espressione è in realtà una costante indipendente da J, come si vede
con un cambiamento di variabili3 q → q′ = q +O

−1 J, e in conclusione

Z [J]= K exp

[

i

2

∫

dt (O−1 J )O (O−1 J )

]

(3.34)

Una costante moltiplicativa non ha alcun effetto sul valore delle funzioni di Green (vedi ad esempio
la eq. (3.18)). per cui possiamo semplicemente scrivere

Z [J]= exp

[

i

2

∫

dt J O
−1 J

]

(3.35)

L’inverso di O sarà un operatore integrale:

(O−1 J)(t ) =−
∫

dt ′G(t − t ′) J(t ′) (3.36)

La funzione G è detta “propagatore”. Il segno è stato scelto in vista di quanto faremo poi sulla teoria
dei campi e delle convenzioni esistenti, e deve essere:

O(O−1 J)(t )= J(t )

quindi la funzione G(t ) deve obbedire l’equazione differenziale

O G(t ) =−δ(t ) (3.37)

Dobbiamo però ricordare che la Z [J] è definita (eq. 3.13) come limite partendo da valori del tempo
con una piccola4 parte immaginaria negativa, t ′ = (1− iχ)t . Per χ piccolo ma non nullo, l’operatore
differenziale O diventa

O = ∂2
t ′ +ω2 = (1+2iχ)∂2

t +ω2 (3.38)

2Per verificare questo risultato, notare che, con due integrazioni per parti,

∫

dt (O−1 J)Oφ=
∫

dt
(

O (O−1J)
)

φ=
∫

dt Jφ

3Ricordiamo che l’integrale funzionale si estende su tutte le orbite periodiche, q(+∞) = q(−∞), quindi vo-
gliamo che anche q ′ sia periodico. Occorre quindi imporre qualche restrizione su J(t ), ad esempio che le fun-
zioni J(t ) ammissibili tendano abbastanza rapidamente a zero per t →±∞. Una analoga restrizione si dovrà
applicare nel caso della teoria dei campi.

4Nelle seguenti manipolazioni trascureremo termini ∝χ2.
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e il propagatore G(t ) sarà il limite per χ→ 0 di una funzione G(t ,χ) che obbedisce l’equazione5, vedi
la eq. (2.17),

(

(1+2iχ)∂2
t +ω2)

G(t ,χ) =−δ(t ) (3.39)

La soluzione generale di questa equazione è la somma di una soluzione particolare e della soluzione
generale della equazione omogenea, che possiamo scrivere, sempre trascurando termini O(χ2),

∂2G =−
(

(1− iχ)ω
)2

G ; → G = a e−i tω(1−iχ)+b e i tω(1−iχ)

Per trovare una soluzione della (3.39) passiamo alle trasformate di Fourier,

G(t ,χ) = 1

2π

∫

dE G(E ,χ)e−i Et δ(t ) = 1

2π

∫

dE e−i Et (3.40)

Quindi

G(E ,χ) = −1

ω2 −E2(1+2iχ)
= (1−2iχ)

E2 −ω2(1−2iχ)
(3.41)

e trascurando il fattore moltiplicativo (1−2iχ)

G(E ,χ) = 1

E2 −ω2 + iǫ
oppure = 1

E2 − (ω− iη)2
(3.42)

dove ǫ= 2χω2, η= χω

Figura 3.1: Posizione dei poli nella funzione G(x,χ) e cammino di integrazione per tempi positivi

Possiamo adesso calcolare G(t ,χ),

G(t ,χ) = 1

2π

∫

dE
e−i Et

E2 − (ω− iη)2
(3.43)

per t > 0 il cammino di integrazione può essere completato sul semipiano inferiore — figura 3.2 —
e comprende il polo di destra, mentre per t < 0 il cammino di integrazione va chiuso nel semipiano

5Stiamo trascurando fattori moltiplicativi che tendono ad uno quando χ→ 0. Ad esempio avremmo dovuto
scrivere δ(t ′) = δ(t )/(1− iχ), ma questo fattore è irrilevante nel limite.
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superiore e comprende il polo di sinistra. Notiamo che la presenza di una parte immaginaria del
tempo risulta in una selezione del polo che contribuisce all’integrazione. Applicando il teorema dei
residui in ciascuno dei due casi, t > 0 e t < 0, otteniamo quindi una soluzione particolare della (3.39),

G(t ,χ) = −i

2ω

(

e−i tω(1−iχ)θ(t )+ e i tω(1−iχ)θ(−t )
)

(3.44)

mentre la soluzione generale sarà

G(t ,χ) = −i

2ω

(

e−i tω(1−iχ)θ(t )+ e i tω(1−iχ)θ(−t )
)

+a e−i tω(1−iχ) +b e i tω(1−iχ) (3.45)

Per determinare le costanti a, b ricordiamo che, per eseguire il calcolo che porta alla (3.35) abbiamo
eseguito un cambiamento di variabili nella integrazione sui cammini,

q(t )→ q′(t )= q(t )−δq(t ); δq(t ) =
∫

dt ′G(t − t ′) J(t ′)

Dato che l’integrale è esteso su tutti i cammini periodici tra t = ±∞, anche i cammini trasformati
devono essere periodici, qualunque sia la funzione J(t ). Quindi δq(t ) deve essere periodica. La solu-
zione particolare soddisfa questa condizione, dato che tende a zero sia per x →∞ che per x →−∞
(ricordiamo che questo limite va preso prima di mandare χ→ 0) grazie alla presenza delle funzioni
θ(±t ). Quindi dobbiamo considerare l’effetto dei termini aggiuntivi. Se prendiamo J(t ) = δ(t − t1),
con t1 un tempo arbitrario dai termini aggiuntivi a, b della (3.45) otteniamo

δq(t )|(termini aggiuntivi) = a e−i (t−t 1)ω(1−iχ)+b e i (t−t 1)ω(1−iχ)

Il primo termine diverge per t →−∞, il secondo per t →−∞, quindi la sola soluzione accettabile per
la (3.39) è quella in cui a = b = 0, cioè la soluzione (3.44) che passando al limite χ→ 0 diviene

G(t ) = −i

2ω

(

e−iωtθ(t )+ e iωtθ(−t )
)

(3.46)

Il funzionale generatore — eq. (3.35), (3.36) — può essere scritto

Z [J]= exp

[−i

2

Ï

dt dt ′ J(t )G(t − t ′) J(t ′)

]

(3.47)

Quindi — vedi eq. (3.18), ma qui abbiamo solo un grado di libertà —

G(t , t ′) = 〈0|T
(

q(t ) q(t ′)
)

|0〉 =− 1

Z (0)

[

δ2Z [J]

δJ(t )δJ(t ′)

]

J=0
= i G(t − t ′) (3.48)

e sostituendo la (3.46) si ottiene il risultato della (3.29).
Abbiamo apparentemente fatto molto più lavoro che nella formulazione usuale — ma in quel

caso avevamo dato per conosciute le proprietà degli operatori di creazione e distruzione, quindi il
paragone non è interamente calzante — ma abbiamo ottenuto di più, dato che nel funzionale gene-
ratore della eq. (3.47) sono racchiuse tutte le possibili funzioni di Green dell’oscillatore armonico. Ad
esempio potremmo calcolare in due righe — lo lasciamo come esercizio — il valore della funzione di
Green a quattro punti, 〈0|T

(

q(t1) q(t2) q(t3) q(t4)
)

|0〉.
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E’ interessante a questo punto fingere di non sapere nulla sulla struttura degli stati eccitati dell’o-
scillatore armonico e vedere cosa possiamo direttamente imparare dalla conoscenza delle funzioni
di Green, cioè dalla (3.29), che riscriviamo per comodità, nel caso t1 > t2

〈0|q(t1) q(t2) |0〉 = 1

2ω
e−iω(t1−t2); (t1 > t2) (3.49)

D’altra parte, introducendo un insieme completo di stati,

〈0|q(t1) q(t2) |0〉 =
∑

X

〈0|q(t1)|X 〉〈X |q(t2) |0〉 ; (t1 > t2) (3.50)

e paragonando con il risultato precedente concludiamo che deve esistere uno stato 1〉 tale che

〈0|q(t1)|1〉 = 1
p

2ω
e−iω t1 (3.51)

e quindi E1 = E0+ω. Dalla funzione di Green a quattro punti possiamo imparare qualcosa del secondo
stato eccitato, e così via. Il funzionale Z [J] contiene informazioni sull’intero spettro degli stati.

3.3 Campi scalari liberi — Propagatore e funzionale genera-
tore

Il lavoro svolto nella precedente sezione permetta di saltare direttamente alla teoria dei campi,
senza comportare novità concettuali. Consideriamo quì il caso più semplice, quello di un campo
scalare reale φ(~x , t ) che scriveremo anche φ(x) dove x denota il quadrivettore {~x, t }. Ricordiamo na-
turalmente che nelle nostre unità di misura la velocità della luce è c = 1. La densità di lagrangiano è,
per un campo senza interazioni,

L = 1

2

[

∂µφ(x)∂µφ(x)−m2φ(x)2]

(3.52)

In analogia con quanto fatto per l’oscillatore armonico vogliamo calcolare il valore di aspettazione
nel vuoto del prodotto ordinato nel tempo di due operatori di campo, 〈0|T

(

φ(x)φ(y)
)

|0〉. Seguendo
i passi eseguiti nel caso dell’oscillatore armonico, calcoliamo il funzionale generatore (eq. 3.19). Con
una integrazione per parti6 possiamo scrivere l’azione come

S =
∫

d4x
1

2

[

∂µφ(x)∂µφ(x)−m2φ2]

=−
∫

d4x
1

2

[

φ(x)∂µ∂
µφ(x)+m2φ2]=−

∫

d4x
1

2

(

φKφ
)

(3.53)

dove K è l’operatore differenziale di Klein Gordon,

K = ∂µ∂
µ+m2 =�+m2 (3.54)

6Nel fare questo passo ricordiamo la periodicità di φ(x) sia nel tempo che nello spazio.
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Possiamo allora calcolare il funzionale generatore (3.19) — notiamo l’analogia passo a passo con il
metodo usato nella sezione precedente

Z [J]=
∫

D[φ(x)] exp

(

i S
(

φ(x)
)

−
∫

d4xφ(x)J(x)

)

=
∫

D[φ(x)] exp

(

− i

2

∫

d4x
[

φK φ+2φ(x)J(x)
]

)

=
∫

D[φ(x)] exp

(

− i

2

∫

d4x
[

(φ+K−1 J)K (φ+K−1 J)− (J K−1 J)
]

)

= exp

(

i

2

∫

d4x(J K−1 J)

)
∫

D[φ(x)] exp

(

− i

2

∫

d4x
[

(φ+K−1 J)K (φ+K−1 J)
]

)

Il residuo integrale funzionale può essere eseguito con un cambiamento di variabili, φ→φ′ =φ+K−1 J

ed è una costante che può essere omessa, e possiamo semplicemente scrivere

Z [J]= exp

(

i

2

∫

d4x(J K−1 J)

)

L’inverso dell’operatore differenziale K sarà un operatore integrale, che (per riprodurre l’usuale con-
venzione di segno sulla funzione ∆F ) possiamo scrivere

K−1 J(x) =−
∫

d y ∆F (x − y)J(y) (3.55)

∆F deve obbedire l’equazione
(�+m2)∆F (x) =−δ4(x) (3.56)

Anche questa volta, come nel caso dell’oscillatore armonico, dobbiamo stare attenti al limite da tempi
immaginari per cui riscriviamo l’operatore K come (vedi eq. 3.38)

K = (1+2iχ)∂2
t − (~▽)2 +m2 (3.57)

che passando alle trasformate di Fourier,

∆F (x) = 1

(2π)4

∫

d4p ∆F (p)e−i px δ4(t ) = 1

(2π)4

∫

d4p e−i px (3.58)

con p il quadrivettore {E , ~p}, porta a (vedi la discussione della sezione precedente)

∆F (p) = 1

E2 − ~p2 −m2 + iǫ
(3.59)

Il termine iǫ specifica il cammino di integrazione come discusso precedentemente. Nella appendi-
ce D riportiamo un calcolo esplicito della funzione ∆F (x) per distanze spaziali o temporali grandi
rispetto alla lunghezza d’onda Compton della particella, che in unità ×= c = 1 è semplicemente 1/m.

Naturalmente, lo stesso risultato per la funzione di Green a due punti, inclusa la prescrizione
dell’iǫ, si ottiene a partire dalla quantizzazione canonica del campo scalare, cfr. [1]. In conclusione il
funzionale generatore per un campo scalare reale è

Z [J]= exp

(−i

2

Ï

d4x d4 y J(x)∆F (x − y) J(y)

)

(3.60)
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da cui possiamo ricavare le differenti funzioni di Green. In particolare quella a due punti è semplice-
mente

〈0|T
(

φ(x)φ(y)
)

|0〉 = i∆F (x − y) (3.61)

La funzione ∆F (x) è detta il propagatore del campo φ.

Quanto abbiamo fatto in questa sezione si estende al caso di un campo complesso privo di inte-
razioni con massa m, equivalente (vedi eq. 3.9) a due campi reali, il cui lagrangiano si può scrivere

L =
2

∑

k=1

1

2

[

∂µφk (x)∂µφk (x)−m2φ2
k

]

= ∂µφ
†(x)∂µφ(x)−m2φ†φ (3.62)

Anche in questo caso Z [J] (vedi eq. 3.23) si calcola esplicitamente ripetendo i passi sviluppati in
precedenza, per arrivare a

Z [J, J†] = exp

(

−i

Ï

d4x d4 y J†(x)∆F (x − y) J(y)

)

(3.63)

La funzione a due punti si calcola con le regole di sostituzione (3.25), e si ottiene

〈0|T
(

φ(x)φ†(y)
)

|0〉 = i∆F (x − y) (3.64)

〈0|T
(

φ(x)φ(y)
)

|0〉 = 〈0|T
(

φ†(x)φ†(y)
)

|0〉 = 0 (3.65)

Lasciamo la derivazione di questi ultimi risultati come esercizio.

3.4 Campi scalari liberi — Stati a una particella

Possiamo usare le eq. (3.64), (3.65) per studiare lo spettro degli stati nella teoria scalare, come
avevamo fatto precedentemente per l’oscillatore armonico. Troveremo che un campo scalare com-
plesso descrive due particelle della stessa massa, che potremo chiamare la particella P e la antipar-

ticella A. Ciascuna delle due può esistere in stati caratterizzati da una quantità di moto ~p e energia
ωp =

√

(~p2 +m2).
Riscriviamo la (3.64) usando le (3.58), (3.59)

〈0|T
(

φ(x)φ†(y)
)

|0〉 = i

(2π)3

∫

d3pe i ~p(~x−~y)

[

1

(2π)

∫

dE
e−i E(tx−ty )

E2 −ω2
p + iǫ

]

L’integrale in parentesi quadre è quello della eq. (3.43), che già conosciamo dalla (3.46), quindi:

〈0|T
(

φ(x)φ†(y)
)

|0〉 = i∆F (x − y)

= 1

(2π)3

∫

d3p
e i ~p(~x−~y)

2ωp

(

e−iωp(tx−ty )θ(tx − ty )+ e−iωp (ty−tx )θ(ty − tx )
) (3.66)
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Se consideriamo la trasformata di Fourier sulla variabile y , definendo

φ(~q, ty ) =
∫

d3 ye−i ~qyφ(~y , ty ); φ†(~q, ty )=
∫

d3 ye i ~qyφ†(~y , ty ) (3.67)

otteniamo

〈0|T
(

φ(~x, tx )φ†(~q, ty )
)

|0〉 = e i ~q~x

2ωq

(

e−iωq (tx−ty )θ(tx − ty )+ e−iωq (ty−tx )θ(ty − tx )
)

Consideriamo separatamente i casi tx > ty e ty > tx ,

〈0|φ(~x , tx )φ†(~q, ty ) |0〉 = e i ~q~x

2ωq
e−iωq (tx−ty ) (tx > ty ) (3.68)

〈0|φ†(~q, ty )φ(~x, tx ) |0〉 = e i ~q~x

2ωq
e−iωq (ty−tx ) (ty > tx ) (3.69)

Se definiamo due famiglie di stati P,~q〉 e A,~q〉,

P,~q〉 =
√

2ωq

(2π)3/2
φ†(~q,0) 0〉 , (3.70)

A,~q〉 =
√

2ωq

(2π)3/2
φ(−~q,0) 0〉 (3.71)

Dalla (3.68) otteniamo

〈0|φ(~x, tx ) |P; ~q〉 = 1

(2π)3/2
√

2ωq

e i (~q~x−ωq tx ) (3.72)

e dal complesso coniugato della (3.69),

〈0|φ†(~x, tx ) |A; ~q〉 = 1

(2π)3/2
√

2ωq

e i (~q~x−ωq tx ) (3.73)

Questo ci dice già7 che gli stati P,~q〉 e A,~q〉hanno energia ωq =
√

m2 + ~q2 ed impulso ~q, e sono quindi
interpretabili come stati8 di una particella di massa m.

Con una seconda trasformata di Fourier su ~x ricaviamo anche i prodotti scalari di due stati P, o
due stati A:

〈P; ~p|P; ~q〉 = 〈A; ~p|A; ~q〉 = δ3(~p − ~q) (3.74)

Se adesso ripetiamo l’esercizio a partire dalla funzione di Green con due φ, (3.65), possiamo dimo-
strare che gli stati P〉 e A〉 sono ortogonali tra loro,

〈P; ~p|A; ~q〉 = 0 (3.75)

7Possiamo scrivere φ(~x, t ) = e i (Ht−~P~x)φ(0,0)e−i (Ht−~P~x) dove H è l’hamiltoniano e ~P l’operatore impulso.
8La normalizzazione dei ket che compaiono nelle (3.70, 3.71) corrisponde al limite di volume infinito e sarà

discussa in dettaglio nella prossima Sezione
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Si tratta quindi di stati di due particelle differenti, ambedue di massa m.
Che i due tipi di particella siano in rapporto particella–antiparticella non si vede in una teoria

così semplice, che descrive particelle prive di interazione. Introducendo però l’interazione con un
campo elettromagnetico potremmo facilmente dimostrare che le due particelle hanno carica elettrica
opposta. Quale chiamare particella e quale antiparticella rimane una scelta arbitraria.

Nel caso di un campo scalare reale la trattazione è più semplice, e abbiamo un solo tipo di parti-
cella.

3.5 Operatori di creazione e di distruzione, normalizzazione
del continuo

È utile collegare gli argomenti precedenti alla formulazione del campo scalare libero in termini
di operatori di creazione e distruzione (cfr. [1]). Ci poniamo all’inizio in un volume finito, per poi
introdurre una normalizzazione degli stati e degli operatori di creazione appropriata nel limite di
volume infinito.

Consideriamo i campi in un cubo di volume V con condizioni periodiche. Definiamo un sistema
di soluzioni dell’equazione di Klein-Gordon (K-G) a frequenza positiva:

fq (x) = 1
√

2ω(q)V
e−i qx ; (2+m2) fq = 0;

q = 2π

L
(n1, n2, n3); ω(q) =+

√

q2 +m2 (3.76)

dove n1,2,3 sono interi e L è il lato del cubo, V = L3. Le funzioni (3.76) sono normalizzate in V

come:
∫

V
d3x f ∗

q (x)i
←→
∂ t fq′ (x) = δq,q′ (3.77)

dove abbiamo introdotto l’abbreviazione:

f
←→
∂ t g = f (∂t g )− (∂t f )g (3.78)

Possiamo costruire gli operatori di creazione e distruzione a partire da φ e dalle fq come:

aq =
∫

d3x
[

fq (x)∗i
←→
∂ tφ(x))

]

; (distruzione)

a†
q = (aq )† (creazione)

[

aq , a†
q′

]

= iδq,q′ (3.79)

Dopo l’integrazione spaziale, gli operatori aq potrebbero dipendere dal tempo ma è immediato
mostrare che di fatto sono costanti, in virtù dell’equazione di K-G:

∂t aq = i

∫

d3x
[

fq (x)∗(∂2
t φ(x))− (∂2

t fq (x)∗)φ(x)
]

=

= i

∫

d3x
[

fq (x)∗(2φ(x))− (2 fq (x)∗)φ(x)
]

=

= i

∫

d3x
[

fq (x)∗(2+m2)φ(x)
]

= 0 (3.80)
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poiché sia fq che φ soddisfano l’equazione di K-G.
Per passare al limite continuo, introduciamo l’operatore di proiezione sugli stati con momento

compreso in un intervallo tridimensionale, ∆3n:

P =
∑

∆3n

|p〉〈p| (3.81)

P2 = P in virtù della ortonormalità degli stati |p〉. Se adesso passiamo al limite di volume infinito,
otteniamo:

P =
∫

∆3p
|p〉V d3p

(2π)3
〈p| (3.82)

La (3.82) suggerisce di definire dei ket normalizzati al continuo:

˜|p〉 =
√

V

(2π)3
|p〉 (3.83)

per i quali:

P =
∫

∆3p

˜|p〉 d3p ˜〈p| (3.84)

La condizione P2 = P richiede, come condizione di normalizzazione dei nuovi ket:

˜〈p′|p̃〉 =δ(3)(p′−p) (3.85)

Gli operatori di distruzione e creazione che corrispondono ai nuovi stati sono, evidentemente:

ãp =
√

V

(2π)3
ap ; ã†

p = (ãp)† (3.86)

e le nuove regole di commutazione si ottengono dalla (3.85):

δ(3)(p′−p) = 〈0|ãp′ ã†
p |0〉 = 〈0|

[

ãp′ , ã†
p

]

|0〉; (3.87)

ovvero:

[

ãp′ , ã†
p

]

=δ(3)(p′−p) (3.88)

Lo sviluppo del campo si scrive adesso come:

φ(x) =
∑

p

1
√

2ω(p)V

[

ap e−i px +a†
p e i px

]

=

=
∫

d3p

(2π)3/2

1
√

2ω(p)

[

ãp e−i px + ã†
p e i px

]

(3.89)
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I nuovi stati sono normalizzati ad avere, piuttosto che una particella nel volume di riferimento, una
densità di particelle costante. Questo si vede calcolando l’energia del campo, che risulta pari a (intro-
duciamo qui il prodotto normale degli operatori, come definito in [1]):

H =
∫

d3x
1

2

[

: (∂tφ)2 :+ : (∇φ)2 : +m2 : φ2 :
]

=

=
∫

d3p ω(p) ã†
p ãp ;

Ep = ˜〈p|H ˜|p〉 = δ(3)(0)ω(p) = V

(2π)3
ω(p) (3.90)

Si vede quindi che la densità di particelle nello stato ˜|p〉 è: ρ= 1/(2π)3.
Infine, notiamo che la relazione che lega i campi agli operatori di distruzione, si scrive:

ãq =
∫

d3x
[

f̃q (x)∗i
←→
∂ tφ(x))

]

;

f̃q (x) = 1

(2π)3/2
√

2ω(p)
e−i px (3.91)

Nel seguito, adotteremo la normalizzazione del continuo, omettendo per brevità la tilde sugli
operatori e sulle funzioni fq .



Capitolo 4

TEORIA DELLE PERTURBAZIONI PER LE
FUNZIONI DI GREEN

Nel precedente capitolo abbiamo applicato il metodo della somma sui cammini a teorie di campo
molto semplici, in particolare a campi scalari reali o complessi liberi, che corrispondono a particelle
di spin zero. Come vedremo, questi metodi si applicano egualmente ai campi di particelle di spin
1/2, ad esempio l’elettrone e di spin 1, ad esempio il fotone. Nel primo caso dovremo imparare co-
me trattare la quantizzazione di campi fermionici, nel secondo dovremo affrontare il problema della
invarianza di gauge. In ogni caso è solamente nel caso di campi liberi che si può portare a conclu-
sione il calcolo delle varie grandezze che caratterizzano la teoria, in particolare le funzioni di Green
e il funzionale generatore. Per campi liberi si intende parlare di campi che descrivono particelle che
non interagiscono tra loro. Questo si traduce nella richiesta che il Lagrangiano non contenga termini
che sono il prodotto di più di due campi, e a questo tipo di lagrangiano corrispondono equazioni del
moto lineari nei campi. Ad esempio per i campi scalari l’equazione di Klein Gordon,

(�+m2)φ(x) = 0,

per campi liberi di spin 1/2 l’equazione di Dirac, per il fotone le equazioni di Maxwell. In tutti que-
sti casi la soluzione generale delle eq. del moto è data da una sovrapposizione di onde piane, che
corrispondono ai diversi possibili stati di impulso definito delle particelle. In tutti i casi interessan-
ti la situazione è molto più complessa: il lagrangiano contiene termini del terzo o quarto ordine (o
di ordine ancora superiore) e le equazioni del moto non sono lineari, e si ottengono teorie non ri-
solvibili esattamente. Si ricorre allora a metodi approssimati, tra cui in primo luogo la teoria delle
perturbazioni.

Anche se in questo corso vogliamo sopratutto occuparci di elettrodinamica quantistica, comin-
ciamo con il considerare il caso semplice di un campo scalare reale con una interazione λφ4, e cioé
con una densità di lagrangiano

L = 1

2
∂µφ(x)∂µφ(x)− 1

2
m2φ(x)2 − 1

4!
λφ(x)4 (4.1)

cui corrisponde una equazione del moto non lineare,

(�+m2)φ(x) =− 1

3!
λφ(x)3
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di cui non si conosce una soluzione generale nemmeno a livello classico.

4.1 Lo sviluppo perturbativo del funzionale generatore e i dia-
grammi di Feynman

Anche se non sappiamo risolvere la teoria corrispondente al lagrangiano (4.1) possiamo esprime-
re, almeno formalmente, le grandezze di interesse fisico come serie di potenze nella costante d’accop-

piamento λ, la cosidetta serie perturbativa. In particolare possiamo esprimere le funzioni di Green
come serie di potenze in λ. Se λ è piccolo, i primi termini di questa serie potranno dare una buona
approssimazione delle grandezze di interesse fisico.

Supponiamo di poter suddividere il lagrangiano in due termini,

L (φ,∂µφ) =L
0(φ,∂µφ)+L

1(φ) (4.2)

dove L
0 è un lagrangiano libero, ad esempio quello studiato nella sezione 3.3, L

1 un termine di
interazione1. Il funzionale generatore sarà allora (eq. 3.19)

Z [J]=
∫

D[φ(x)]exp

(

i

∫

d4xL
1(φ)

)

exp

(

i

∫

d4x
(

L
0(φ,∂µφ)−φ(x)J(x)

)

)

,

che possiamo riscrivere (vedi eq. 3.22) come

Z [J]= exp

(

i

∫

d4xL
1
(

i
δ

δJ(x)

))

Z 0[J], (4.3)

dove Z 0[J] è il funzionale d’azione ottenuto dal lagrangiano imperturbato L
0. Nel caso della teoria

λφ4, eq. (4.1), Z 0[J] è quello dalla (3.60), che riportiamo per convenienza,

Z 0[J]= exp

(−i

2

Ï

d4x d4 y J(x)∆F (x − y) J(y)

)

(4.4)

mentre uno sviluppo formale del funzionale generatore in potenze di λ è dato da

Z [J]= exp

(−iλ

4!

∫

d4x

(

i
δ

δJ(x)

)4)

Z 0[J] =

=
∞
∑

n=0

(−iλ)n

(4!)n n!

(∫

d4x

(

i
δ

δJ(x)

)4)n

Z 0[J] =

= Z 0[J]− i
λ

4!

∫

d4x

(

i
δ

δJ(x)

)4

Z 0[J]+

− λ2

2(4!)2

Ï

d4x d4 y

(

i
δ

δJ(x)

)4 (

i
δ

δJ(y)

)4

Z 0[J] + . . .

(4.5)

1Abbiamo supposto che L
1 dipenda dai campi e non dalle loro derivate, una limitazione che semplifi-

ca i seguenti sviluppi formali ma che può essere superata senza particolari difficoltà. Pure per semplicità
considereremo quì il caso di un singolo campo.
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Per procedere col calcolo, ordine per ordine, dobbiamo eseguire materialmente le derivate funzionali.
Notiamo che (eq. 4.4)

i
δ

δJ(x)
Z 0[J] =

∫

d4 y ∆F (x − y) J(y)Z 0[J] (4.6)

La prima derivata che si esegue “cala” un fattore∆F J dall’esponenziale, mentre quelle successive pos-
sono “calare” ulteriori fattori, o “catturare” la J da un fattore ∆F J “calato” da una derivata precedente,
ad esempio per la derivata seconda

i
δ

δJ(x ′)

(

i
δ

δJ(x)
Z 0[J]

)

=
(
∫

d4 y ′
∆F (x ′− y ′) J(y ′)

) (
∫

d4 y ∆F (x − y) J(y)

)

Z 0[J]+

+ i∆F (x −x ′)Z 0[J]
(4.7)

Per dominare meglio la complicazione di questi calcoli, che cresce rapidamente di derivata in deriva-
ta, si ricorre ad una rappresentazione grafica. Ad ogni fattore (iδ/δJ(x))4 corrisponde un punto, detto
“vertice” da cui escono quattro linee. Ogni linea può finire in un altro vertice di cui ha “catturato” una
J (o nello stesso vertice se cattura una J prodotta da una precedente derivata), oppure in un pallino,
che rappresenta una J non catturata da altre derivate. Nel primo caso la linea (che diremo “linea in-
terna”) corrisponde a un propagatore i∆F , nel secondo (linea “esterna”) a un fattore ∆F J. Ad esempio
i due termini della derivata seconda possono essere rappresentati dai due diagrammi della figura 4.1.
Naturalmente in questo caso da ciascuno dei due punti x, x ′ esce una sola linea. Per unificare la de-
scrizione dei due tipi di linee conviene riscrivere il termine che corrisponde a una linea che termina
in un pallino come ∆F J = (i∆F )(−i J) di modo che ad ogni linea, interna o esterna, corrisponda un
fattore i∆F .

Figura 4.1: Rappresentazione grafica dei due termini della eq. (4.7). I pallini grandi tratteggiati
corrispondono ciascuno ad un fattore −i J.

Al termine di ordine λ della Z [J] (eq. 4.5) corrisponderanno diagrammi con un singolo vertice, e
ci si convince facilmente che le sole possibilità sono i diagrammi (a,b,c) della figura 4.2. Il diagramma
(a), dove tutte le J sono state “catturate”, e che è privo di linee esterne, viene detto un diagramma
vuoto-vuoto.

Il diagramma (b) rappresenta una modificazione al propagatore di una singola particella, che
all’ordine λ0 è quello che abbiamo calcolato in precedenza (sezione 3.3), e che potremmo rappre-
sentare come diagramma senza vertici, come in (d). Anche su questo tema torneremo nel seguito.
Intanto però diamo una occhiata ai diagrammi dello stesso tipo che si incontrano al secondo ordine
pertubativo, nella figura 4.3. Sorge il sospetto che il diagramma (a) di questa figura sia, assieme a
(d) e (b) della figura precedente, l’inizio di una serie interessante. Sospetto come vedremo del tutto
giustificato.

Il diagramma (c) della figura 4.2, infine, rappresenta lo scattering di due particelle. Come vedremo
questo è direttamente connesso all’elemento della matrice S che descrive questo processo, o meglio
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Figura 4.2: I diagrammi al primo ordine perturbativo

Figura 4.3: Correzioni al propagatore al secondo ordine perturbativo

alla approssimazione al primo ordine λ a questo processo. Anche in questo caso esistono correzioni
di ordine superiore, al secondo ordine quelli della figura 4.4

La corrispondenza tra diagrammi della teoria λφ4 e termini in Z [J] si ottiene con alcune semplici
regole:

pallino − i

∫

d4x J(x)

vertice
−iλ

4!

∫

d4v (4.8)

linea da x a y i∆F (x − y)

a queste si deve aggiungere una regola per calcolare il fattore combinatorio da applicare al contributo
di ciascun diagramma. Nel caso della teoria λφ4 quest’ultima regola è parecchio più complicata che
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Figura 4.4: Correzioni al vertice al secondo ordine perturbativo

nel caso della elettrodinamica quantistica. Nel nostro contesto, in cui la λφ4 ci serve come modello
semplice per la QED, conviene soprassedere a questa discussione. È sempre possibile, una volta iden-
tificata — con le regole che abbiamo dato — la forma di un particolare contributo alla Z [J], tornare
alla (4.5) per ottenere il fattore combinatorio corretto.

A ogni vertice o pallino si associa un punto nello spazio-tempo (x, v), su cui viene eseguita una
integrazione, e l’argomento delle ∆F è la differenza tra le posizioni degli estremi, siano essi vertici
o pallino. Quindi al diagramma (c) della figura 4.2 corrisponde un termine in Z [J] che possiamo
chiamare D1 (è il primo diagramma che calcoliamo!)

D1[J]= −iλ

4!

∫

d4v (−i )4
∫

d4x1 J(x1)
∫

d4x2 J(x2)
∫

d4x3 J(x3)
∫

d4x4 J(x4)

(i )4
∆F (x1 −v)∆F (x2 −v)∆F (x3 −v)∆F (x4 −v)

= −iλ

4!

∫

d4v

[
∫

d4x J(x)∆F (x −v)

]4

(4.9)

che rappresenta il primo ordine in λ del termine in Z [J] proporzionale a J4. Le correzioni di ordine
λ2 sono date dai diagrammi della fig. 4.4; (a) corrisponde a

D2[J] =(62)

(−iλ

4!

)2 Ï

d4v1d4v2
(

i∆F (v1 −v2)
)2

(−i )4
∫

d4x1 J(x1)
∫

d4x2 J(x2)
∫

d4x3 J(x3)
∫

d4x4 J(x4)

(i )4
∆F (x1 −v1)∆F (x2 −v1)∆F (x3 −v2)∆F (x4 −v2)

dove (62) è un fattore combinatorio. Avremmo potuto direttamente ottenere questi risultati , incluso
il fattore (62), isolando i termini J4 nella eq. (4.5). Lasciamo questo compito ai lettori come esercizio.
Con una trasformazione di variabili v1,2 = v ±w/2, x1,2 = y1,2 + v, x3,4 = z3,4 + v dove v è il baricentro
di v1,2, possiamo riscrivere

D2[J] = (62)

(−iλ

4!

)2 ∫

d4v

∫

d4w

[∫

d4 y J(y +v)∆F (y −w/2)
∫

d4z J(z +v)∆F (z +w/2)

]2

(4.10)

Del diagramma (b) della figura 4.4 discuteremo a parte: si tratta di una correzione sulle linee
esterne.
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4.2 Diagrammi e regole di Feynman per le funzioni di Green

Consideriamo la funzione di Green del campo scalare reale a 2k punti (nella teoria con interazio-
ne λφ4 si ottiene un risultato non nullo solo per un numero pari di punti2). Riassumendo le formule
precedenti, abbiamo:

G(x1, x2, . . . , x2k ) =
∫

D[φ(x)]φ(x1)φ(x2) . . .φ(x2k ) exp[i

∫

d4xL (φ,∂µφ)] =

=
[

(i
δ

δJ(x1)
)(i

δ

δJ(x2)
) . . . (i

δ

δJ(x2k )
)Z [J]

]

J=0
(4.11)

ed inoltre, secondo lo sviluppo perturbativo:

Z [J]=
∫

D[φ(x)]exp[i

∫

d4x L
1(φ)] exp[i

∫

d4x L
0 − i

∫

d4x J(x)φ(x)] =

= exp[i

∫

d4x L
1(i

δ

δJ(x)
)]Z 0[J] =

∑

n

(
i

n!
)n

[∫

d4x L
1(i

δ

δJ(x)
)

]n

Z 0[J] (4.12)

con:

Z 0[J] = −i

2

∫∫

d4x d4 y J(x)∆F (x − y)J(y) = −i

2
(J∆F J) (4.13)

Lo sviluppo perturbativo di G prende quindi la forma:

G(x1, x2, . . . , x2k ) =
∑

n

G (n)(x1, x2, . . . , x2k );

G (n)(x1, x2, . . . , x2k ) =

=
{

(i
δ

δJ(x1)
)(i

δ

δJ(x2)
) . . . (i

δ

δJ(x2k )
)

1

n!

[

i

∫

d4x L
1(i

δ

δJ(x)
)

]n

Z 0[J]

}

J=0
(4.14)

Poiché dobbiamo porre alla fine J = 0, nello sviluppo di Z 0 in potenze di (J∆F J) conta solo il ter-
mine di grado pari al numero di derivate funzionali che compaiono nella eq. (4.14). Specializzandoci
al caso dell’interazione λφ4, possiamo scrivere, in conclusione:

G (n)(x1, x2, . . . , x2k ) =

= (i
δ

δJ(x1)
)(i

δ

δJ(x2)
) . . . (i

δ

δJ(x2k )
)

1

n!

[

−i

∫

d4x
λ

4!
(i

δ

δJ(x)
)4

]n

·

· 1

M !

[−i

2
(J∆F J)

]M

(4.15)

con M = k +2n.
Eseguendo le derivate funzionali si ottiene la somma di termini diversi. Ciascuno di essi può

essere rappresentato con un grafico di Feynman, un grafico nello spazio-tempo in cui M linee, i

2Il lagrangiano di questa teoria, eq. (4.1), è simmetrico sotto l’operazione φ→−φ. Deve quindi esistere un
operatore unitario P sullo spazio degli stati, tale che PφP = −φ. Nel linguaggio degli operatori di creazione e
distruzione si verifica facilmente che se n〉 è un stato ad n particelle, P n〉 = (−1)n n〉. Dato che il vuoto (n=0)
è pari, ne segue che 〈n|φ|0〉 = 0 se n è pari.
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propagatori i∆F , connettono i punti x1, x2, . . . , x2k tra loro e/o con gli n punti in cui sono localizza-
te le interazioni, i vertici. Ciascuno di questi grafici è associato ad un’ ampiezza che è il prodotto di
propagatori, costanti di accoppiamento λ e fattori numerici, determinati dalla struttura della (4.15).
Esplicitamente, possiamo vedere dalla (4.15) che:

• ogni volta che due derivate agiscono sullo stesso propagatore, otteniamo un fattore 2 e quindi
il risultato è un fattore i∆F calcolato nei punti associati dalle derivate funzionali in questione;

• i ruoli dei propagatori possono essere permutati senza cambiare il risultato: questo semplifica
il fattore 1/M !;

• similmente, i ruoli dei vertici possono essere permutati ottenendo n! contributi identici, che
semplifica il fattore 1/n!

Le considerazioni appena svolte si riassumono in prescrizioni semplici ed eleganti per ottenere
la funzione di Green di 2k punti all’ordine n della teoria delle perturbazioni, che prendono il nome
di regole di Feynman.

Grafici di Feynman Iniziamo con l’individuazione delle ampiezze indipendenti che contribuisco-
no alla funzione di Green, costruendo i grafici di Feynman corrispondenti.

• Fissiamo i punti esterni (x1, x2,.., x2k ) ed i punti (x, y, z,...) dove sono localizzate le interazioni
(vertici);

• disegnamo i grafici in cui M linee connettono tra loro punti esterni e vertici in tutti i modi
topologicamente indipendenti;

Regole di Feynman Ad ogni grafico è associata un’ ampiezza, secondo le regole seguenti.

• un fattore i∆F (u −v) per ogni linea che inizia nel punto u e finisce in v;

• un fattore iλ per ogni vertice;

• un fattore numerico, da calcolare caso per caso, che nasce dalla incompleta cancellazione dei
fattori 1/4! nei vertici con la molteplicità dei modi in cui si eseguono le derivate corrispondenti
al grafico;

• integriamo l’ampiezza sulle coordinate di tutti i vertici;

• la funzione di Green è la somma delle ampiezze corrispondenti a ciascun grafico.

Diamo come esempio il calcolo della funzione a due e quattro punti al primno ordine in λ.
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Calcolo di G (1)(x1, x2). Con un vertice e due punti esterni possiamo costruire due grafici indipen-
denti, Fig. 4.5. Calcoliamo adesso i fattori numerici relativi ai due grafici eseguendo esplicitamente le
derivate funzionali (per brevità scriviamo 1, 2 al posto di x1,2):

G (1)(1,2) = (i
δ

δJ(1)
)(i

δ

δJ(2)
)
−iλ

4!

∫

d4x (i
δ

δJ(x)
)4 1

3!
[
−i

2
(J∆F J)]3 (4.16)

Eseguiamo le derivate rispetto a J(1) e J(2). Le due derivate possono agire: (a) sullo stesso propa-
gatore, (b) su propagatori diversi:

G2a = i∆F (1−2)
−iλ

4!

∫

d4x (i
δ

δJ(x)
)4 1

2!
(
−i

2
J∆F J)2;

G2b = −iλ

4!

∫

d4x (i
δ

δJ(x)
)4 ×

×
∫∫

d4ud4v [i∆F (1−u)(−i J(u))] [i∆F (2−v)(−i J(v))] (
−i

2
J∆F J) (4.17)

Figura 4.5: Grafici di Feynman al primo ordine per la funzione di Green a due punti.

Nel caso di G2a , eseguiamo una prima derivata e troviamo:

G2a = i∆F (1−2)
−iλ

4!

∫

d4x (i
δ

δJ(x)
)3

∫

d4u ∆F (x −u)J(u)[
−i

2
(J∆F J)] (4.18)

Una delle altre tre derivate deve agire su J(u), il che può avvenire in tre modi diversi, le altre due
eliminano i fattori J in (J∆F J). Quindi:

G2a =Ca [i∆F (1−2)] (iλ)[i∆F (0)]2; Ca = 3

4!
= 1

8
(4.19)

Nel caso di G2b , due derivate devono operare sulle correnti J(u) e J(v), che può avvenire in 4 · 3
modi diversi, mentre le altre due agiscono su (J∆F J). In totale, troviamo quindi:

G2b =Cb iλ

∫

d4x [i∆F (1−x)] [i∆F (2−x)i∆F (0); Cb = 12

4!
= 1

2
(4.20)
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Figura 4.6: Grafici di Feynman al primo ordine per la funzione di Green a quattro punti.

Calcolo di G (1)(x1, x2, x3, x4). Riportiamo in Fig. 4.6 i grafici di Feynman della funzione a quattro
punti al primo ordine.

Il calcolo esplicito si effettua a partire dall’espressione:

G (1)(1,2,3,4) = (i
δ

δJ(1)
)(i

δ

δJ(2)
)(i

δ

δJ(3)
)(i

δ

δJ(4)
)
−iλ

4!

∫

d4x (i
δ

δJ(x)
)4 1

4!
[
−i

2
(J∆F J)]4 (4.21)

Il grafico (a) corrisponde a far agire due a due le derivate rispetto alle correnti dei punti esterni su due
propagatori. Otteniamo cosí:

G4a = −iλ

4!
i∆F (1−2) i∆F (3−4)

∫

d4x (i
δ

δJ(x)
)4 1

2!
[
−i

2
(J∆F J)]2 + (2 ↔ 3) + (2 ↔ 4) (4.22)

Ripetendo l’argomento che ci ha portato alla (4.19) troviamo quindi:

G4a = 3

4!
iλ i∆F (1−2) i∆F (3−4)[i∆F (0)]2 + (2 ↔ 3) + (2 ↔ 4) (4.23)

Per il grafico (b), solo due delle derivate rispetto alle correnti nei punti esterni vanno sullo stesso
propagatore. Troviamo quindi:

G4b = −iλ

4!
i∆F (1−2)

∫

d4x (i
δ

δJ(x)
)4 ×

×
∫∫

d4ud4v∆F (3−u)∆F (4−v)J(u)J(v) [
−i

2
(J∆F J)]+ (2 ↔ 3)+ (2 ↔ 4) (4.24)
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Procedendo come per la (4.20) troviamo quindi:

G4b = 12

4!
(−i )λ i∆F (1−2)

∫

d4x i∆F (3−x) i∆F (4−x) i∆F (0)+ (2 ↔ 3)+ (2 ↔ 4) (4.25)

Calcoliamo infine il grafico (c). In questo caso le derivate rispetto alle correnti nei punti esterni
devono agire tutte su propagatori diversi. Troviamo quindi:

G4c =
−iλ

4!

∫

d4x (i
δ

δJ(x)
)4

∫∫∫∫

d4u d4v d4w d4z

∆F (1−u)∆F (2−v)∆F (3−w)∆F (4− z) J(u)J(v)J(w)J(z) (4.26)

In questo caso la cancellazione del fattore 1/4! è completa e troviamo:

G4c =−iλ

∫

d4x i∆F (1−x)i∆F (2−x)i∆F (3−x)i∆F (4−x). (4.27)

A chiusura della Sezione, riportiamo alcuni commenti di ordine generale.

Grafici di Feynman e somma sui cammini. l’analisi delle funzioni di Green in termini dei grafici
di Feynman corrisponde in pieno all’idea della somma sui cammini che abbiamo introdotto all’inizio
del volume. Possiamo interpretare la funzione di Green con, ad esempio, 4 punti come l’ampiez-
za quantistica di un processo nello spazio-tempo in cui due particelle vengono create in x1 ed x2

ed assorbite in x3 ed x4. Ogni grafico indipendente, fissate le posizioni dei vertici, corrisponde ad
un cammino possibile e l’ampiezza corrispondente è data dal prodotto delle ampiezze delle diver-
se componenti del cammino: ampiezza di propagazione, i∆F (x − y), e interazione, iλ. Lo sviluppo
perturbativo corrisponde ad avere una, due, ..., n, interazioni lungo i cammini delle diverse particelle.

La posizione dei punti esterni non determina quante interazioni avvengono nel processo né fissa-
no i punti dello spazio-tempo dove avvengono le interazioni stesse. Secondo i principi generali della
Meccanica Quantistica, dobbiamo quindi integrare sullo spazio-tempo le coordinate delle interazioni
(vertici) per ciascun grafico e sommare le ampiezze dei grafici indipendenti.

Ampiezze di diffusione e grafici connessi. È naturale suddividere i grafici di una data funzione
di Green in grafici connessi e sconnessi (ad esempio, nella Fig. 4.6, i grafici (a) e (b) sono sconnes-
si, mentre il grafico (c) è connesso). Le ampiezze dei grafici sconnessi sono il prodotto di due o più
ampiezze, ciascuna relativa ad un gruppo distinto di punti nello spazio tempo. Queste ampiezze cor-
rispondono a processi indipendenti che avvengono in regioni che possono essere anche macrosco-
picamente lontane tra loro, senza che l’ampiezza si riduca a zero con la distanza. Nel confrontare con
i processi di diffusione osservati siamo interessati solo alle ampiezze irriducibili, che corrispondono
ai grafici connessi. Nella prossima Sezione analizzeremo come ci si possa ridurre alla componente
connessa del funzionale generatore, Z[J].

4.3 Parti connesse e diagrammi vuoto-vuoto

Torniamo a considerare lo sviluppo perturbativo del funzionale generatore, Z[J].
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I diagrammi che abbiamo mostrato nelle figure 4.2 – 4.4 sono tutti topologicamente connessi. In
ciascuno di essi ci si può spostare da qualsiasi vertice o pallino a qualsiasi altro muovendosi lungo le
linee del diagramma. Esistono anche diagrammi non connessi. Ad esempio tra i termini del secondo
ordine in λ nella eq. (4.5) ne esiste uno in cui ciascuna delle otto derivate “cala” un fattore ∆F J, il che
risulta semplicemente nel quadrato del termine della eq. (4.9). Questo termine è rappresentato dalla
figura 4.7, un diagramma composto da due parti topologicamente separate centrate sui due vertici
v1, v2. A un diagramma non connesso corrisponde un termine (un funzionale di J) che si fattorizza
nel prodotto di due o più funzionali di J, e nel caso della figura 4.7 si ottiene3 (D1[J])2/2.

Figura 4.7: Un diagramma sconnesso al secondo ordine in λ.

In generale i diagrammi connessi corrispondono a processi che avvengono in una zona ristretta
dello spazio-tempo. Infatti i vari punti di un diagramma connesso sono legati da propagatori ∆F (x −
y) che, come mostrato nella appendice D, sono funzioni rapidamente decrescenti di x − y , sia per
distanze spaziali che per distanze temporali. Questo argomento meriterebbe una discussione più
approfondita, sulla quale non ci inoltriamo, per tenere conto della singolarità di ∆F (x) quando x si
avvicina al cono di luce, ma la conclusione resta vera: un diagramma connesso corrisponde ad un
processo che si sviluppa in una zone limitata dello spazio tempo.

Ciascuna delle due componenti del diagramma sconnesso nella fig. 4.7 rappresenta un urto tra
due particelle. La combinazione delle due parti rappresenta due urti indipendenti tra loro: possiamo
immaginare che il primo avvenga al CERN, il secondo a Frascati. L’ampiezza di probabilità per la
combinazione di più processi indipendenti è semplicemente il prodotto delle ampiezze di ciascuno
di essi, e la probabilità che ambedue avvengano è il prodotto delle singole probabilità. Conviene
quindi concentrarci sui singoli processi, che corrispondono a diagrammi connessi.

Abbiamo visto che tramite la teoria delle perturbazioni il funzionale Z [J] può essere espresso co-
me una somma di diagrammi, di cui alcuni connessi, altri non connessi. È possibile definire un
funzionale W [J] che genera solo i diagrammi connessi,

− i W [J] =
∑

(diag. connessi)

Di [J] (4.28)

La relazione tra W [J] e Z [J] è data da:

Z [J] = exp(−i W [J]) (4.29)

3La giustificazione di questo risultato si troverà nella appendice B, eq. (B.14).
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La relazione tra W [J] e i diagrami connessi può essere afferrata con il seguente ragionamento, nel
quale useremo l’interpretazione di Z (J) per tempi immaginari come funzione di partizione di un in-
sieme canonico in meccanica statistica, e lo spazio-tempo ~x, t diviene uno spazio euclideo E4. Imma-
giniamo di dividere questo spazio in due regioni R1,2, ad esempio con x1 ≤ 0 e x1 > 0. Possiamo consi-
derare il campo φ nelle due regioni come due sistemi indipendenti, una approssimazione che fallisce
solo nelle vicinanze, a distanza ≈ 1/m, dall’iperpiano x1 = 0. Quindi avremo Z [J] ≈ Z1[J] ×Z2[J].
In altre parole il funzionale Z [J] è con buona approssimazione moltiplicativo. Noi vorremmo in-
vece ottenere un funzionale additivo, analogo a funzioni termodinamiche come l’energia interna
U o l’entropia S, e questo si ottiene considerando il logaritmo di Z [J], cioè W [J] per cui avremo
W [J] ≈ W1[J]+W2[J] dove W1,2[J] dipendono rispettivamente dalle J(x) per x1 > 0 e x1 < 0. I dia-
grammi connessi — vedi ad esempio le (4.9), (4.10) — hanno questa proprietà4, mentre i diagrammi
non connessi non la hanno. Ad esempio non è possibile esprimere il diagramma nella figura 4.7,
(D1[J])2/2, come somma di due termini che dipendono rispettivamente dalle J(x) per x1 > 0 e per
x1 < 0. Lo stesso per qualsiasi diagramma non connesso, che è il prodotto di più termini ciascuno
dei quali dipende da J(x) in tutto lo spazio tempo. Ci si convince allora facilmente che nello sviluppo
della Z [J]

Z [J] = 1− i W [J]+·· ·+ 1

n!
(−i W [J])n +·· ·

W [J] corrisponde alla somma dei diagrammi connessi, e il termine (−i W [J])n alla somma di dia-
grammi con n componenti sconnesse. La dimostrazione formale di questo risultato è riportata nella
appendice B.

Tornando adesso alla (4.29), per J = 0 otteniamo

Z [0] = exp(−i W [0]) (4.30)

dove −i W [0] corrisponde alla somma dei diagrammi connessi vuoto-vuoto, quelli che non hanno
“pallini”, gli unici che non si annullano per J = 0. Possiamo quindi scrivere

Z [J]= Z [0]exp(−i W ′[J]) (4.31)

dove −i W ′[J] è la somma dei diagrammi connessi che non siano del tipo vuoto-vuoto, quindi dei
diagrammi provvisti di gambe esterne. L’effetto dei diagrammi vuoto-vuoto sul funzionale generatore
Z [J] consiste quindi in una costante moltiplicativa Z [0]. Come si vede dalla (3.20) il fattore Z [0] non
contribuisce al calcolo delle funzioni di Green, e possiamo semplicemente tralasciarlo.

Possiamo applicare questo concetto direttamente alle funzioni di Green, definendo le funzioni di
Green connesse tramite le derivate del funzionale W [J], o in modo equivalente del funzionale W ′[J],
dato che i due differiscono per una costante W [0] che non contribuisce alle derivate:

〈0|T
(

φ(x1) · · ·φ(xN )
)

|0〉
∣

∣

∣

Conn
=−i

iδ

δJ(x1)
· · · iδ

δJN (xN )
W [J]

∣

∣

∣

J=0
(4.32)

4Dato che il propagatore ha un range m−1, vedi l’appendice D.2. Quindi ci aspettiamo che W [J] possa essere
espresso come integrale di una “densità locale di W [J]”, w[J , v] sullo spazio-tempo,

W [J] =
∫

d4v w[J , v]

Dove w[J , v] dipende solo dalle J(x) con x nelle vicinanze (a distanza ≈ 1/m) da v.
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Alla funzione di Green connessa ad N punti contribuiranno i diagrammi connessi con esattamen-
te N linee esterne, quindi N fattori J. Se guardiamo alle regole per i diagrammi della (4.8), vediamo
che le derivate funzionali iδ/δJ(xk ) della (4.32) sopprimono i fattori −i J(x) delle linee esterne, e
fissano ad xk la terminazione di ciascuna linea. Si passa quindi dai diagrammi per il funzionale ge-
neratore a quelli per la funzione di Green semplicemente sopprimendo i pallini e il relativo fattore,
−i

∫

d4x J(x), e fissando l’estremità di ciascuna linea alla coordinata di uno dei campi presenti nella
funzione di Green. Consideriamo ad esempio la funzione a quattro punti: il diagramma di ordine
minore che vi contribuisce è il (c) della figura 4.2, da cui (vedi la eq. 4.9) otteniamo

〈0|T
(

φ(x1) · · ·φ(x4)
)

|0〉
∣

∣

∣

Conn
=

=−iλ

∫

d4v (i )4
∆F (x1 −v)∆F (x2 −v)∆F (x3 −v)∆F (x4 −v) +O(λ2) (4.33)

Notiamo che la derivata quarta ha anche eliminato il fattore 1/4! della (4.9). A livello grafico pos-

Figura 4.8: Il grafico di ordine λ per la funzione a quattro punti.

siamo rappresentare i diagrammi della funzione di Green sostituendo ai “pallini” l’indicazione delle
coordinate dei punti in cui terminano le linee esterne, come ad esempio mostrato nella figura 4.8.

4.4 Ancora sulle funzioni di Green connesse.

Torniamo brevemente sulla discussione della sezione precedente per chiarire meglio la relazione
tra le funzioni di Green connesse e non connesse e i rispettivi funzionali generatori.

Se consideriamo ad esempio la funzione di Green della (3.3), che per comodità riportiamo,

G(x1, x2, . . . xN ) = 〈0|T
(

φ(x1)φ(x2) . . .φ(xN )
)

|0〉 (4.34)

questa conterrà sia parti connesse che non connesse. Consideriamo ad esempio il caso in cui i tempi
siano ordinati, t1 > t2 > ... > tn , per cui si ha

G(x1, x2, . . . xN )= 〈0|φ(x1)φ(x2) . . .φ(xN )|0〉 (t1 > t2 > ... > tn)
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Tra i campi φ(xk ) e φ(xk+1) possiamo introdurre un sistema completo di stati, uno dei quali lo stato
vuoto 0〉

G(x1, x2, . . . xN ) = 〈0|φ(x1) , . . .φ(xk )|0〉〈0|φ(xk+1) , . . .φ(xN )|0〉
+

∑

X 6=0
〈0|φ(x1) , . . .φ(xk )|X 〉〈X |φ(xk+1) , . . .φ(xN )|0〉

=G(x1, . . . xk )G(xk+1, . . . xN )+
∑

X 6=0
...

Il primo termine rappresenta una parte non connessa. Naturalmente possiamo spezzare la funzione
di Green in punti diversi a seconda della scelta di k.

Nella teoria che stiamo considerando, con interazioneλφ4, solamente le funzioni di Green con un
numero pari di punti (in breve, le G “pari”) sono diverse da zero. Questo deriva dal fatto che l’azione
della teoria è invariante sotto la trasformazione φ→−φ. Tuttavia questa simmetria può essere rotta
spontaneamente, e in questo caso anche le G dispari sono diverse da zero. Quindi nella discussione
che segue consideriamo il caso generale in cui possono essere diverse da zero sia le G pari che quelle
dispari.

Per ottenere la decomposizione di una funzione di Green in parti connesse possiamo procedere
formalmente con la seguente definizione: consideriamo tutti i modi M in cui i punti x1, . . . xn possono
essere divisi in insiemi distinti AM = {xa1 , . . . xana

}, BM = {xb1 , . . . xbnb
}, . . . CM = {xc1 , . . . xcnc

}. Sarà natu-
ralmente na+nb+ . . . +nc =N . Allora definiamo la parte connessa della funzione di Green originale
tramite la seguente espressione.

G(x1, x2, . . . xN ) =G(x1, x2, . . . xN )Conn

+
∑

M

G(xa1 , . . . xana
)ConnG(xb1 , . . . xbnb

)Conn . . .G(xc1 , . . . xcnc
)Conn

(4.35)

Questa equazione definisce G(x1, x2, . . . xN )Conn in termini di G(x1, x2, . . . xN ) e di funzioni connesse
con un numero di punti minore di N . Possiamo quindi procedere iterativamente partendo da N = 1

G(x) =G(x)Conn (4.36)

da cui, per N = 2,

G(x, y)Conn =G(x, y)−G(x)G(y) (4.37)

Passando alle funzioni a tre punti otteniamo

G(x1, x2, x3)Conn =G(x1, x2, x3)−
[

G(x1, x2)ConnG(x3)+permutazioni
]

−G(x1)G(x2)G(x3)

=G(x1, x2, x3)−
[

G(x1, x2)G(x3)+permutazioni
]

+2G(x1)G(x2)G(x3)
(4.38)

e così via al crescere di N .
Si verifica facilmente che il funzionale W [J] = i log Z [J] genera le funzioni G(x1 . . . xN )Conn così
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definite. Se usiamo una notazione compatta per le derivate funzionali,

Xi =
iδX [J]

δJ(xi )
, e quindi scriviamo

G(x1, x2, . . . xN ) = Z12 ···N
Z

∣

∣

∣

∣

J=0
e anche

G(x1, x2, . . . xN )Conn =−i W12 ···N
∣

∣

∣

J=0
= (log Z )12 ···N

∣

∣

∣

J=0
(4.39)

troviamo ad esempio, sviluppando le derivate,

G(x1, x2, x3)Conn = (log Z )123

∣

∣

∣

J=0
=

[

Z123

Z
− Z12

Z

Z3

Z
− Z13

Z

Z2

Z
− Z23

Z

Z1

Z
+2

Z1

Z

Z2

Z

Z3

Z

]

J=0

e cioè la (4.38). Lasciamo come esercizio verificare che nel caso sia valida la simmetria φ → −φ, e
quindi le G dispari si annullano, per la funzione a quattro punti si ottiene, sia partendo dalla (4.35)
che direttamente dalla (4.39),

G(x1, x2, x3, x4)Conn =G(x1, x2, x3, x4)−G(x1, x2)G(x3, x4)−G(x1, x4)G(x2, x3)−G(x1, x3)G(x2, x4).

4.5 La funzione di Green a due punti.

In questa sezione studiamo la forma esatta della funzione di Green a due punti per un campo sca-
lare reale. In una teoria di campo con interazioni non è possibile calcolare esattamente le funzioni di
Green, ma la richiesta di invarianza rispetto a trasformazioni di Lorentz e una ragionevole ipotesi sul-
la struttura degli stati ad una e più particelle permette di stabilire una rappresentazione spettrale della
funzione a due punti. Nella prossima sezione useremo questa rappresentazione per stabilire una re-
lazione tra funzioni di Green a più punti e gli elementi della matrice S che descrivono l’ampiezza di
transizione negli urti tra particelle.

L’idea della rappresentazione spettrale è molto semplice: scriviamo5, per x0 > 0

〈0|T
(

φ(x)φ(0)
)

|0〉 = 〈0|φ(x)φ(0)|0〉 =
∑

α
〈0|φ(x)|α〉〈α|φ(0)|0〉 (4.40)

Alla somma sugli stati intermedi possono contribuire stati ad una particella p〉 e stati con due o più
particelle. quindi dividiamo la somma in due parti:

〈0|φ(x)φ(0)|0〉 = 〈0|φ(x)φ(0)|0〉1 +〈0|φ(x)φ(0)|0〉(2+) (4.41)

Il contributo degli stati a una particella può essere scritto esplicitamente, cfr. l’eq. (3.84):

〈0|φ(x)φ(0)|0〉1 =
∫

d3p〈0|φ(x)|p〉〈p|φ(0)|0〉 (4.42)

Procediamo adesso in due passi.

5Nel seguito assumiamo che 〈0|φ(x)|0〉 = 0.
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• La dipendenza da x si ottiene dalla relazione:

φ(x) = e i Px φ(0) e−i Px (4.43)

dove Pµ sono gli operatori che rappresentano il quadri-momento totale, da cui:

〈0|φ(x)|p〉 = e−i px 〈0|φ(0)|p〉 (4.44)

• l’elemento di matrice di φ(0) si parametrizza come:

〈0|φ(0)|p〉 =
√

Z (p)
√

(2π)3 2ω(p)
(4.45)

per cui:

〈0|φ(x)φ(y)|0〉1 =
∫

d3p
Z (p)

(2π)3 2ω(p)
e−i px (4.46)

Il punto cruciale è che la Z(p) definita dalla (4.45) risulta essere Lorentz-invariante. Essa de-
ve essere quindi una funzione dell’unico invariante che possiamo costruire con il quadri-momento
della particella, cioé funzione di pµpµ = m2 che è una costante, indipendente dal valore di p. La di-
mostrazione esplicita di questa affermazione è riportata in Appendice C. In modo più intutitivo, ma
sostanzialmente corretto, si puó argomentare come segue.

(1) La funzione di Green è Lorentz invariante e cosí la sua restrizione agli stati intermedi ad una
particella, il primo membro della (4.46).

(2) Nel secondo membro della (4.46), la misura d3p/(2ω(p)) è Lorentz invariante e cosí l’esponen-
ziale exp(-ipx), da cui, per avere un risultato invariante, segue l’invarianza di Z(p).

Possiamo quindi portare Z(p) = Z(m2) = Z fuori dell’integrale e ottenere:

〈0|φ(x)φ(y)|0〉1 = Z

∫

d3p
1

(2π)3 2ω(p)
e−i px ; (x0 > 0) (4.47)

Se ripetiamo questi passi nel caso x0 < 0 otteniamo, per il contributo degli stati a una particella,

〈0|T
(

φ(x)φ(0)
)

|0〉1 =
Z

(2π)3

∫

d3p
e i ~p(~x)

2ω(p)

(

e−iω(p)x0
θ(x0)+ e iω(p)x0

θ(−x0)
)

e, paragonando con la (3.66) otteniamo

〈0|T
(

φ(x)φ(0)
)

|0〉1 = i Z ∆F (x; m) (4.48)

dove abbiamo introdotto la notazione ∆F (x; m) per indicare il propagatore di Feynman relativo a
particelle di massa m. La costante Z è indicata col nome di costante di rinormalizzazione del campo.

Gli stati a due o più particelle possono essere caratterizzati sulla base del loro impulso p, della loro
massa invariante, M , e della loro energia E =

√

M2 +p2. Al contrario degli stati di singola particella,
che corrispondono a un valoro preciso di m, gli stati a due o più particelle presentano uno spettro
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continuo di valori di M a partire da una certa soglia Ms. Ad esempio gli stati a due particelle di impulso
totale nullo, per i quali E = M , saranno composti da due particelle di impulso opposto, ±p, e quindi
M = E = 2

√

m2 +p2 ≥ Ms = 2m. Nella teoria λφ4, come abbiamo visto, non sono possibili funzioni
di Green con numero dispari di punti, ovvero transizioni tra stati con un numero pari e un numero
dispari di particelle e la soglia effettiva è Ms = 3m. Gli stati che contribuiscono alla somma (4.40)
sono creati da φ che opera sul vuoto, e avranno momento angolare intrinseco nullo. Quindi anche
a questi stati si applicano le considerazioni fatte sugli stati di singola particella, e il contributo degli
stati di massa M risulterà proporzionale a i∆F (x;M). Possiamo quindi dare l’espressione generale per
la funzione a due punti in una teoria scalare:

〈0|T
(

φ(x)φ(0)
)

|0〉 = i Z∆F (x; m)+ i

∫∞

M2=M 2
s

dM2σ(M2)∆F (x;M) (4.49)

che dipende da due sole grandezze incognite: la costante di rinormalizzazione Z e la funzione σ(M2)
che prende il nome di funzione spettrale.

Notiamo che in teoria delle perturbazioni possiamo sviluppare la funzione a due punti in potenze
della costante di accoppiamento (λ nella teoria scalare che adottiamo come modello in questo capi-
tolo). Quindi sia la costante di rinormalizzazione Z che la funzione spettrale σ(M2) devono essere
considerate come serie di potenze nella costante di accoppiamento. All’ordine zero ci si riduce ai
risultati della teoria libera (vedi ad esempio la eq. 3.61), cioé

Z = 1; σ(M2) = 0 (ordine zero in teoria delle perturbazioni) (4.50)

Nella teoria λφ4 le prime correzioni a Z e σ(M2) provengono dal diagramma (c) nella figura 4.3, e
sono ∝λ2.

Più formalmente ... Possiamo dare una costruzione formale del secondo termine nella (4.49) al
modo seguente.

Consideriamo per primo il caso x0>0. Il contributo degli stati con tre o più particelle si scrive:

〈0|φ(x)|φ(0)|0〉2+ =
∑

n

〈0|φ(x)|n〉〈n|φ(0)|0〉 =

=
∑

n

e−Pn x 〈0|φ(0)|n〉〈n|φ(0)|0〉 (4.51)

Gli stati |n〉 sono stati con 3 o più particelle, caratterizzati dal quadri-momento totale Pn , più
altri numeri quantici che non dobbiamo specificare. Inseriamo nella (4.51) due funzioni delta, che si
integrano esplicitamente ad uno:

∑

n

〈0|φ(x)|n〉〈n|φ(0)|0〉 =

=
∫

dM2
∫

d4p

(2π)4
δ(p2 −M2)

∑

n
(2π)4δ(4)(p −Pn )e−i Pn x 〈0|φ(0)|n〉〈n|φ(0)|0〉 =

=
∫

dM2
∫

d4p

(2π)4
δ(p2 −M2)e−i px

∑

n
(2π)4δ(4)(p −Pn ) 〈0|φ(0)|n〉〈n|φ(0)|0〉 (4.52)

dove abbiamo portato l’esponenziale fuori della somma usando la funzione delta.
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Il punto cruciale è che, come nel caso della singola particella, la somma sugli stati dà una funzione
del quadri-momento p che è invariante di Lorentz. Quindi la somma deve essere una funzione di p2

ovvero, in virtù della seconda funzione delta, di M2. Possiamo denotare questa funzione come:

(2π)σ(M2)=
∑

n

(2π)4δ(4)(p −Pn ) 〈0|φ(0)|n〉〈n|φ(0)|0〉 (M2 = p2 ) (4.53)

ed ottenere:

〈0|φ(x)φ(0)|0〉2+ =
∫

dM2σ(M2)
∫

d4p

(2π)4
e−i px =

=
∫

dM2σ(M2)
1

(2π)3

∫

d3p

2ω(p,M)
e−i (ω(p,M)t e i p·x (4.54)

dove ω(p,M) è l’energia che corrisponde ad una particella di quadri-momento p e massa M.
Ripetiamo l’argomento per x0<0 e cambiamo la variabile di integrazione p →−p. Troviamo:

〈0|φ(0)φ(x)|0〉2+ =
∫

dM2σ(M2)
∫

d4p

(2π)4
e+i px =

=
∫

dM2σ(M2)
1

(2π)3

∫

d3p

2ω(p,M)
e+i (ω(p,M)t e i p·x (4.55)

In conclusione:

〈0|T
[

φ(x)φ(0)
]

|0〉2+ =
∫

dM2σ(M2)

{

1

(2π)3

∫

d3p

2ω(p,M)
e i p·x

[

θ(x0)e−i (ω(p,M)t +θ(−x0)e+i (ω(p,M)t
]

}

(4.56)

Confrontando con la ((3.66)) troviamo infine:

〈0|T
[

φ(x)φ(0)
]

|0〉2+ =

= i

∫

dM2σ(M2)∆F (x,M) (4.57)

La funzione σ(M2) è diversa da zero solo per quei valori di M2 che corrispondono alla massa di qual-
che possibile stato intermedio, cioé per M2 > (3m)2, quindi i limiti di integrazione vanno da (3m)2

all’infinito e ritroviamo proprio il secondo termine della (4.49).



Capitolo 5

PROCESSI DI DIFFUSIONE, MATRICE S.

Possiamo descrivere un processo di collisione tra due particelle al modo seguente.
All’istante iniziale, indichiamolo con −T /2, le particelle sono preparate in uno stato corrispon-

dente a due pacchetti d’onda localizzati in regioni dello spazio molto lontane tra loro. A tutti gli effetti,
al tempo −T /2, possiamo trascurare l’interazione tra le due particelle.

Successivamente, il sistema evolve senza influenze dall’esterno per un tempo T , durante il quale
le particelle interagiscono tra loro e danno luogo ai prodotti della collisione. Questi ultimi vengono
rivelati, al tempo +T /2, da opportuni apparati sperimentali. Anche al momento della rivelazione,
il sistema consiste di due particelle (o più particelle, per collisioni ad energie relativistiche) molto
lontane tra loro e quindi di nuovo non interagenti.

L’intervallo di tempo T durante il quale si svolge l’esperimento è, in genere, molto più lungo dei
tempi tipici su cui avviene l’interazione. T è determinato dalle dimensioni lineari degli apparati di
produzione e rivelazione che sono macroscopiche, dell’ordine, diciamo, del metro. Quindi T ≃ 10−9−
10−8 secondi. L’interazione, invece, avviene quando le particelle sono a distanza di qualche Fermi
l’una dall’altra (1 Fermi = 10−15 m) e quindi su tempi dell’ordine di 10−23 secondi, molto inferiore a
T . A tutti gli effetti, il processo si svolge tra i tempi t =±∞.

A differenza di quanto avviene nella Meccanica Classica, anche se partissimo da uno stato perfet-
tamente definito non potremmo prevedere, in genere, il risultato di un particolare esperimento. Tutto
quello che la Meccanica Quantistica puó dare sono le ampiezze di diffusione, numeri complessi i cui
moduli quadri danno la probabilità dei possibili risultati dell’esperimento. Le ampiezze di diffusio-
ne possono, a loro volta, essere descritte dagli elementi di matrice di un operatore, la matrice S, o
matrice di scattering, che quindi è l’elemento centrale della teoria della diffusione.

Lo studio delle collisioni tra particelle rappresenta pressochè l’unico metodo di indagine a no-
stra disposizione per investigare la struttura delle interazioni fondamentali. Lo studio sperimentale
della diffusione ed il calcolo teorico della matrice S sono quindi il punto di contatto tra teoria ed
esperimento.
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5.1 Stati ‘’in” e stati ‘’out”

Come abbiamo detto, al tempo −T /2 lo stato iniziale del processo di diffusione è costituito da
particelle separate tra loro e praticamente non interagenti. Possiamo descrivere questi stati con una
sovrapposizione di onde piane, caratterizzate dalla quantità di moto di ciascuna particella:

|p1,α; p2,β> (al tempo t =−T/2) (5.1)

dove α e β rappresentano altri numeri quantici, in aggiunta alla quantità di moto, eventualmente
necessari per caratterizzare lo stato di moto delle particelle stesse (ad esempio le componenti dello
spin lungo la direzione del moto).

Nella rappresentazione di Schroedinger, lo stato (5.1) evolve nel tempo in modo complicato, de-
scrivendo una traiettoria nello spazio degli stati, traiettoria che è determinata dall’Hamiltoniana esat-
ta del problema, H . La stessa traiettoria, nella rappresentazione di Heisenberg, è individuata da un
vettore fisso, anch’esso determinato dalle quantità di moto p1 e p2, che caratterizzano le condizioni
del sistema al tempo −T /2 →−∞. Chiameremo questo stato uno stato ‘’in” e lo indicheremo con:

|p1,α; p2,β; in > (5.2)

Il complesso di tutti gli stati di questo tipo, cioè degli stati di Heisenberg, con un numero arbitrario
di particelle,1 che si riducono ad onde piane per t =−T /2 →−∞, è la base in〉 cfr. ad esempio [6] [7])
La base degli stati in〉 costituisce, ovviamente, una base ortonormale. Ci possiamo chiedere se questa
base sia anche completa.

In ultima analisi, questa domanda equivale a chiederci se possiamo raggiungere tutti gli stati di
moto del sistema a partire da stati di particelle molto lontane tra loro. I processi di diffusione sono
l’unico modo con cui possiamo studiare i sistemi microscopici, quindi la risposta non può che essere
affermativa, ma con una precisazione importante che faremo tra un momento.

l’ipotesi che gli stati in〉 siano un insieme completo di stati prende anche il nome di ipotesi

asintotica e si caratterizza con la relazione:

∑

i
|i ; in >< i ; in | = 1 (completezza in〉) (5.3)

Naturalmente, nei casi in cui possiamo risolvere le equazioni del moto a partire dall’Hamiltoniana,
possiamo anche decidere la composizione degli stati ‘’in” ed accertare se la (5.11) è valida opure no.
In alcune formulazioni assiomatiche della teoria dei campi, la condizione (5.11) è considerata uno
degli assiomi di base.

Completezza degli stati in〉. Consideriamo dapprima il caso di una particella non relativistica in
un potenziale assegnato, con uno spettro discreto per E < 0, e continuo per E > 0 (ad esempio un
elettrone nel potenziale di un protone, considerato come una sorgente fissa).

1Lo stato che non contiene alcuna particella, il cosidetto ‘’stato di vuoto”, è indicato con 0〉 ed è lo stato di
energia minima, E = 0. Come sarà discusso in seguito, lo stato di vuoto svolge un ruolo fondamentale nelle
teorie di campo.
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Possiamo costruire pacchetti d’onda normalizzati sovrapponendo autostati con E > 0.

ψ(x, t )=
∫

dE c(E)e−i Et
ΨE (x)

E’ immediato dimostrare che, per questi stati, il moto si svolge prevalentemente all’infinito, in quanto
il valore medio nel tempo della probabilità di trovare la particella in una qualsiasi regione limitata
dello spazio è zero (cfr. la discussione in [8]. Infatti:

|ψ(x, t )|2 =
∫∫

dE dE ′c(E)∗c(E ′)ΨE (x)∗ΨE (x)e+i (E−E ′)t (5.4)

ed inoltre, per T →∞:

1

T

∫T /2

−T /2
dt e+i (E−E ′)t → 2π

T
δ(E ′−E) (5.5)

da cui:

1

T

∫T /2

−T /2
dt

∫

V
dx|ψ(x, t )|2 = 2π

T

∫

dE |c(E)|2
∫

V
dx|ΨE (x)|2 → 0 (5.6)

Uno stato arbitrario del tipo (5.4), a tempi sufficientemente remoti, sarà rappresentato da sovrappo-
sizione di stati liberi, e quindi è raggiungibile dagli stati ‘’in”.

Al contrario, se il pacchetto d’onda è costruito come sovrapposizione delle autofunzioni dello
spettro discreto:

|ψ(x, t )|2 =
∑

n,n′ cn(E)∗cn′(E ′)Ψn(x)∗Ψn′ (x)e+i (En−En′ )t (5.7)

la (5.5) sarà rimpiazzata da:

1

T

∫T /2

−T /2
dt e+i (En−En′ )t = δn,n′ (5.8)

e la probabilità media (5.6) è diversa da zero:

1

T

∫T /2

−T /2
dt

∫

V
dx|ψ(x, t )|2 =

∑

n

|cn(E)|2
∫

V
|Ψn (x)|2 6= 0 (5.9)

Il moto si svolge permanentemente nella zona dove la particella è legata al potenziale.
In questo caso, la base degli stati ‘’in”, evidentemente, non è completa ma piuttosto (l’indice i

rappresenta il complesso dei numeri quantici che caratterizzano i vari stati):

∑

i
|i ; in >< i ; in | = 1−

∑

n
|En >< En | (5.10)

dove al secondo membro compare il proiettore sugli stati legati.
In una teoria invariante per traslazioni, in cui permettiamo anche al protone di muoversi, lo spet-

tro dell’energia totale è sempre continuo e tutti gli stati localizzati, prima o poi, finiscono all’infinito.
Tuttavia gli stati con un elettrone ed un protone lontani tra loro non danno una base completa: negli
stati legati le due particelle restano vicine per qualunque tempo.
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Se però includiamo nella base ‘’in” anche quegli stati che, al tempo −T /2 → −∞, contengono
degli stati legati (ad esempio l’atomo di idrogeno nel livello fondamentale) possiamo ritenere che gli
stati ‘’in” formino una base completa2

∑

i
|i ; in >< i ; in | = 1 (completezza in〉) (5.11)

In termini concreti, questo vuol dire che, per determinare completamente la fisica del sistema elettrone-
protone, dovremo studiare anche esperimenti di diffusione che coinvolgano, tra gli stati iniziali, l’a-
tomo di idrogeno ad esempio:

e +H → e + e +P (5.12)

Naturalmente, nei casi in cui possiamo risolvere le equazioni del moto a partire dall’Hamiltonia-
na, possiamo anche decidere la composizione degli stati ‘’in” ed accertare se la (5.11) è valida opure
no. In alcune formulazioni assiomatiche della teoria dei campi, la condizione (5.11) è considerata
uno degli assiomi di base.

Accanto alla base ‘’in”, possiamo adesso introdurre la base completa degli stati ‘’out”. Questi stati
descrivono degli stati di moto, nella rappresentazione di Heisenberg, che si riducono, al tempo t =
+T /2 →+∞, a stati con un certo numero di particelle libere, ciascuna con quantità di moto defiita.

In analogia con la (5.2), nel caso di due particelle indicheremo questi stati con:

|p1,α; p2,β;out > . (5.13)

La discussione sulla completezza della base ‘’out” procede allo stesso modo che per quella ‘’in”, e
quindi, con le stesse qualifiche di prima, concludiamo che deve essere:

∑

n
|n;out >< n;out | = 1 (completezza out〉) (5.14)

In assenza di interazione, i numeri quantici che caratterizzano gli stati ‘’in” o ‘’out”, ad esempio
la quantità di moto delle singole particelle, sono tutti conservati. In questo caso, gli stati ‘’in” e ‘’out”
coincidono.

Anche in presenza di interazione, tuttavia, la distinzione tra stati ‘’in” e ‘’out” non si applica nei
casi seguenti.
i. Lo stato privo di particelle (stato di vuoto) è stabile, in quanto stato di energia minima. Quindi

|0; in >= |0;out >= |0 > (5.15)

ii. Per gli stati che contengono una sola particella, la quantità di moto e la componente dello spin
nellla direzione del moto dellla particella stessa sono grandezze conservate, per cui:

|p,α; in >= |p,α;out >= |p,α> (5.16)

2In generale, non esiste un unico tempo −T /2 a cui tutti gli stati possibili si sono ridotti a stati di particelle
non-interagenti. La convergenza degli stati alle condizioni asintotiche non è uniforme, e la base degli stati ‘’in”
diventa completa solo nel limite −T /2 →−∞. Questo punto è importante nella discussione delle formule di
riduzione discusse nel seguito.
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5.2 Ampiezze di diffusione e Matrice S.

Possiamo caratterizzare lo stato |p′
1,α′; p′

2,β′;out > come quello in cui, con certezza, i nostri rive-
latori troveranno due particelle con quantità di moto p′

1 e p′
2 e gli altri numeri quantici con i valori α′

e β′ rispettivamente, al tempo +T /2. Analogamente, lo stato |p1,α; p2,β; in > è quello in cui, con cer-
tezza, due particelle con numeri quantici p1,α e p2,β sono presenti al tempo −T /2. Il loro prodotto
scalare dà, quindi, l’ampiezza di probabilità della reazione:

(p1,α)+ (p2,β) → (p′
1,α′)+ (p′

2,β′)

Più in generale, l’ampiezza di diffusione è data da:

S f i =< f ;out |i ; in > (5.17)

dove f ed i sono i valori dei numeri quantici che caratterizzano lo stato finale ed iniziale, rispettiva-
mente. Per stati normalizzati, il modulo quadro:

| < f ;out |i ; in > |2 = P(i → f ) (5.18)

dà la probabilità della reazione. Per la relazione che lega la probabilità (5.18) alla sezione d’urto, cfr.
Meccanica Quantistica Relativistica.

In termini degli stati ‘’in” e ‘’out”, la matrice S si può scrivere come:

S =
∑

n

|n; in〉〈n,out | (5.19)

e possiamo riscrivere la (5.18) come

S f i =< f ; in |S|i ; in >=< f ;out |S|i ;out> (5.20)

Si verifica subito dalla (5.19) che l’operatore S trasforma la base ‘’out” nella base ‘’in”:

S|m;out>= |m; in > (5.21)

quindi, dalla completezza delle due basi, segue che S è unitario:

S+S = SS+= 1 (5.22)

Se scriviamo l’elemento di matrice diagonale della (5.22) come:

1 =< i ;out |S+S|i ;out>=
=

∑

f

< f ;out |S|i ;out> |2 =
∑

f P(i → f ) (5.23)

vediamo che l’unitarietà di S equivale a richiedere che la somma delle probabilità (5.18) su tutti gli
stati f sia pari all’unità. L’insieme di questi stati deve quindi coincidere con tutti i possibili stati finali
in un esperimento di diffusione, come infatti è il caso se la base di questi stati è completa.

Le relazioni (5.20) mostrano la relazione tra la definizione della matrice S nella rappresentazio-
ne di Heisenberg e la definizione più elementare, in termini della rappresentazione di interazione,
cfr. [1].
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Nelle (5.20) sia il bra sia il ket si riferiscono allo stesso tempo, che esso sia nel passato o nel futu-
ro, quindi non fanno più riferimento ad una data rappresentazione. Possiamo interpretare | f ;out〉 e
|i ;out〉 semplicemente come i vettori dello spazio di Hilbert, | f 〉 e |i 〉 rispettivamente, che individua-
no gli stati di ingresso e di uscita del processo di diffusione. In questo caso, il vettore S|i 〉 rappresenta
lo stato in cui evolve |i 〉 nella rappresentazione di interazione. e la proiezione 〈 f |S|i 〉 rappresenta
l’ampiezza di probabilità di trovare questo stato in | f 〉. Nella teoria delle perturbazioni, S è data dalla
usuale rappresentazione mediante la formula di Dyson [1].

5.3 Grandezze conservate

La relazione tra la matrice S e le grandezze conservate si discute molto semplicemente. Conside-
riamo una grandezza conservata, Q. Dato che Q commuta con H , possiamo scegliere sia gli stati ‘’in”
sia gli stati ‘’out” in modo che siano autostati simultanei di Q ed H . Poiché Q è una costante del moto,
lo stato ‘’in” che corrisponde ad una valore q di Q deve trasformarsi, per t →+∞ in uno stato con lo
stesso autovalore, cioè:

< f , q′;out |i , q; in >= 0, se q′ 6= q (5.24)

Un altro modo di dire la stessa cosa è di usare il fatto che S commuta con tutte le costanti del moto,
per cui:

0=< f , q′; in |[Q,S]|i , q; i n >= (5.25)

= (q′−q) < f , q′; i n|S|i , q; i n >

Quindi l’elemento di matrice è nullo se q 6= q′. Per lo stesso motivo:

U(R)SU(R)+ = S (5.26)

se U(R) è l’operatore unitario associato ad una simmetria esatta (che non coinvolga l’inversione
temporale).

Per i sistemi invarianti sotto traslazioni, la matrice S deve essere diagonale nella base degli stati
con quantità di moto ed energia definiti, quindi i suoi elementi di matrice hanno la forma (f 6= i ):

S f i = (2π)4δ(4)(
∑

Pfin −
∑

Pin)M f i (5.27)

5.4 Le formule di riduzione LSZ

In questa Sezione vogliamo ricavare le relazioni che legano la funzione di Green a q punti con l’e-
lemento di matrice S della reazione tra p particelle iniziali e q-p particelle finali (con p≤q-2). Queste
relazioni sono state ottenute da H. Lehman, K. Szymanzik e W. Zimmermann [9] e sono note co-
me formule di riduzione LSZ. Per semplicità, ci riferiamo al caso di particelle descritte da un campo
scalare neutro con interazione λφ4, la generalizzazione a casi più complessi è infatti immediata. Suc-
cessivamente, estenderemo le regole di Feynman ricavate per le funzioni di Green a quelle per gli
elementi di matrice S.
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Prima di dimostrare le formule di riduzione, tuttavia, dobbiamo introdurre la cosiddetta ipote-

si asintotica per i campi nella rappresentazione di Heisenberg ed i corrispondenti campi asintotici,
φin(x) e φout(x).

I campi asintotici, φin(x) e φout(x) Fissare lo stato quantistico nella rappresentazione di Heisen-
berg corrisponde, in Meccanica Classica, a determinare la traiettoria nello spazio delle fasi del sistema
dando le condizioni iniziali ad un dato tempo, t0. Si comprende quindi perchè il vettore di stato, in
questa rappresentazione, non cambia al variare del tempo. Per fissare le idee, assumiamo di scegliere
gli stati nella base in〉, quindi t0 =−T /2.

Quelle che variano, al variare del tempo, sono le variabili dinamiche del sistema, quindi i campi
che sono funzioni del punto nello spazio e del tempo:

φ=φ(~x, t )=φ(x). (5.28)

Nella teoria libera, il campo applicato al vuoto crea uno stato di singola particella per qualunque
valore del tempo. Questo non è più vero nella teoria in interazione, in cui il campo ha elementi di
matrice non nulli anche tra il vuoto e gli stati con tre o più particelle, cfr. la Sez. 4.5. Tuttavia, come
discusso nel capitolo precedente, ci aspettiamo che la situazione fiisca tenda a quella della teoria li-
bera quando il tempo tende a ±T /2 ≃±∞. Poinché lo stato è comunque fisso, la richiesta precedente,
che si indica col termine di condizione asintotica deve significare che il campo, in questi limiti, deve
tendere in qualche senso al campo libero.

Consideriamo il limite t →+∞. La condizione asintotica si formula richiedendo che gli elementi
di matrice del campo convergano ai corrispondenti elementi di matrice di un campo libero, che in-
dichiamo con φout, eventualmente moltiplicati per una costante di proporzionalità3. La costante è
definita in modo tale che φout(x) risulti normalizzato come un campo canonico. In formule:

lim
t→+∞

〈α|φ(~x , t )|β〉 =
√

Z+〈α|φout(~x, t )|β〉 (5.29)

(−2−m2)φout(x) = 0 (5.30)

Il limite t →−∞ si tratta analogamente e porta alla definizione del campo φin:

lim
t→−∞

〈α|φ(~x, t )|β〉 =
√

Z−〈α|φin(~x, t )|β〉

(−2−m2)φin(x) = 0 (5.31)

I campi φout applicati al vuoto creano stati a molte particelle non interagenti al tempo t = +∞,
quindi generano la base degli stati out〉. Analogamente, l’applicazione di φin al vuoto genera la base
in〉. Limitandoci al caso out〉, possiamo sviluppare il campo in operatori di creazione e distruzione

nel continuo, cfr. l’eq. (3.89):

φout(x) =
∫

d3k

(2π)3/2

1
p

2ω(k)

[

ak e−i kx +a†
k

e i kx
]

(5.32)

3non si puó chiedere di più che una convergenza debole altrimenti si ricadrebbe nella teoria libera a tutti i
tempi.
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l’eq. (5.32) si inverte facilmente, cfr. Sez. 3.91, per ottenere;

∫

d3x e i px←→∂ tφout(x) =−i aout(p)
√

2ω(p)(2π)3 e−i px)

∫

d3x e−i px←→∂ tφout(x) = i a†
out(p)

√

2ω(p)(2π)3 e−i px)
(5.33)

Gli operatori di distruzione definiti dalla (5.33) sono indipendenti dal tempo, in virtù dell’equa-
zione di Klein-Gordon.

Poichè il campoφout è normalizzato come un campo canonico, aout e a†
out obbediscono alle regole

di commutazione canoniche e sono proprio gli operatori di creazione e distruzione degli stati out〉.
Quindi4:

|p1, p2, . . . ;out〉 = aout(p1)†aout(p2)† . . . |0〉 (5.34)

Formule analoghe valgono per il campo e gli stati in〉.
Gli stati ad una particella in〉 ed out〉 coincidono: per questo abbiamo usato, nelle (5.29) e (5.31),

la stessa massa. È facile dimostrare che, per lo stesso motivo, anche le costanti di normalizzazione
nelle (5.29) e (5.31) sono uguali tra loro ed uguali alla costante introdotta nella Sez. 4.5.

Per ottenere questo risultato, consideriamo l’elemento di matrice del campo φout tra il vuoto e lo
stato ad una particella:

lim
t→+∞

〈0|φ(x)|p〉 =
√

Z+〈0|φout(x)|p〉 =

=
√

Z+〈0|φout(x)|p;out〉 =
√

Z+
2ω(p)(2π)3

e−i px (5.35)

dove abbiamo usato lo sviluppo (5.32).
D’ altro canto, la parametrizzazione generale dell’eq. (4.45) ci dà l’elemento di matrice del campo

a tutti i tempi:

〈0|φ(x)|p〉 = 〈0|φ(x)|p;out〉 =
√

Z

2ω(p)(2π)3
e−i px (5.36)

e, quindi, anche nel limite t → +∞. Confrontando con la (5.35) otteniamo: Z+ = Z . Ripetendo
l’argomento nel limite t →−∞ otteniamo analogamente: Z− = Z = Z+.

Le formule di riduzione LSZ Consideriamo, per essere definiti, la funzione di Green a quattro
punti connessa:

G(x1, x2, x3, x4) (5.37)

che vogliamo collegare alla matrice S della reazione:

p1 +p2 → p3 +p4 (5.38)

4ricordiamo che |0;out〉 = |0;in〉 = |0〉.
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Se ricordiamo le regole di Feynman con cui si costruisce G, vediamo che in ogni caso dal punto x1

origina una linea che lo collega al resto del grafico. In termini di ampiezze, questo vuol dire che, per
quanto riguarda la dipendenza da x1:

G =
∫

d4x ∆F (x1 −x)× . . . (5.39)

dove x è la coordinata di uno dei vertici del grafico. La trasformata di Fourier su x1 di G, con momento
p1, quindi, deve contenere un fattore corripondente alla trasformata di Fourier di ∆F , cioè:

i ∆̃F (p1) = i

p2
1 −m2

(5.40)

La trasformata di Fourier di G rispetto ad x1 ha quindi un polo quando p1 va sul mass-shell, cioè per
p2

1 → m2. Possiamo isolare il residuo sul polo moltiplicando la trasformata di Fourier di G per p2
1 −m2

e passando al limite per p2
1 = m2.

In realtà, come abbiamo visto nello studio del propagatore, di poli ce ne sono due, in corrispon-

denza ai due segni possibili della frequenza, p0
1 =±ω(p1) = ±

√

p2
1 +m2. Selezioniamo il segno di p0

scrivendo il fattore esponenziale nella trasformata di Fourier come e−i p1x1 per una particella entran-
te, come nella eq. (5.38), ovvero e+i p1x1 per una particella uscente, con p0 =+ω(p) in entrambi i casi.
In formule:

R(p1, . . .)= lim
p2

1→m2
(p2

1 −m2)
∫

d4x1 e−i p1x1G(x1, . . .) (5.41)

Per collegare il residuo R all’elemento di matrice S, scriviamo esplicitamente la funzione di Green
come valore di aspettazione sul vuoto del T prodotto dei campi:

G(x1, x2, x3, x4)= 〈0|T
[

φ(x1)φ(x2)φ(x3)φ(x4)
]

|0〉 (5.42)

e quindi R:

R(p1, . . .) = lim
p2

1→m2

(p2
1 −m2)

∫

d4x1 e−i p1x1〈0|T
[

φ(x1) . . .
]

|0〉 (5.43)

La moltiplicazione per p2
1 , nella (5.43), equivale all’azione di −2 sull’esponenziale. Integrando

due volte per parti otteniamo (il passaggio al limite è, d’ ora in avanti, sottinteso):

R(p1, . . .) =
∫

d4x1 e−i p1x1 (−2−m2)〈0|T
[

φ(x1) . . .
]

|0〉 (5.44)

Nel limite l’esponenziale stesso soddisfa l’equazione di Klein-Gordon, per cui possiamo anche scri-
vere:

R(p1, . . .) =−
∫

d4x1 e−i p1x1←→2 〈0|T
[

φ(x1) . . .
]

|0〉 (5.45)
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dove ←→
2 indica −→

2 −←−
2 . A sua volta la differenza di due 2 si puó scrivere come una derivata totale:

F (x)←→2 G(x) = ∂µ

[

F (x)
←→
∂

µ
G(x)

]

(5.46)

Scartando le derivate spaziali che si integrano comunque a zero, otteniamo quindi:

R(p1, . . .) =−
∫+T /2

−T /2
dt

∂

∂t

∫

d3x1 e−i p1x1
←→
∂ t 〈0|T

[

φ(x1) . . .
]

|0〉 =

=−
∫

d3x1 e−i p1x1
←→
∂ t 〈0|φ(~x1,+T /2)T

[

φ(x2) . . .
]

|0〉+

+
∫

d3x1 e−i p1x1
←→
∂ t 〈0|T

[

φ(x2) . . .
]

φ(~x1,−T /2)|0〉 (5.47)

Abbiamo portato fuori del T prodotto i campi φ(~x1,±T /2) in quanto i tempi in x2, x3, etc. sono
sicuramente maggiori o eguali a -T/2 e minori o eguali a +T/2. I campi valutati in ±T/2 si possono
rispettivamente identificare con i campi φout e φin. Inoltre, confrontando con la (5.33) vediamo che:

R(p1, . . . ) =−i
√

2ω(2π)3
[

〈0|
p

Z aout(p1)†T
[

φ(x2) . . .
]

|0〉− 〈0|T
[

φ(x2) . . .
]
p

Z ain(p1)†|0〉
]

=

= i
p

Z
√

2ω(2π)3〈0|T
[

φ(x2) . . .
]

|p1; in〉 (5.48)

dove abbiamo usato le relazioni:

〈0|aout(p1)† = 0; ain(p1)†|0〉 = |p1; in〉 (5.49)

Prendendo il residuo nel polo della funzione di Green di quattro campi per p2
1 = m2, abbiamo

ottenuto l’elemento di matrice del T prodotto di tre campi tra il vuoto e lo stato con una particella di
momento p1. Evidentemente possiamo procedere nel processo di riduzione dei campi prendendo i
residui nei poli per p2

2 = m2, etc. (con gli appropriati segni degli esponenziali per particelle iniziali e
finali) fino ad eliminare del tutto il T prodotto. Il risultato finale è:

lim
p2

i
→m2

Π

(

p2
i
−m2

)

i
p

Z

∫

Π

(

d4xi e∓i pi xi

)

G(x1, x2, . . .)=

=Π

(

√

2ω(pi )(2π)3

)

〈p3, p4;out |p1, p2; in〉 =Π

(

√

2ω(pi )(2π)3

)

S i , f (5.50)

dove il segno ∓ nell’esponenziale si riferisce alle particelle entranti (uscenti) nella reazione (5.38). Il
fattore

p
Z si ottiene dal calcolo della funzione di Green a due punti, Sez. 4.5.

La formula di riduzione (5.50) si può evidentemente estendere ad una reazione con un numero
arbitrario di particelle entranti e uscenti.

Le formule di riduzione (5.50) ci danno la relazione desiderata tra funzioni di Green e elementi di
matrice S. Alcune osservazioni.

Parti connesse delle funzioni di Green e della matrice S. Come nel caso delle funzioni di
Green, anche gli elementi della matrice S possono essere scomposti in parti connesse. Questo si vede
direttamente in termini di diagrammi. Ricordiamo (sezioni 4.3, 4.4) la funzione di Green G(x1, x2, . . .)
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che appare nella formula di riduzione (5.50) può essere espressa come somma di diagrammi con-
nessi e non connessi, e che la somma dei soli diagrammi connessi definisce la corrispondente fun-
zione connessa G(x1, x2, . . .)Conn. Se nella (5.50) sostituiamo alla G(x1, x2, . . .) la sua parte connessa
G(x1, x2, . . .)Conn otteniamo la corrispondente parte connessa dell’elemento di matrice S.

Notiamo incidentalmente che la dimostrazione della unitarietà della matrice S (eq. 5.22) non si
applica alla sua parte connessa (composta dagli elementi di matrice connessi). Anzi in generale la
matrice S “connessa” non è unitaria.

Nel seguito di questo capitolo ci concentreremo sulle parti connesse degli elementi di matrice S e
sulle corrispondenti funzioni di Green connesse.

Invarianza di Lorentz, sezione d’ urto. La funzione di Green è Lorentz invariante ed inoltre è
invariante per traslazioni. Quest’ ultima affermazione vuol dire che G dipende solo dalle differenze
x1-x2, etc. Per la trasformata di Fourier, questo signiifica (cfr. [1]) che:

G̃(p1, p2, . . .) = (2π)4δ(4)(
∑

pin −
∑

pfin)G (p1, p2, . . .) (5.51)

dove G è una funzione regolare5 e Lorentz-invariante dei momenti. Lo stesso si applica evidente-
mente al residuo di G nei poli. Quindi, trascurando segni inessenziali, possiamo scrivere:

S f i = 〈p3, p4, . . . ;out |p1, p2; in〉 =Π

[

1
√

2ω(2π)3

]

(2π)4δ(4)(
∑

pin −
∑

pfin)M (p1, p2, . . .) (5.52)

dove M è l’ampiezza di Feynman, una funzione Lorentz-invariante dei suoi argomenti. Dalla (5.52)
si calcola la sezione d’ urto del processo p1 +p2 → p3 + . . . a partire dalla formula generale, cfr. [1]:

(ρvrelN) dσ=
∑

fin

|S f i |2

T
(5.53)

Dove ρvrel è il flusso e abbiamo introdotto il fattore N a primo membro, che indica il numero di parti-
celle bersaglio in un volume di riferimento V. Con la normalizzazione del continuo, N = V /(2π)3, cfr.
l’eq. (3.90). ρ= 1/(2π)3 è la densità delle particelle proiettile, e vrel la velocità relativa.

Lasciamo al lettore la dimostrazione delle seguenti formule.

• sezione d’ urto:

dσ= 1

4ω(p1)ω(p2)vrel
(2π)4δ(4)(

∑

pin −
∑

pfin) Πi=3,...

[

d3pi

(2π)32ω(pi)

]

|M |2 (5.54)

dove vrel = |v1 −v2| è la velocità relativa delle particelle iniziali.

• spazio delle fasi invariante:

d3p

2ω(pi )
= d4p θ(p0)δ(p2 −m2) (5.55)

5Più precisamente la parte connessa di G è regolare. Parti non connesse, derivanti da diagrammi non con-
nessi, contengono ulteriori funzioni δ, dato che il momento e l’energia si conservano separatamente per ogni
sottodiagramma.
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• fattore invariante di flusso:

ω(p1)ω(p2)|v1 −v2| =
√

(p1p2)2 −p2
1 p2

2 (5.56)

Le equazioni (5.55) e (5.56), sostituite nella (5.54), mostrano che dσ è Lorentz-invariante.

Ipotesi asintotica e correzioni di auto-energia. l’ipotesi asintotica alla base della teoria della
matrice S, richiede una qualificazione importante. Quello che è ragionevole attendersi, quando il
tempo tende a ±∞, é che tenda a zero l’interazione tra particelle diverse. Non possiamo tuttavia
isolare una particella dall’azione del campo da essa stessa generato. Questo è il problema dell’ auto-

energia della particella, già noto in fisica classica.
Nel caso di una particella classica elettricamente carica, l’energia del campo coulombiano da

essa stessa generato è facilmente calcolabile e dipende dall’inverso del raggio della particella stessa:
è divergente per una carica esattamente puntiforma. In virtù della relazione di Einstein, il campo
generato dalla particella dà un termine aggiuntivo alla massa inerziale della particella stessa, massa
che, quindi, non è la stessa che la particella avrebbe in assenza di campo, ovvero nel limite in cui
mandiamo a zero la sua carica elettrica.

Il problema si ripropone in meccanica quantistica. Consideriamo, per semplicità la teoria λφ4.
Il propagatore calcolato nella (3.61), che compare nei grafici di Feynamn delle funzioni di Green,
corrisponde alla teoria libera. La massa che compare in esso, che possiamo meglio indicare con m0

è la massa che avrebbe la particella nel limite λ → 0. In genere, la massa m0 che compare nella
Lagrangiana si indica con il termine massa nuda. La massa m che compare nell’equazione di Klein-
Gordon dei campi φin e φout deve essere invece la massa fisica dei quanti del campo, indicata anche
come massa rinormalizzata, la massa inerziale che essi hanno quando sono lontani tra loro, ma in
presenza della interazione con i campi da essi stessi generati.

Se m 6= m0, come avviene in meccanica classica e quantistica per le particelle cariche, ci possiamo
chedere come sia possibile che le singolarità delle funzioni di Green, in cui compare il propagatore
i∆F (x − y) relativo alla massa m0 siano cancellate dal fattore p2 −m2 che si annulla per il valore della
massa fisica. La risposta ci porta al caso più semplice di rinormalizzazione, che discutiamo nella
prossima Sezione.

5.5 Funzione di Green a due punti in teoria delle perturba-
zioni.

I grafici di Feynman connessi per la funzione a due punti, fino all’ordine λ2 nella teoria λφ4, sono
riportati nella Fig. 5.1.

Consideriamo la trasformata di Fourier:

G̃(p1, p2) =
∫

d4x1d4x2 e−i (p1x1)e+i (p2x2) G(x1, x2) (5.57)

limitandoci, in un primo momento, ai termini al primo ordine in λ, Fig, 5.1, (a) e (b). Rifacendoci alle
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Figura 5.1: I diagrammi connessi per la funzione a due punti nella teoria λφ4, al secondo ordine perturbativo.

eq. (4.19) e (4.20), possiamo scrivere direttamente:

G̃(p1, p2) = (2π)4δ(4)(p1 −p2)G(a+b)(p1);

G(a+b)(p) = i

p2 −m2
0 + iǫ

+ i

p2 −m2
0 + iǫ

(iλC1)
i

p2 −m2
0 + iǫ

+O(λ2) (5.58)

dove abbiamo posto:

C1 = i
1

2
∆F (0) (5.59)

Nella (5.58) compare la massa nuda, m0, secondo la discussione della Sezione precedente. Notia-
mo che il propagatore ha un polo doppio in m0. Introduciamo adesso la massa rinormalizzata, m,
scrivendo:

m2
0 = m2 +δm2 (5.60)

δm2 deve dipendere da λ, in particolare deve essere δm2 = O(λ) poiché m2 → m2
0 se mandiamo

λ→ 0. Possiamo sviluppare il primo termine nella (5.58) utilizzando la relazione:

1

A+ǫ
= 1

A
− 1

A2
ǫ+ 1

A3
ǫ2 + . . . (5.61)

e fermandoci al primo ordine in δm2. Otteniamo:

i

p2 −m2
0 + iǫ

= i

p2 −m2 + iǫ
+ i

(p2 −m2 + iǫ)2
δm2 +O(λ2) (5.62)
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Se ci limitiamo al primo ordine in λ, trascurando termini di ordine λ2, possiamo invece identifi-
care m2

0 con m2 nel secondo termine della (5.58). In totale abbiamo quindi:

G(a+b)(p) = i

p2 −m2 + iǫ
+ i

(p2 −m2 + iǫ)2
[δm2 −λC1]+O(λ2) (5.63)

Se m è la massa fisica, secondo gli argomenti della Sez. 4.5, la funzione di Green deve avere un polo
semplice per p2 = m2. Questo fissa δm2 =λC1 +O(λ2). A questo ordine, otteniamo l’eq. (4.49) con:

Z = 1; σ(M2) = 0 (5.64)

Aggiungendo le correzioni del secondo ordine, Fig. 5.1, (c), (d), (e) si ottiene un risultato non triviale
anche per Z e σ.

Estensione all’ordine λ2. Possiamo determinare la forma del propagatore al secondo ordine ab-
bastanza semplicemente, come segue.

I grafici in Fig, 5.1, (c), (d), (e) corrispondono ad aggiungere alla (5.58), rispettivamente, i termini:

Gc =
i

p2 −m2
0 + iǫ

(iλC1)
i

p2 −m2
0 + iǫ

(iλC1)
i

p2 −m2
0 + iǫ

Gd = i

p2 −m2
0 + iǫ

(iλ2C2)
i

p2 −m2
0 + iǫ

Ge =
i

p2 −m2
0 + iǫ

[iλ2F (p2)]
i

p2 −m2
0 + iǫ

(5.65)

In questi termini, che sono già del secondo ordine, possiamo identificare m0 con m.
Abbiamo indicato, come prima, con iλC1 la costante corrispondente alla singola bolla nelle Fi-

gure 5.1, (b) e (c), e con iλ2C2 il contributo, sempre una costante, della doppia bolla in Fig. 5.1, (d). Il
calcolo esplicito di Ge è alquanto più difficile e non siamo ancora in grado di farlo. Tuttavia, ci basta
sapere che l’ampiezza corrispondente al circuito chiuso ( loop) nella Fig. 5.1, (e) si può scrivere come
iλ2F (p2), con F una funzione non triviale di p2, regolare in p2 = m2.

Possiamo rappresentare la funzione F (p2) al modo seguente:

F (p2) = F (m2)+ (p2 −m2 + iǫ)F ′(m2)+ (p2 −m2 + iǫ)R(p2) (5.66)

dove R(p2) è una funzione regolare che si annulla6 per p2 = m2.
Per quanto riguarda la (5.58), dobbiamo adesso sviluppare il primo termine fino al secondo ordi-

ne in δm2 e il secondo termine fino al primo ordine. Otteniamo:

Ga+b(p2) = i

p2 −m2 + iǫ
+ i

(p2 −m2 + iǫ)2
[δm2 −λC1]+

+ i

(p2 −m2 + iǫ)3
[(δm2)2 −2δm2 (λC1)] (5.67)

6(p2−m2+iǫ)R(p2) è il resto di Taylor dello sviluppo al primo ordine di F (p2) in p2 = m2, ed è un infinitesimo
di ordine superiore ripsetto a p2 −m2.
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Per quanto rguarda Ge , usando la rappresentazione (5.66), troviamo:

Ge =
i

(p2 −m2 + iǫ)2
[−λ2F (m2)]+ i

(p2 −m2 + iǫ)
[−λ2F ′(m2)]+ i

p2 −m2 + iǫ
[−λ2R(p2)] (5.68)

Ponendo tutto insieme, abbiamo:

G(p2) = i [1−λ2 F ′(m2)]

p2 −m2 + iǫ
+ i

(p2 −m2 + iǫ)2
[δm2 −λC1 −λ2C2 −λ2F (m2)]+

+ i

(p2 −m2 + iǫ)3
[(δm2)2 −2δm2 (λC1)+λ2C 2

1 ]+

+ i
−λ2R(p2)

p2 −m2 + iǫ
+ O(λ3) (5.69)

Per cancellare il residuo nel doppio polo dobbiano adesso porre:

δm2 =λC1 −λ2C2 −λ2F (m2) + O(λ3) (5.70)

e con questa posizione, si cancella anche il residuo del polo triplo. Il risultato finale è quindi:

G(p2) = i [1−λ2 F ′(m2)]

p2 −m2 + iǫ
+ i

−λ2R(p2)

p2 −m2 + iǫ
+ O(λ3) (5.71)

Abbiamo ottenuo una rappresentazione della funzione a due punti composta da un termine di
polo (il primo) ed un termine regolare in p2 = m2, in quanto R(m2) = 0. Il risultato ha la forma data
nella (4.49) se identifichiamo:

Z = 1−λ2 F ′(m2);

R(p2) = −λ2R(p2)

p2 −m2 + iǫ
=

∫+∞

(3m)2

σ(M2)

p2 −m2 + iǫ
dM2 (5.72)

Uno studio più approfondito mostra che la funzione al primo membro della (5.72) è una funzione
analitica della variabile complessa p2 con un taglio sull’asse reale positivo di p2 che parte da p2 =
(3m)2 e arriva a +∞. Il secondo membro della (5.72) è quindi la familiare rappresentazione di Cauchy
di una funzione analitica, come integrale della discontinuità sul taglio. La discontinuità è proprio la
funzione spettrale σ(M2) che, come anticipato, risulta essere di O(λ2). Esplicitamente:

σ(M2) = i

2π
lim
ǫ→0

[R(M2 + iǫ)−R(M2 − iǫ)] (5.73)

5.6 Diagrammi di Feynman per la matrice S

Utilizzando la formula di riduzione possiamo tradurre le regole per il calcolo dei diagrammi di
Feynman per le funzioni di Green, discusse nella sezione 4.3 e nella (4.8), in regole per il calcolo di
elementi della matrice S. Il punto di partenza è la trasformata di Fourier che appare nella formula di
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riduzione, eq. (5.50). Per semplificare la notazione consideriamo tutte le particelle come se appar-
tenessero allo stato iniziale; per una particella nello stato finale basta cambiare segno all’impulso e
all’energia. Dobbiamo quindi calcolare la seguente espressione

k=n
∏

k=1

(

(p2
k
−m2

i
p

Z

)

∫k=n
∏

k=1

d4xk

k=n
∏

k=1

e−i pk xk 〈0|T
(

φ(x1) . . .φ(xn )
)

|0〉 (5.74)

e per ottenere quella della (5.50) basterà porre p = q per le particelle nello stato iniziale, e p =−q per
quelle nello stato finale.

Per quanto riguarda la funzione di Green, dobbiamo considerare solo i grafici di Feynman con-
nessi con n≥ 3 linee esterne. Possiamo dividere ulteriormente questi grafici in due categorie, a secon-
da che siano riducibili ad una particella (1-particle irreducible, 1PI) sulle linee esterne o no.

Un grafico è riducibile ad una particella sulle linee esterne se, tagliando una sola linea, possiamo
separare un grafico della funzione a due punti con un’ interazione non triviale. Nella Fig. 5.2 riportia-
mo i grafici connessi per la funzione a quattro punti, al secondo ordine in λ2. I grafici (a) e (c) sono
1PI, mentre il grafico (b) e le corrispondenti permutazioni sono riducibili ad una particella sulle linee
esterne. Naturalmente, grafici di ordine superiore possono essere 1P riducibili anche relativamente a
più linee esterne, come quello riportato in Fig. 5.3.

Figura 5.2: Diagrammi connessi per la funzione a quattro punti nella teoria λφ4, al secondo ordine
perturbativo.

Tenendo conto che l’ampiezza di un grafico è il prodotto delle sue diverse componenti, possiamo
rappresentare il complesso di tutti i grafici connessi con un grafico a blocchi in cui ogni linea esterna
è rimpiazzata dalla funzione a due punti esatta mentre la funzione di Green restante è 1PI su tutte le
linee esterne, vedi Fig. 5.4 nel caso della funzione a quattro punti.

Lo sviluppo della funzione 1PI sulle linee esterne è mostrato in Fig. 5.5 sempre per la funzione a
quattro punti.
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Figura 5.3: Esempio di diagramma connesso, riducibile ad una particella su due linee esterne.

Figura 5.4: Rappresentazione a blocchi della funzione di Green a quattro punti connessa. Le linee esterne
rappresentano le funzioni a due punti esatte, il blocco centrale la funzione di Green a quattro punti, 1PI sulle
linee esterne.

Riprendendo il risultato della Sez. 4.5, eq. (4.49), possiamo scrivere:

G(x, y)|conn = i Z∆F (x − y, m)+ iR(x − y) (5.75)

dove m è la massa rinormalizzata e R(x-y) è una funzione la cui trasformata di Fourier è regolare
quando p2 → m2. Nel diagramma a blocchi della Fig. 5.4, le coordinate dei campi appaiono come
terminazione delle linee esterne. Quindi ciascuna linea esterna è rappresentata da (vedi anche eq.
3.58, 3.59)

i∆F (v −xk ) = i Z

(2π)4

∫

d4p
e−i pv e i pxk

p2 −m2 + iǫ
+ iR(v −xk ) (5.76)

dove v è la coordinata del vertice cui la linea è attaccata, e xk la coordinata di uno dei punti della
funzione di Green. Una volta applicata la trasformata di Fourier e moltiplicato per il fattore −i (p2

k
−

m2)/
p

Z , si seleziona il residuo nel polo ed otteniamo:

lim
p2

k
→m2

(p2
k
−m2)

i
p

Z

∫

d4xk e−i pk xk
(

i Z∆F (v −xk )
)

=
p

Z e−i pk v (5.77)
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Figura 5.5: Sviluppo della funzione di Green a quattro punti connessa e 1PI sulle linee esterne.

Eseguire il limite richiesto dalla formula di riduzione si riduce a moltiplicare per
p

Z e assegnare alla
linea esterna l’impulso della corrispondente particella fisica, con pk = qk per particelle nello stato
iniziale, pk =−qk per particelle nello stato finale. Nell’elemento di matrice S, alla linea esterna resta
anche associato il fattore: 1/(

√

2ω(q)(2π)3)
I grafici 1PI sulle linee esterne contengono linee interne cui è associato il propagatore nudo,

i∆F (x − y, m0). Una linea interna che connette due vertici con coordinate v1, v2, corrisponde un
fattore

i∆F (v2 −v1) = i

(2π)4

∫

d4p
e−i pv2 e i pv1

p2 −m2 + iǫ
(5.78)

Con riferimento a quanto abbiamo visto per le linee esterne, un fattore e−i p(v2−v1) corrisponde ad
un impulso p che entra nel vertice v2 ed esce dal vertice v1. Ad ogni vertice risultano così associati
i fattori e±i pv delle linee, interne o esterne che vi confluiscono, e l’integrazione nella coordinata del
vertice risulta allora in una funzione δ che garantisce la conservazione dell’energia e dell’impulso
portato dalle linee che confluiscono in ciascun vertice,

∫

d4x e i x
∑

(±pi ) = (2π)4δ4 (
∑

(±pi )
)

(5.79)

Per un grafico con n vertici, le n funzioni delta, eq. (5.79), permettono di eliminare l’integrazione
su (n-1) momenti interni, in quanto possiamo estrarre da esse una funzione delta che corrisponde
alla conservazione del quadri-momento della reazione complessiva e che quindi non dipende dai
momenti interni.

Riassumiamo le regole per i diagrammi che rappresentano gli elementi di matrice S.

• Si devono considerare i grafici di Feynman connessi e 1PI sulle linee esterne;

• ai diversi elementi di ogni grafico, vertici, linee interne, linee esterne, sono associate delle
ampiezze come segue:

Vertice
−iλ

4!
(2π)4 δ4(

∑

pin −
∑

pout)

Linea interna
i

(2π)4

∫

d4p

p2 −m2
0 + iǫ

(5.80)

Linea esterna

p
Z

√

2ωp (2π)3

(5.81)
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Rimane da definire il coefficiente combinatorio da assegnare a ciascun diagramma, di cui ab-
biamo visto esempi particolari nella Sezione precedente, ma non discuteremo questo problema in
generale, nel caso della teoria λφ4.

Come esempio, consideriamo l’ampiezza per lo scattering di due particelle.
Dobbiamo partire dai diagrammi della Fig. 5.5. Considereremo p1, p2 come particelle iniziali

(entranti), p3, p4 come particelle finali (uscenti). Il valore del primo diagramma è semplicemente

(2π)4δ4(p1 +p2 −p3 −p4) Z 2(−iλ)
∏ 1

√

2ωqi

(5.82)

Il valore del secondo diagramma risulta:

C (−iλ)2 Z 2
∏ 1

√

2ωqi

∫

d4q1

(2π)4

d4q2

(2π)4

i

q2
1 −m2

0 + iǫ

i

q2
2 −m2

0 + iǫ

(2π)4δ4(p1 +p2 −q1 −q2)(2π)4δ4(q1 +q2 −p3 −p4)

dove q1 e q2 sono i momenti associati alle linee interne eC rappresenta un fattore combinatorio, in cui
abbiamo incorporato gli 1/4!. Le due δ si possono combinare in una che garantisce la conservazione
dell’impulso e dell’energia tra particelle entranti e particelle uscenti e una seconda δ che elimina una
delle integrazioni, fissando q2 = p1 +p2 −q1. Si ottiene:

D2 = (2π)4δ(4)(p1 +p2 −p3 −p4) Z 2 C (−iλ)2
∏ 1

√

2ωqi

∫

d4q1

(2π)4

i

q2
1 −m2

0 + iǫ

i

(p1 +p2 −q1)2 −m2
0 + iǫ

Notiamo che l’integrale residuo è divergente: per grandi valori di q1 si comporta come
∫

d4q/q4,
una divergenza logaritmica. Delle divergenze in teoria delle perturbazioni, e di come curarle, parlere-
mo nel caso dell’elettrodinamica. In quella occasione discuteremo anche del calcolo della costante di
rinormalizzazione Z e di come eliminare in modo sistematico le quantità nude, massa, m0, e costante
di accoppiamento, in favore delle costanti fisicamente misurabili, le quantià rinormalizzate.
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Capitolo 6

Il campo elettromagnetico

In questo capitolo ci occuperemo della quantizzazione del campo elettromagnetico con il metodo
dei cammini di Feynman. Anche in questo caso adotteremo le convenzioni del Mandl e Shaw, [2]. In
particolare il tensore di campo Fµν può essere espresso in termini dei potenziali Aµ tramite la

Fµν = ∂νAµ−∂µAν (6.1)

Le equazioni di Maxwell per il campo libero

∂νFµν = �Aµ−∂µ(∂νAν) = 0 (6.2)

possono essere derivate da una densità di Lagrangiano

L = −1

4
FµνFµν (6.3)

Una trasformazione dei potenziali:

Aµ(x) → A
µ
Λ

(x) = Aµ(x)+∂µΛ(x), (6.4)

dove Λ(x) è una funzione arbitraria, lascia invarianti sia il tensore di campo Fµν che la densità di
lagrangiano L , e quindi l’integrale d’azione. Più in generale una trasformazione di gauge non de-
ve avere alcun effetto su qualsiasi processo fisico, e in particolare sui risultati di qualunque misu-
ra. Un corollario di questa affermazione è che i potenziali elettromagnetici Aµ non sono essi stessi
misurabili.

L’invarianza di gauge è centrale nella teoria del campo elettromagnetico e delle sue interazioni.
La richiesta che anche in presenza di interazioni la teoria sia invariante rispetto alla trasformazione
di gauge determina il tipo di interazione possibile con altri campi. La teoria del campo elettromagne-
tico è il prototipo delle moderne teorie delle interazioni fondamentali, tutte basate sulla esistenza di
particolari invarianze di gauge.

6.1 La scelta di gauge

Per descrivere la teoria quantistica del campo elettromagnetico mediante la somma sui cammini
dobbiamo superare un problema legato alla invarianza di gauge.
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Dove è il problema? I lettori ricorderanno che per definire una teoria quantistica abbiamo dovuto
garantire la convergenza degli integrali funzionali che definiscono la somma sui cammini. Per ot-
tenere questo risultato abbiamo considerato una continuazione analitica nel piano complesso della
variabile tempo, tramite la ricetta t → t (1− iχ). Nel caso del campo elettromagnetico la invarianza di
gauge introduce un nuovo tipo di divergenza che è immune a questo rimedio. Consideriamo infatti
l’integrale funzionale:

I =
∫

D[Aµ]e i S[Aµ]
O [Aµ] (6.5)

O [Aµ] è un funzionale delle Aµ invariante di gauge, che quindi può rappresentare una qualche gran-
dezza fisica. Come al solito, l’integrale funzionale è esteso sugli Aµ periodici tra t = ±∞. Dato che
l’integrale I deve risultare invariante di gauge, e che sia l’azione S che il funzionale O sono invarianti,
anche la misura D[Aµ] deve essere invariante, cioè

∫

D[Aµ] · · · =
∫

D[A
µ
Λ

] (6.6)

Secondo i principi generali dell’integrale sui cammini, la quantità I nella (6.5) deve rappresentare
l’elemento di matrice di O sul vuoto, a meno di una costante moltiplicativa indipendente da O . Tut-
tavia è immediato convincersi che l’integrale I definito dalla O [Aµ] è in realtà, infinito. Dato che
S[Aµ] è invariante di gauge, per ogni cammino Aµ(t , x) ne esistono infiniti altri, ottenuti con una
trasformazione di gauge, per i quali l’integrando ha lo stesso valore. Dato che lo spazio delle pos-
sibili trasformazioni di gauge, lo spazio delle funzioni Λ(x), è infinito, l’integrale è necessariamente
divergente.

Per dominare questa divergenza occorre trovare il modo di metterla a fattore di ogni integrale del
tipo (6.5). L’insieme dei cammini Aµ(x) connessi da trasformazioni di gauge è detto una traiettoria di

gauge. Quello che vorremmo fare è stabilire un sistema di cordinate nello spazio dei cammini tali che
un sottoinsieme di tali coordinate (le linee orizzontali nella figura 6.1) corrispondano alle traiettorie
di gauge e le rimanenti coordinate (la linea verticale) servano a distinguere cammini non equivalenti
sotto trasformazioni di gauge, quindi fisicamente distinti.

Figura 6.1: Lo spazio delle funzioni Aµ(x) può essere affettato secondo traiettorie (linee orizzontali) composte
da cammini connessi da trasformazioni di gauge. Lungo le coordinate ortogonali alle traiettorie di gauge (linea
verticale) troviamo cammini fisicamente distinti.
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Se questo fosse possibile, potremmo riesprimere l’integrale (6.5) come
∫

D[Λ]
∫

D[A
µ
0 ]e i S[Aµ]O[Aµ],

ma dato che l’integrando è per ipotesi invariante di gauge, questo potrebbe essere riscritto come
[∫

D[Λ]

]∫

D[A
µ
0 ]e i S[A

µ
0 ]O[A

µ
0 ]

e l’integrale sulle trasformazioni di gauge, sia pure divergente, diverrebbe un fattore moltiplicativo
comune in tutti gli integrali del tipo (6.5) e potrebbe essere omesso nel calcolo delle funzioni di Green
che sono (vedi (2.26)) rapporti di integrali di questo tipo. Naturalmente le cose non sono così semplici
dato che, trattandosi di un cambiamento di variabili, dobbiamo anche includere lo jacobiano della
trasformazione da Aµ a {A

µ
0 , Λ}.

Per fare quello che abbiamo appena detto, dobbiamo prima di tutto imporre una “condizione di
gauge” che rende trattabile l’integrale funzionale. Una tale condizione viene anche detta una “scelta
di gauge” (gauge fixing, in inglese).

Un esempio di condizione di gauge che è stata discussa in corsi precedenti è quella che porta
alla cosidetta “gauge di Coulomb”, ∇A = 0. Dato che siamo interessati a mantenere in evidenza
l’invarianza relativistica, consideriamo invece la “gauge di Lorentz”, caratterizzata dalla condizione

∂νAν = 0 (6.7)

Nella gauge di Lorentz le equazioni di Maxwell si riducono alla equazione delle onde per ciascuna
componente di Aµ,

�Aµ = 0 (6.8)

In realtà non conviene imporre direttamente la condizione1 (6.7), ma piuttosto modificare la densità
di lagrangiano (ovvero l’azione) in maniera che le equazioni del moto divengano appunto quelle della
(6.8). L’azione originale si può scrivere come

S =−1

4

∫

d4x (∂νAµ−∂µAν)(∂νAµ−∂µAν) =−1

2

∫

d4x
(

(∂νAµ)(∂νAµ)− (∂νAν)2) , (6.9)

come si verifica facilmente2. Se potessimo sopprimere il secondo termine avremmo l’azione proposta
da E. Fermi,

SF = S − 1

2

∫

d4x (∂νAν)2 =−1

2

∫

d4x (∂νAµ)(∂νAµ), (6.10)

che porta alle equazioni del moto della (6.8). Con il metodo di deWitt-Faddeev-Popov si può dimo-
strare che il cambiamento della azione non modifica, a meno di una inessenziale costante moltipli-
cativa, il valore di integrali funzionali del tipo della (6.5).

1Imporre la condizione (6.7) comporta notevoli complicazioni, discusse ad esempio nel Mandl e Shaw, cap.
5.2. La procedura presentata in queste lezioni ha il vantaggio di essere utilizzabile anche nel caso di teorie
dotate di simmetrie di gauge non abeliane, ad esempio il Modello Standard.

2Il secondo termine richiede due integrazione per parti:
∫

dx(∂νAµ)(∂µAν) =−
∫

dx(∂µ∂
νAµ)(Aν) =

∫

dx(∂µAµ)(∂νAν)



72 Il campo elettromagnetico

6.2 Il metodo di deWitt-Faddeev-Popov

In questa sezione seguiremo la trattazione del testo di Peskin e Schroeder [10]. Vogliamo dimo-
strare che se O [Aµ] è invariante di gauge l’integrale della (6.5) si può riscrivere usando l’azione di
Fermi,

I = K

∫

D[Aµ]e i SF [Aµ] = K

∫

D[Aµ]e i S[Aµ]e
−i
2

∫

d4x (∂νAν)2
O [Aµ]

dove K è una costante moltiplicativa. Conviene però mirare direttamente ad un risultato più generale,

I = K (ξ)
∫

D[Aµ]e i S[Aµ]e
−i
2ξ

∫

d4x (∂νAν)2

O [Aµ], (6.11)

dove abbiamo introdotto un parametro libero ξ. Per ξ = 1 ci si riduce all’azione di Fermi. Que-
sta scelta viene anche detta “gauge di Feynman”, ed è quella più comunemente adottata. Il fattore
exp(−iξ−1

∫

d4x (∂νAν)2) aggiunto all’integrando deprime esponenzialmente il contributo all’inte-
grale funzionale delle configurazioni del campo che non obbediscono alla condizione ∂νAν = 0 ed
elimina la divergenza associata alle orbite di gauge. Se ci avviciniamo a ξ→ 0 la gaussiana diviene più
e più stretta, e nel limite il solo contributo viene da configurazioni Aµ(x) tali che ∂µaµ = 0 In questo
limite siamo nella cosidetta “gauge di Landau”.

La dimostrazione si basa sulla seguente identità:

1 =
∫

D[Λ]det

[

δ ∂νAν
Λ

δΛ

]

δ[∂νAν
Λ
−ω] (6.12)

dove A
µ
Λ

è la trasformata di gauge (6.4) della Aµ(x), e ω(x) una funzione arbitraria. La δ[∂νAν
Λ
−ω] va

intesa come funzione di Dirac funzionale, cioè3

δ[∂νAν
Λ
−ω] =

∏

x

δ[∂νAν
Λ

(x)−ω(x)]

Per quanto riguarda il determinante jacobiano, nel caso dell’elettrodinamica4 esso si riduce ad una
costante, il determinante dell’operatore 2:

det

[

δ ∂νAν
Λ

δΛ

]

= det

[

δ2Λ

δΛ

]

=det[2]

Partendo di nuovo dalla definizione (6.5) dell’integrale I possiamo trasformarlo nella (6.11) con i se-
guenti passi: nel primo utilizziamo l’identità (6.12) e l’invarianza (6.6) della misura D[Aµ] per scrivere

I =
∫

D[Aµ]e i S[Aµ]
O [Aµ] = det[2]

∫

D[Aµ]e i S[Aµ]
O [Aµ]

∫

D[Λ]δ[∂νAν
Λ
−ω] (per la identità (6.12) )

= det[2]
∫

D[Λ]
∫

D[A
µ
Λ

]e i S[A
µ

Λ
]
O [A

µ
Λ

]δ[∂νAν
Λ
−ω] (invarianza di S, O , D[A µ] )

= det[2]
∫

D[Λ]
∫

D[Aµ]e i S[Aµ]
O [Aµ]δ[∂νAν−ω] (cambio di variabili Aµ → A

µ
Λ

)

3Pensiamola come limite dal reticolo: δ[∂νAν
Λ
−ω]= lim(reticolo → continuo)

∏

i δ(∂νAν
Λ

(xi )−ω(xi ))
4Nel caso non-abeliano il formalismo generale resta immutato ma il determinante di Faddev-Popov dipende

dai campi e dà un contributo assolutamente non banale.
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Notiamo che
∫

D[Λ] è diventato un semplice fattore moltiplicativo. Per passare alla (6.11) basta ora
eseguire una integrazione sulla funzione ω(x) con un peso gaussiano definito da

N(ξ)
∫

D[ω]e
−i

∫

d4x ω2(x)
ξ = 1

dove N(ξ) è un opportuno fattore di normalizzazione, ed otteniamo

I = N(ξ)det[2]
∫

D[Λ]
∫

D[ω]e
−i

∫

d4x ω2(x)
ξ

∫

D[Aµ]e i S[Aµ]
O [Aµ]δ[∂νAν−ω]

= N(ξ)det[2]
∫

D[Λ]
∫

D[Aµ]e i S[Aµ]e
−i
2ξ

∫

d4x (∂νAν)2

O [Aµ]

Questa è la (6.11) con K (ξ) = N(ξ)det[2]
∫

D[Λ].
In conclusione, se consideriemo l’elemento di matrice sul vuoto dell’osservabile invariante di

gauge O [A] e semplifichiamo costanti comuni al numeratore e al denominatore, otteniamo:

〈0|O [A]|0〉 =
∫

D[A] e i S[A]
O [A]

∫

D[A] e i S[A] =
∫

D[Aµ] e i Snew[A]
O [A]

∫

D[Aµ] e i Snew[A] (6.13)

dove l’azione modificata Snew è data da

Snew[A]=
∫

d4x

[

−1

4
FµνFµν− 1

2ξ
(∂µAµ)(∂νAν)

]

=

=
∫

d4x
1

2
Aµ

[

gµν
2+ (

1

ξ
−1)∂µ∂ν

]

Aν (6.14)

Sebbene l’azione complessiva, Snew non sia invariante di gauge, l’eguaglianza (6.13) che abbiamo
appena derivato, mostra che per grandezze gauge invarianti l’uso di Snew dà il risultato invariante di
gauge desiderato.

La identità (6.13) giustifica, per il calcolo di grandezze gauge-invarianti, l’uso dell’azione di Fermi
(6.10), che d’ora in poi chiameremo semplicemente S.

6.3 Il funzionale generatore e il propagatore

Le funzioni di Green del campo elettromagnetico,

〈0|T
(

Aµ1 (x1) · · ·Aµn (xn )
)

|0〉

possono essere dedotte da un funzionale generatore dipendente da una funzione ausiliaria Jµ(x),

Z [Jµ] =
∫

D[Aµ]exp

[−i

2

∫

d4x (∂νAµ∂νAµ+2JµAµ)

]

(6.15)

tramite la regola di corrispondenza

Aµ(x) → i
δ

δJµ(x)
(6.16)
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Se riscriviamo Z [J] con una integrazione per parti come

Z [Jµ] =
∫

D[Aµ]exp

[

i

2

∫

d4x (Aµ
�Aµ−2Aµ Jµ)

]

possiamo completare un quadrato perfetto all’esponente definendo

�
−1 Jµ(x) =−

∫

d4 y ∆F (x − y ;0) Jµ(y)

di modo che

Z [Jµ] = exp

[−i

2

∫

d4x (Jµ�−1 Jµ)

]

∫

D[Aµ]exp

[

i

2

∫

d4x (Aµ−�
−1 Jµ)�(Aµ−�

−1 Jµ)

]

Anche in questo caso l’integrale funzionale residuo è un fattore costante che può essere omesso, e
otteniamo

Z [Jµ] = exp

[

i

2

∫

d4x d4 y Jµ(x)∆F (x − y ;0) Jµ(y)

]

(6.17)

e la funzione a due punti, nella gauge di Feynman, diviene

〈0|T
(

Aµ(x) Aν(y)
)

|0〉 = i∆
µν
F (x − y)=−i gµν

∆F (x − y ;0) (6.18)

Propagatore nella gauge generica. È utile calcolare il propagatore del fotone anche nella gauge più ge-
nerale in cui l’azione prende la forma dell’Eq. (6.14). Invece che l’inverso dell’operatore 2, dobbiamo calcolare
l’inverso di

gµν
2+ (

1

ξ
−1)∂µ∂ν

ovvero, per la trasfrormata di Fourier, l’inverso di:

Kµν = gµνp2 + (
1

ξ
−1)pµpν (6.19)

Se scriviamo l’operatore desiderato come:

Dµν = A(p2)gµν+B(p2)pµpν

e imponiamo:

DµνKνρ = δ
µ
ρ (6.20)

otteniamo:

A = 1

p2
; B = (ξ−1)

pµpν

(p2)2

Dµν = 1

p2

[

gµν+ (ξ−1)
pµpν

p2

]

(6.21)
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In conclusione, diamo il propagatore del fotone nella gauge generica:

i [∆(ξ)
F

]µν(x − y) =
∫

d4p

(2π)4
e−i p(x−y) i

p2 + iǫ
(−gµν+ (1−ξ)

pµpν

p2
) (6.22)

Per ξ= 1 si ottiene il propagatore nella gauge di Feynman. Per ξ= 0 si ottiene invece la cosiddetta gauge di

Landau, in cui il propagatore soddisfa la condizione di Lorentz. Questo é in accordo con il fatto, già notato, che

nel limite ξ→ 0 l’integrale funzionale è ristretto ai campi che soddisfano la condizione di Lorentz esattamente.

6.4 Gli stati a un fotone

Se consideriamo il campo elettromagnetico libero (in assenza di cariche e correnti) nella gauge di
Coulomb5 la condizione ∇A = 0 implica che ∆φ= 0 e quindi possiamo porre φ = 0. Per un fotone di
impulso k dalla condizione ∇A = 0 segue che il vettore di polarizzazione ǫ deve essere ortogonale a k.
Un fotone di impulso k può quindi avere due stati di polarizzazione che corrispondono a due vettori
spaziali ǫr tali che ǫr k = 0 e ǫr ǫs =δrs (r = 1,2) .

Queste conclusioni, che sono di chiaro significato fisico, devono essere indipendenti da qualsiasi
scelta di gauge, e dal metodo di quantizzazione, e devono quindi essere valide anche se procedia-
mo con una quantizzazione nella gauge di Feynman, come abbiamo fatto nelle sezioni preceden-
ti. Su questo punto sorge un problema piuttosto sottile. La azione di Fermi (6.10) tratta in modo
simmetrico le quattro componenti del campo Aµ, e sebbene il lagrangiano di Fermi sia equivalen-
te a quello gauge-invariante della (6.3) purché ∂µAµ = 0, questa condizione non segue direttamente
dal lagrangiano di Fermi, o dalle equazioni del moto (6.8). In effetti nella gauge di Feynman sono
apparentemente presenti quattro stati di polarizzazione, e una sorpresa! Vediamo quale.

La funzione a due punti nel caso tx > ty può essere calcolata direttamente dalla espressione di ∆F

(vedi 3.66),

〈0|Aµ(x) Aν(y) |0〉 = −gµν

(2π)3

∫

d3p
e i p(x−y)

2ωp
e−iωp (tx−ty )

Se adesso definiamo le trasformate di Fourier spaziali (tenendo presente che Aν(x) è reale)

Aµ(k, tx )=
p

2ωk

(2π)3/2

∫

d3xe−i kx Aµ(x, tx )

Aν†(q,ty)=
√

2ωq

(2π)3/2

∫

d3 ye i qy Aν(y, ty ) = Aν(−q, ty )

otteniamo da una trasformata di Fourier in y

〈0|Aµ(x) Aν†(q, ty ) |0〉 = −gµν

(2π)3/2
√

2ωq

e i qxe−iωq (tx−ty ), (6.23)

da cui, ponendo µ= ν, impariamo che lo stato

µ;q〉 = Aµ†(q,0) 0〉
5Per una discussione della gauge di Coulomb rimandiamo al Mandl e Shaw [2], in particolare il primo

capitolo.
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ha impulso q e energia ωq =
√

q2. Questo stato descrive quindi una particella di massa nulla. Una
seconda trasformata in x, e nel limite tx = ty = 0 porta a

〈µ;k|ν;q〉 = 〈0|Aµ(k,0) Aν†(q,0) |0〉 =−gµνδ3(k−q) (6.24)

Ecco quindi la sorpresa: non solo per ogni valore di q ci sono quattro stati, e non i due che ci aspet-
tiamo, ma mentre gli stati con µ= 1,2,3 sono di modulo quadro positivo, dato che g 11 = g 22 = g 33 =
−1,

〈µ;k|ν;q〉 = 〈0|Aµ(k,0) Aν†(q,0) |0〉 =δµνδ
3(k−q) (µ,ν= 1,2,3)

lo stato µ= 0;q〉 ha modulo quadro negativo,

〈0;k|0;q〉 = 〈0|A0(k,0) A0 †(q,0) |0〉 =−δ3(k−q)

Una situazione che sembra in aperto contrasto con i dettami della meccanica quantistica: si tratta di
uno stato di probabilità negativa.

La soluzione di questo problema deriva dalla invarianza di gauge dell’elettromagnetismo, che
non è del tutto obliterata dalla scelta della gauge di Feynman. Infatti l’azione di Fermi è invariante
sotto una classe ristretta di trasformazioni di gauge, caratterizzate da funzioni f (x) tali che � f (x) = 0:
Infatti (vedi 6.10)

∫

d4x ∂ν(Aµ+∂µ f ) ∂ν(Aµ+∂µ f ) =
∫

d4x (∂νAµ) (∂νAµ)

+
∫

d4x (∂ν∂µ f )∂νAµ+
∫

d4x (∂νAµ)(∂ν∂µ f )+
∫

d4x (∂ν∂µ f )(∂ν∂µ f )

e con una integrazione per parti si verifica che tutti i termini della seconda riga si annullano se
� f (x) = 0.

Nella prossima Sezione vedremo come la presenza di questa invarianza risolva il problema degli
stati addizionali che appaiono nella gauge di Feynman6.

Per ogni valore di q possiamo scegliere quattro vettori di polarizzazione:

ǫ1, ǫ2 Le due polarizzazioni trasverse: ǫ
µ
1,2 = {0, ǫ1,2}, con (ǫ1,2k) = 0.

ǫ3 La polarizzazione longitudinale: un vettore spaziale parallelo a q: ǫ
µ
3 = {0, q̂}.

ǫ0 La polarizzazione temporale: un vettore di tipo tempo, ǫµ0 = ηµ = {1, 0}

(6.25)

In corrispondenza dei quattro vettori parleremo di fotoni trasversi, longitudinali o temporali. Se
ad esempio q è nella direzione 3, possiamo scegliere i quattro vettori come

ǫ1 = {0, 1,0,0}, ǫ2 = {0, 0,1,0} ǫL = {0, 0,0,1} ǫT = {1, 0,0,0}

Per gli stati trasversi possiamo, per ogni valore di q scegliere due vettori di polarizzazione ǫνr (q) (r =
1,2) puramente spaziali (ǫ0

1,2 = 0), tali che

qǫr = 0; ǫrǫs =δrs

6Una discussione più approfondita e citazioni della letteratura originale, in particolare al lavoro di Gupta e
Bleuler, si trovano nel capitolo 5 del Mandl e Shaw [2].
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Se quindi definiamo gli stati a un fotone come

γ; q, r〉 = ǫνr (q)A†
ν (q,0) 0〉

dalla (6.24) otteniamo

〈γ; k, s|γ; q, r〉 = δrsδ
3(k−q) (6.26)

e, dalla (6.23),

〈0|Aµ(x) |γ; q, r〉 = ǫ
µ
r (q)

(2π)3/2
√

2ωq

e i qxe−iωq (tx−ty ), (6.27)

Quest’ultima risulterà utile per stabilire le regole di calcolo per la matrice S. Nel presente testo consi-
deriamo i vettori ǫνr come vettori a componenti reali, che descrivono fotoni a polarizzazione lineare.
Ricordiamo però che per descrivere stati con polarizzazione circolare, in particolare fotoni di elicità
definita si devono usare vettori ǫνr a componenti complesse.

6.5 Fotoni virtuali

l’interazione tra il campo elettromagnetico e la materia avviene attraverso la corrente elettroma-
gnetica [1]:

LI = e Aµ(x)Jµ(x). (6.28)

l’invarianza di gauge prescrive che la corrente sia conservata:

∂µ Jµ(x) = 0 (6.29)

Nella QED dell’elettrone:

Jµ = ψ̄γµψ (6.30)

e la conservazione della corrente è garantita dal teorema di Noether.
Il più semplice complesso con cui possiamo sperimentare sul campo elettromagnetico è consti-

tuito da un’ antenna e da un ricevitore. Nell’antenna, un elettrone compie una transizione da uno
stato A ad uno stato B, nel ricevitore un’ altro elettrone passa da A’ a B’.

l’ampiezza della transizione complessiva: A→ B, A’→ B’ al secondo ordine della teoria delle per-
turbazione è data da:

S f i = 〈B,B′|
∫

d4xd4 y T
[

LI (x)LI (y)
]

|A, A′〉

= (i e)2

2

∫

d4xd4 y 〈B,B′|T
[

Aµ(x)Jµ(x)Aν(y)Jν(y)
]

|A, A′〉 (6.31)

Fattorizzando gli stati quantistici di antenna e ricevitore ( A, A′〉 = A〉 A′〉, etc.) e tenendo conto che,
a questo ordine, le correnti commutano tra loro e con il potenziale vettore, possiamo scrivere:

S f i =
(i e)2

2

∫

d4xd4 y
(

〈B Jµ(x) A〉〈B′ Jν(y) A′〉+ x ↔ y
)

〈0 T
[

Aµ(x)Aν(y)
]

0〉 =

= (i e)2
∫

d4xd4 y 〈B Jµ(x) A〉〈0 T
[

Aµ(x)Aν(y)
]

0〉 〈B′ Jν(y) A′〉 (6.32)
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dove abbiamo usato la simmetria tra le variabili di integrazione x ed y per cancellare il fattor 1/2.
Possiamo rappresentare l’ampiezza (6.32) con il grafico di Feynman in Fig. 6.2. La linea ondulata
rappresenta il propagatore del fotone. Si dice, in questo caso, che tra le due correnti si scambia un
fotone virtuale.

Passando alle trasformate di Fourier ed usando la (6.22) otteniamo:

S f i = (i e)2
∫

d4p

(2π)4
J̃
µ

BA
(−p)

i

p2 + iǫ

[

−gµν+ (1−ξ)
pµpν

p2

]

J̃νB′A′(p) (6.33)

Figura 6.2: Il grafico di Feynman rappresenta l’ampiezza per l’interazione antenna-ricevitore dovuta allo
scambio di un fotone virtuale. Le linee continue raffigurano, nello spazio-tempo, le linee-universo di antenna
e ricevitore, la linea ondulata scambiata tra i vertici rappresenta la propagazione del campo elettromagnetico.

Una prima conseguenza della (6.33) è che S f i è indipendente dalla gauge, cioè dalla scelta di
ξ: i termini dipendenti da ξ nel propagatore danno contributo nullo grazie alla conservazione della
corrente (6.29), che implica pµ Jµ(p) = 0.

Possiamo quindi scrivere:

S f i = (i e)2
∫

d4p

(2π)4
( J̃BA)µ(−p)

i (−gµν)

p2 + iǫ
( J̃B′A′)ν(p) (6.34)

Questa equazione fa pensare che ci sia ancora un problema: il residuo nel polo a p2 = 0 è proporzio-
nale a -gµν, il che sembra indicare che tutti e quattro i tipi di fotoni possano contribuire, vedi la (6.24).
La patologia, tuttavia, è solo apparente ed è di nuovo curata dalla conservazione della corrente7.

Con riferimento al 4-momento p, introduciamo i quattro vettori di polarizzazione ǫµ(p), Eq. (6.25)
che formano una base ortonormale nello spazio delle p (naturalmente in relazione alla metrica gµν).
È facile convincersi che la relazione di completezza per questa base si scrive:

−gµν =
∑

i=0,...,3
xi ǫ

µ

i
ǫνi =

x0 =−1, x1,2,3 =+1 (6.35)

7Notiamo che l’ampiezza si puó anche scrivere come
∫

d4x J
µ

A′B′(x)(AAB)µ(x), dove (AAB)µ(x) è il campo clas-

sico generato dalla corrente Jµ
AB

(x). La discussione a questo punto segue quasi parola per parola quella riportata
in [1] a proposito della funzione di Green del campo elettromagnetico classico.
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ovvero:

− gµν =
(

∑

i=1,2
ǫ
µ

i
ǫνi

)

+
(

ǫ
µ
3ǫ

ν
3 −ηµην

)

(6.36)

Se esprimiamo ǫ3 in funzione di p e di ηµ, ottieniamo:

ǫ
µ
3 = 1

|p|
(

pµ−p0ηµ
)

; (6.37)

(

ǫ
µ
3ǫ

ν
3 −ηµην

)

= p2

|p|
ηµην + . . . (6.38)

dove i punti di sospensione indicano termini proporzionali a pµ e/o a pν, che danno zero quando
inseriti nella (6.33), sempre in virtù della conservazione della corrente.

In conclusione, con questa sostituzione, la (6.33) diventa:

S f i =
∫

d4p

(2π)4
J̃
µ
BA

(−p)
i
(
∑

i=1,2 (ǫi )µ(ǫi )ν
)

p2 + iǫ
J̃νB′A′(p) +

+
∫

d4p

(2π)4
J̃0

BA(−p)
−i

|p|
J̃0

B′A′(p) (6.39)

Il primo termine a secondo membro della (6.39) mostra che al polo in p2 = 0 contribuiscono solo
i fotoni trasversi, che sono quindi gli unici stati presenti a grande distanza dall’interazione. Non ci
sono fotoni di altro tipo negli stati “in” e “out” introdotti nel capitolo precedente. Il contributo dei
fotoni longitudinali e temporali si combina, in virtù della conservazione della corrente, nel secondo
termine che, come si vede dal fattore 1/|p|, non è altro che l’interazione coulombiana istantanea tra
le due correnti.

In effetti, tornando allo spazio x, abbiamo:

∫

d4q

(2π)4
J̃0

BA(−p)
−i

|p|
J̃0

B′A′(p) =
∫

d4xd4 y J0
BA(x)J0

B′A′(y)
∫

d4p

(2π)4
e−i p(x−y) −i

|p|
=

=−i

∫

d4xd4 y J0
BA(x) δ(x0 − y0)

1

4π|x−y|
J0

B′A′(y) (6.40)

che non è altro che -i moltiplicato per l’elemento di matrice dell’Hamiltoniana di interazione elettro-
statica tra le due correnti.

Se avessimo effettuato il calcolo nella gauge di Coulomb, avremmo scritto l’Hamiltoniana di in-
terazione come somma dell’interazione della corrente con i fotoni trasversi (di ordine e) più l’intera-
zione coulombiana tra le densità di carica, di ordine e2:

HI = e

∫

d3x A(x, t )j(x, t )+ e2

2

∫

d3xd3 y j0(x, t )
1

4π|x−y| j0(x, t ) (6.41)

L’ampiezza (6.39) si ottiene prendendo, nella matrice S, l’interazone coulombiana al primo ordi-
ne e l’interazione con i fotoni trasversi al secondo ordine. Il vantaggio decisivo della formulazione
relativistica è di calcolare tutto insieme, con il solo grafico della Fig. 6.2.
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Capitolo 7

Campi Fermionici

7.1 L’oscillatore armonico e l’oscillatore di Fermi

In questo capitolo passiamo dalla trattazione di campi scalari a quella di campi di Dirac che de-
scrivono particelle di spin 1/2. Il problema che si pone è come trattare particelle per cui vale il prin-
cipio di Pauli e quindi campi che devono obbedire leggi di anticommutazione. Nelle trattazioni ele-
mentari della teoria dei campi abbiamo visto che un campo libero che descrive particelle bosoniche
non interagenti è equivalente a un insieme di oscillatori armonici, uno per ciascun stato in cui si può
trovare una particella. Concentrandoci su un singolo oscillatore possiamo definire gli operatori di
creazione e distruzione, a†, a che obbediscono a regole di commutazione

[a, a†] = 1 (7.1)

Se indichiamo con n〉 lo stato in cui l’oscillatore contiene n particelle, avremo

a n〉 =
p

n n−1〉 ; a† n〉=
p

n +1 n+1〉 ; (bosoni) (7.2)

Anche un campo spinoriale può essere sviluppato in “oscillatori”, ma oscillatori di tipo diverso, gli
oscilatori di Fermi. Ciascuno di questi oscillatori può contenere al massimo una particella, e l’azione
dei corrispondenti operatori di creazione e distruzione su stati a 0,1 particelle è

a† 0〉 = 1〉 ; a† 1〉 = 0; a 1〉 = 0〉 ; a 0〉 = 0; (fermioni) (7.3)

Questo dà luogo a regole di anticommutazione,

{a, a†} = 1 (7.4)

In ambedue i casi l’hamiltoniano diviene1

H =×ωa†a (7.5)

1Come diverrà chiaro fra poco conviene in questa fase esplicitare la dipendenza dalla costante di Planck.
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con ω l’energia della particella. Possiamo ricavare formalmente questo hamiltoniano da un lagran-
giano

L = i×a†ȧ −×ωa†a (7.6)

dal quale si ottiene l’hamiltoniano corretto

π= ∂L

∂ȧ
= i×a†; H =πȧ−L =×ωa†a (7.7)

Notiamo che ∂L/∂ȧ† = 0, dato che L non dipende da ȧ†. In realtà la relazione tra a ed a† è simmetrica,
dato che con una integrazione per parti possiamo esprimere l’azione in due modi equivalenti in cui i
ruoli di a, e a† sono scambiati,

S =×
∫

dt (i a†ȧ−ωa†a) = ×
∫

dt (−i ȧ†a −ωa†a)

Se applichiamo le regole di commutazione canoniche otteniamo il risultato “bosonico”,

[a, a†] = 1

i× [a, π] = 1

i× · i×= 1 (7.8)

Sappiamo già come derivare tutte le proprietà dell’oscillatore armonico bosonico mediante la somma
sui cammini della variabile q(t ). Come vedremo fra poco, possiamo direttamente usare cammini
nelle variabili a(t ) e a†(t ). Come modificare la somma sui cammini per ottenere risultati fermionici?
L’idea giusta nasce considerando, invece di a, a†, le variabili ã =

p
×a, ã† =

p
×a†, che non dipendono

dalla costante di Planck, e sono quindi variabili classiche:

ã =
√

mω

2

(

x + i p

mω

)

, ã† =
√

mω

2

(

x − i p

mω

)

(7.9)

In termini di queste il lagrangiano diviene

L = i ã† ˙̃a −ωã†ã (7.10)

e le regole di commutazione

[ã, ã†] =× (7.11)

Nella somma sui cammini ã(t ), ã†(t ) sono trattate come funzioni a valore numerico, cioè come gran-
dezze che commutano. Quindi è come se si prendesse un limite classico, ×→ 0, nel quale ã(t ), ã†(t )
divengono grandezze commutanti,

[ã, ã†] = 0 (7.12)

Nel caso fermionico si parte da regole di anticommutazione che nel limite ×→ 0 divengono sempli-
cemente

{ã, ã†} = 0 (7.13)

quindi i cammini nel caso fermionico devono essere descritti da una funzione il cui valore non è un
normale numero, ma una quantità che anticommuta, una variabile di Grassman.

Nel seguito torniamo ad usare unità di misura in cui × = 1.
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7.1.1 Variabili anticommutanti

Le regole di calcolo con grandezze anticommutanti sono molto semplici, e la pagina che segue
contiene un intero manuale di calcolo differenziale e integrale con variabili di Grassmann. Suppo-
niamo di avere n variabili di questo tipo, a1 · · ·an , tali quindi che

{ah , ak } = 0 (7.14)

il che in particolare implica che (ai )2 = 0. Valgono allora le seguenti regole:

Coefficienti numerici, combinazioni lineari Una variabile anticommutante può essere moltiplicata
pe un numero ordinario c , con cui commuta, c a = a c . Si possono fare combinazioni lineari:
c1a1 + c2a2 + ·· · .

Funzioni Dato che a2
k
= 0, la più generale funzione è un polinomio di ordine n

F = C0 +
∑

k

C1(k)ak +
∑

h>k

C2(h, k) ah ak · · ·+Cn a1 a2 · · ·an (7.15)

dove le C sono coefficienti numerici.

Differenziali e derivate Il differenziale da di una grandezza anticommutante a è esso stesso anti-
commutante: dato che a1 a2 =−a2 a1, deve essere a1 da2 =−da2 a1. La derivata rispetto a una
variabile anticommutante d/dak è definita dalle seguenti regole:

• d
dak

1 = 0; d
dak

ah = δhk

• L’operazione d/dak anticommuta con altre variabili grassmaniane. Questo si può capi-
re considerando un prodotto di grandezze anticommutanti c d · · · a · · · : d/da “sfila” a

dal prodotto e per far questo deve portare a in prima posizione. Quindi d/da (b · a) =
d/da (−a ·b) = −b ovvero d/da b ·a = −b · d/da a, e così via.

• Le derivate anticommutano tra loro, ad esempio d/da d/db(ba)= 1 mentre d/db d/da(ba)=
d/db(−b)=−1

Integrali Gli integrali di variabili anticommutanti è definito con le seguenti regole:
∫

da = 0;
∫

da a = 1 (7.16)

ne segue che per variabili anticommutanti l’integrale e la derivata sono la stessa operazione.
∫

da F = d

da
F (7.17)

Questa definizione è motivata nel modo seguente: gli integrali
∫

da e
∫

da a devono esse-
re definiti come costanti che non dipendono da nessuna grandezza anticommutante, quindi
come numeri ordinari. Allo stesso tempo, dato che da è anticommutante

∫

da dovrebbe esse-
re anticommutante, quindi l’unica possibilità è che sia = 0, l’unico numero ordinario che sia
anche anticommutante, 0x = −x0. Il secondo integrale,

∫

da a, può essere un numero qual-
siasi: porre

∫

da a = 1 equivale a definire la normalizzazione delle a. Se ad esempio avessimo
∫

da a = X , potremmo definire una nuova variabile, a = a′X 1/2 tale che
∫

da′ a′ = 1.
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Notiamo che se Pi indica prodotti di un numero pari di grandezze anticommutanti e Ak prodotti di
un numero dispari, si ha

Pi Pk = Pk Pi ; Pi Ak = Ak Pi ; Ai Ak =−Ak Ai (7.18)

ad esempio, se a, b, c , d sono anticommutanti, (ab)(cd)= (cd)(ab), (ab)c = c(ab), mentre (abc)d =
−d(abc). Quindi il prodotto di un numero pari di grandezze anticommutanti si comporta come una
grandezza commutante.

7.1.2 Somma sui cammini per i due oscillatori

In questa sezione sviluppiamo le regole di calcolo della somma sui cammini di grandezze anti-
commutanti applicandole a un caso concreto: l’oscillatore di Fermi definito nella sezione 7.1. Come
vedremo la somma sui cammini porta a risultati che sono in pieno accordo con quelli ottenuti in
modo tradizionale.

Nella sezione 3.2 abbiamo calcolato il funzionale generatore dell’oscillatore armonico nel lin-
guaggio delle q(t ). Vogliamo adesso rifarlo nel linguaggio delle a(t ), a†(t ), stando attenti a fare ope-
razioni che siano egualmente valide sia nel caso che queste variabili commutino (caso bosonico) che
anticommutino (caso fermionico) e notando via via le differenza tra i due casi. Definiamo quindi
Z (J, J†) come

Z (J, J†) =
∫

Da(t )Da†(t ) exp

[

i

∫

dt
(

a†(t )D a(t )− J†(t ) a(t )−a†(t ) J(t )
)

]

(7.19)

dove (vedi eq. 7.10) l’operatore differenziale2 D è dato da

D = i
d

dt
−ω (7.20)

Dato che l’azione deve in ogni caso essere una grandezza commutante, nel caso fermionico sia J che
J† devono essere anticommutanti. Come abbiamo fatto nella sezione 3.2 introduciamo una funzione
S(t ) tale che

D S(t ) = δ(t ); → Ṡ(t ) = −iωS(t ) − i δ(t ) (7.21)

Possiamo riscrivere il termine in (a† J) della (7.19) come

∫

dt a†(t ) J(t ) =
∫

dt a†(t )D

(∫

dt ′S(t − t ′) J(t ′)

)

mentre il termine in (J†a) può essere scritto come

∫

dt J†(t ) a(t ) =
∫

dt

(∫

dt ′ J†(t ′)S(t ′− t )

)

D a(t )

2Questo non è altro che l’operatore di Dirac (iγµ∂µ−m), ma in uno spazio ad una sola dimensione.
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come si verifica con una integrazione per parti,

∫

dt

(∫

dt ′ J†(t ′)S(t ′− t )

) (

i
d

dt
−ω

)

a(t )

=
∫

dt

(

−i
d

dt
−ω

) ∫

dt ′ J†(t ′)S(t ′− t ) a(t )

e notando che
(

−i
d

dt
−ω

)

S(t ′− t )=
(

i
d

d(t ′− t )
−ω

)

S(t ′− t )= δ(t ′− t ).

Possiamo allora riscrivere il funzionale generatore come

Z (J, J†) = exp

[

−i

∫

dt ′ dt J†(t ′)S(t ′− t ) J(t )

]∫

Da(t )Da†(t )

exp

[

i

∫

dt

(

a†(t )−
∫

dt ′ J†(t ′)S(t ′− t )

)

D

(

a(t )−
∫

dt ′S(t − t ′) J(t ′)

)]

L’integrale funzionale residuo viene eseguito con un cambiamento di variabile

a(t ) → a′(t )= a(t )−
∫

dt ′S(t − t ′) J(t ′)

e analogamente per a†, e si riduce a una costante moltiplicativa che coincide con il valore di Z [0] e
può essere omessa. Questi cambiamenti di variabile sono però legittimi solo se (vedi la sezione 3.2)

lim
t→∞

S
(

t (1− iχ)
)

= lim
t→−∞

S
(

t (1− iχ)
)

= 0 (7.22)

La soluzione generale della (7.21) è S(t )= A e−iωt − iθ(t ) e−iωt , ma la (7.22) impone A = 0, quindi

S(t ) = −iθ(t ) e−iωt (7.23)

e il funzionale generatore diviene

Z (J, J†) = exp

[

−i

∫

dt ′ dt J†(t ′)S(t ′− t ) J(t )

]

(7.24)

Dato che siamo stati attenti a non cambiare l’ordinamento delle grandezze che nel caso fermionico
anticommutano tra loro, quanto fatto sinora vale sia per il caso bosonico che per quello fermionico.
Delle differenze appaiono nel calcolo delle funzioni di Green, dove bisogna tenere conto del carattere
anticommutante degli operatori. Ad esempio, se a è una grandezza anticommutante, la (2.24) va
ridefinita come

T (a(t1) a(t2)) =
{

a(t1) a(t2) se t1 ≥ t2

−a(t2) a(t1) se t2 ≥ t1
Fermioni (7.25)

e quindi anche
T (a(t1) a(t2)) =−T (a(t2) a(t1)) (7.26)
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e queste proprietà si estendono al prodotto ordinato nel tempo di più operatori e quindi anche alle
funzioni di Green.

Le regole per l’uso del funzionale generatore sono anche leggermente diverse nei due casi. Infatti,
mentra la regola di corrispondenza

a(t ) → i
δ

δJ†(t )
Bosoni o Fermioni (7.27)

è la stessa nei due casi, si ha

a†(t ) →
{

i δ
δJ(t ) Bosoni

−i δ
δJ(t ) Fermioni

(7.28)

come si vede dalla (7.19) notando che nel caso fermionico δ
δJ(t ) anticommuta con a†(t ). Calcoliamo

alcune funzioni di Green: Per la funzione a due punti otteniamo, sia nel caso fermionico che nel caso
bosonico (lasciamo la derivazione ai lettori),

〈0|T
(

a(t )a†(τ)
)

|0〉 = δ

δJ†(t )

δ

δJ(τ)
Z [J, J†]

∣

∣

∣

∣

J=J†=0

= i S(t −τ) = θ(t −τ)e−iω(t−τ)
(7.29)

Consideriamo anzitutto il caso t > τ, per cui otteniamo, assegnando una energia E0 = 0 allo stato 0〉,

〈0|a(t )a†(τ)|0〉 ≡ 〈0|a e−i H(t−τ)a†|0〉 = e−iω(t−τ)

Questo risultato ci dice che3 esiste uno stato 1〉 con energia E1 = ω, e che | 〈1|a†|0〉 |2 = 1. Quindi
possiamo definire la fase dello stato 1〉 in modo che a† 0〉 = 1〉. Al contario, se τ> t otteniamo

〈0|a†(τ) a(t )|0〉 = 0

e introducendo un insieme completo di stati A〉 con energia EA,
∑

A

| 〈A|a|0〉 |2e i EA(τ−t ) = 0

da cui si ottiene (considerando il caso τ= t ) a 0〉 = 0.
Per la funzione a quattro punti c’è una differenza tra il caso bosonico e quello fermionico. Nei

passaggi che seguono, dove appare il simbolo ± si intende che il segno + si applica al caso bosonico,
il − al caso fermionico, e dove non appare il risultato è lo stesso nei due casi.

〈0|T
(

a(t1) a(t2) a†(τ1) a†(τ2)
)

|0〉

= δ

δJ†(t1)

δ

δJ†(t2)

δ

δJ(τ1)

δ

δJ(τ2)

1

2

[

−i

∫

dt ′ dt J†(t ′)S(t ′− t ) J(t )

]2

= − δ

δJ†(t1)

δ

δJ†(t2)

[∫

dt ′J†(t ′)S(t ′−τ1)

] [∫

dt ′′J†(t ′′)S(t ′′−τ2

]

=− [S(t2−τ1)S(t1 −τ2)±S(t1 −τ1)S(t2 −τ2)]

= e iω(t1+t2−τ1−τ2) [θ(t2 −τ1)θ(t1 −τ2)±θ(t1 −τ1)θ(t2 −τ2)]

3Vedi la discussione alla fine della sezione 3.2.
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Il segno − che appare nel caso fermionico riflette il principio di Pauli. Ad esempio, nel caso t1 > t2 >
τ1 > τ2 si ottiene

〈0|(a(t1) a(t2) a†(τ1) a†(τ2)|0〉 =
{

2 e−iω(t1+t2−τ1−τ2) Bosone

0 Fermione
(7.30)

Se in questa espressione passiamo al limite t1 → t2 e τ1 → τ2, nel caso bosonico otteniamo

〈0|[a(t2)]2 [a†(τ2)]2|0〉 = 2e−i 2ω(t2−τ2) (7.31)

e da questo impariamo che esiste uno stato 2〉 con energia E2 = 2ω, e che [a†]2 0〉 =
p

2 2〉. Dato
che a† 0〉 = 1〉, deve essere a† 1〉 =

p
2 2〉. Analogamente deduciamo che a2 2〉 =

p
2 0〉. Nel caso

fermionico impariamo invece che, come segue dal principio d Pauli, [a†]2 0〉 = 0 — non esiste un
secondo stato eccitato dell’oscillatore di Fermi.

7.1.3 Integrali gaussiani per variabili anticommutanti

Per usi successivi, riportiamo qui il calcolo degli integrali gaussiani su variabili anticommutanti,
da confrontare con il risultato per gli analoghi integrali su variabili commutanti.

l’integrale più semplice è:

A(λ) =
∫

da†da e−λa†a (7.32)

e si effettua utilizzando le regole date sopra:

A(λ) =
∫

da†da (1−λa†a)=−λ
∫

da† da a† a =λ

∫

da† a† da a =λ (7.33)

Il risultato (7.33) si generalizza immediatamente al caso di N coppie di variabili:

A(λ1, . . . ,λN ) =
∫

(
∏

i

da†
i

dai ) e
∑

k λk a†
k

ak =
∏

i

λi (7.34)

e quindi al caso di una forma bilineare:

A(Λ)=
∫

(
∏

i

da†
i

dai ) e(a†
Λa);

(a†
Λa)=

∑

i j

a†
i
Λi j a j (7.35)

In questo caso, diagonalizziamo la matrice Λ con una trasformazione unitaria:

ãi =
∑

k

Ui k ak ; U†U = 1 (7.36)

in modo tale che:

(a†
Λa)=

∑

k

λk ã†
k

ãk (7.37)
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dove le λk sono gli autovalori di Λ. Da notare che lo jacobiano della trasformazione tra le variabili
a†, a e le ã†, ã vale uno:

J = det

[

∂(ã†, ã)

∂(a†, a)

]

=

= det

[

∂(ã†)

∂(a†)

]

det

[

∂(ã)

∂(a)

]

= |detU|2 = 1 (7.38)

da cui:

A(Λ)=
∫

(
∏

i

dã†
i

dãi ) e
∑

k λk ã†
k

ãk = detΛ (7.39)

Questo risultato si puó confrontare con quello relativo all’integrale gaussiano su variabili com-
mutanti:

C (Λ) =
∫

(
∏

i

dx†
i

dxi ) e−(x†
Λx) (7.40)

Nella base in cui Λ è diagonale, poniamo:

xi =
ui + i vip

2
; x†

i
= ui − i vi

i
p

2
(7.41)

da cui otteniamo:

C (Λ) =
∫

∏

(

dui dvi e−
λi (u2

i
+v2

i
)

2

)

=
∏

i

(

2π

λi

)

=
[

det (
2π

Λ
)

]−1

(7.42)

Il passaggio da variabili anticommutanti a commutanti comporta il cambimento: detΛ→ [detΛ]−1,
a meno di una inessenziale costante moltiplicativa.

Con l’aiuto delle formule precedenti, possiamo considerare il caso di integrali funzionali gaussia-
ni della forma:

A(D)=
∫

[Dψ†(x)][Dψ(x)] e−(ψ†Dψ);

(ψ†Dψ) =
∫

dxd y ψ†(x)D(x, y)ψ(y) (7.43)

Determinato il sistema delle autofunzioni dell’operatore D:
∫

D(x, y)ψi (y)=λiψi (x) (7.44)

possiamo sviluppare le funzioni anticommutanti nella base delle autofunzioni:

ψ(x) =
∑

i

aiψi (x) (7.45)

dove le ai sono variabili anticommutanti. Nella nuova base, scriviamo l’integrale funzionale come:

A(D)=
∫

∏

i

da†
i

dai e−(a†Da); Di j =
∫

dxd y ψ†
i
(x)D(x, y)ψ j (y) (7.46)

da cui, come prima:

A(D) = det D (7.47)

con il determinante di D dato dalla (7.39). Il caso di variabili commutanti si tratta in modo analogo.
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7.2 Quantizzazione del campo di Dirac

In questa sezione calcoliamo esplicitamente il funzionale generatore per un campo di Dirac libero
e la funzione a due punti. Daremo per nota la descrizione standard di questo sistema, basata sulle
regole di quantizzazione canonica, e le proprietà delle matrici γ e delle soluzioni ad onda piana della
equazione di Dirac. Adotteremo le notazioni e convenzioni del Mandl e Shaw [2] in particolare la
Appendice A di quel testo.

Ricordiamo che esistono due tipi di quadrispinori: il tipo “normale”, rappresentato dal campo di
Dirac ψ(x) e il tipo “aggiunto” rappresentato dal campo ψ̄(x) =ψ†γ0. In genere ometteremo gli indici
spinoriali intendendo in particolare che due indici contigui, uno “normale” ed uno “aggiunto” siano
sommati. Nelle matrici di Dirac il primo indice va considerato “normale” e il secondo “aggiunto”.

La equazione di Dirac per una particella di massa m sarà scritta come

(iγµ∂µ−m)ψ(x) = 0 (7.48)

e può essere derivata da una densità di lagrangiano:

L = ψ̄(x)(iγµ∂µ−m)ψ(x) (7.49)

La (7.49) sarà il nostro punto di partenza. In analogia a quanto abbiamo fatto per l’oscillatore, defi-
niamo il funzionale generatore introducendo due funzioni ausiliarie Jρ(x), J̄ρ(x).

Z (J, J̄) =
∫

D[ψ]D[ψ̄] exp

[

i

∫

d4x
(

ψ̄(x)Dψ(x)− J̄(x)ψ(x)− ψ̄(x) J(x)
)

]

(7.50)

dove D è l’operatore di Dirac

D = iγµ∂µ−m

e considereremo ψ, ψ̄, J, J̄ come grandezze anticommutanti. Per eseguire l’integrale seguiamo i passi
della sezione precedente. Introduciamo quindi una funzione SF (x), il propagatore, tale che

D SF (x) = δ4(x) (7.51)

di modo che possiamo scrivere:

Z (J, J̄) = exp

[

−i

∫

d4x ′ d4x J̄(x ′)SF (x ′−x) J(x)

]∫

D[ψ]D[ψ̄]

exp

[

i

∫

d4x

(

ψ̄(x)−
∫

d4x ′ J̄(x ′)SF (x ′−x)

)

D

(

ψ(x)−
∫

d4x ′SF (x −x ′) J(x ′)

)]

Per dimostrare questa trasformazione cominciamo con

∫

d4x ψ̄(x) J(x) =
∫

d4x ψ̄(x)(iγµ
∂

∂xµ
−m)

∫

d4x ′SF (x −x ′) J(x ′)
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che si verifica direttamente dalla (7.51). Inoltre

∫

d4x ′ d4x J̄(x ′)SF (x ′−x) (iγµ
∂

∂xµ
−m)ψ(x)

=
∫

d4x ′ d4x J̄(x ′)SF (x ′−x) (−iγµ
←−
∂

∂xµ
−m) ψ(x)

=
∫

d4x ′ d4x J̄(x ′)δ4(x ′−x)ψ(x) =
∫

d4x J̄(x)ψ(x)

dove nel primo passaggio abbiamo eseguito una integrazione per parti, e nel secondo abbiamo utiliz-
zato la (7.55) che dimostreremo fra poco. La freccia indica che la derivata va eseguita sulla funzione

alla sinistra.
←→
∂ L’integrale funzionale si calcola con un cambiamento di variabili

ψ(x) →ψ′(x) = ψ(x)−
∫

d4x ′SF (x −x ′) J(x ′)

ψ̄(x) → ψ̄′(x) = ψ̄(x)−
∫

d4x ′ J̄(x ′)SF (x ′−x)

e risulta in una costante moltiplicativa (il valore di Z [0]) che può essere omessa, e si ottiene sempli-
cemente

Z (J, J̄)= exp

[

−i

∫

d4x ′ d4x J̄(x ′)SF (x ′−x) J(x)

]

(7.52)

Come visto in precedenza, questa procedura è legittima solo se

lim
t→±∞

SF

(

(t (1− iχ), ~x
)

= 0 (7.53)

Una soluzione della (7.51) con le qualità desiderate si ottiene ponendo

SF (x) = (iγµ∂µ+m)∆F (x) = 1

(2π)4

∫

d4p e−i px p/ + m

E2 − ~p2 −m2 + iǫ
(7.54)

Infatti, sostituendo nella (7.51) si ottiene4

(iγµ∂µ−m)(iγµ∂µ+m)∆F (x) =−(� + m2)∆F (x) =δ4(x)

Dalla espressione (7.54) segue una relazione che abbiamo usato in precedenza,

SF (y −x)(iγµ
←−
∂

∂xµ
+m) =−δ4(x − y) (7.55)

4Vedi la sezione 3.3. Ricordiamo che (γµ∂µ)2 = ∂µ∂µ = �. Si verifica facilmente che questa è l’unica
soluzione accettabile, dato che l’equazione omogenea che corrisponde alla (7.51) non è altro che l’equazione
di Dirac, le cui soluzioni sono sovrapposizioni di onde piane che falliscono la condizione (7.53), per t →−∞ se
del tipo a frequenza positiva e−iωt , e per t →∞ per le frequenze negative, e iωt .
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sostituendo infatti nel primo menbro la (7.54) otteniamo (∂/∂x =−∂/∂y)

SF (y −x)(iγµ
←−
∂

∂xµ
+m) = (iγµ

∂

∂yµ
+m)(iγµ

∂

∂xµ
+m)∆F (y −x)

= (iγµ
∂

∂yµ
+m)(−iγµ

∂

∂yµ
+m)∆F (y −x) =−δ4(x − y)

Le regole di corrispondenza per passare dal funzionale generatore alle funzioni di Green sono dedotte
dalla (7.50),

ψα(x) → i
δ

δ J̄α(x)
; ψ̄β(x) → −i

δ

δJα(x)
(7.56)

e la funzione di Green a due punti diviene

〈0|T
(

ψα(x)ψ̄β(y)
)

〉 = i (SF )αβ(x − y) (7.57)

Come abbiamo visto nel caso dell’oscillatore, il segno “-” nella seconda delle regole di corrispondenza
si compensa con un secondo segno “-” che proviene dal carattere anticommutante delle derivate
funzionali. Avremmo quindi ottenuto esattamente lo stesso risultato se avessimo trattato il campo di
Dirac come grandezza commutante.

Notiamo anche che le funzioni di Green con due ψ o due ψ̄ sono eguali a zero

〈0|T
(

ψα(x)ψβ(y)
)

〉 = 〈0|T
(

ψ̄α(x)ψ̄β(y)
)

〉 = 0 (7.58)

7.2.1 Propagatore del fermione

Per le applicazioni successive, registriamo le formule relative al propagatore del fermione.

i (SF )αβ(x − y)=
∫

d4p

(2π)4
e−i px (i S̃F )αβ(p) =

=
∫

d4p

(2π)4
e−i px

i
(

p/+m
)

αβ

p2 −m2 + iǫ
(7.59)

Possiamo semplificare l’espressione della trasformata di Fourier di SF usando la relazione:

(

p/+m
)(

p/+m
)

= p2 +m2 (7.60)

per scrivere:

i (SF )αβ(x − y)=
∫

d4p

(2π)4
e−i px

(

i

p/−m + iǫ

)

αβ

(7.61)
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7.2.2 Il teorema di spin e statistica

Il teorema di spin e statistica, secondo cui particelle di spin intero sono descritte da campi com-
mutanti, mentre particelle di spin semintero da campi anticommutanti, è uno dei pochi risultati esat-
ti della teoria dei campi. In questa sezione verifichiamo che la teoria quantistica di un campo di Dirac
libero necessariamente richiede che ψ, ψ̄ siano grandezze anticommutanti, e che al contrario nella
teoria del campo scalare libero la φ è necessariamente una grandezza commutante. Chiaramente
questa verifica non è una dimostrazione generale del teorema, che si applica anche al caso di campi
in interazione con spin arbitrario.

Nel caso della teoria di Dirac scriviamo in forma più esplicita il secondo membro della (7.57)
utilizzando la (3.66).

〈0|T
(

ψα(x)ψ̄β(y)
)

|0〉

=
(i∂/+m)αβ

(2π)3

∫

d3p
e i ~p (~x−~y)

2ωp

(

e−iωp (tx−ty )θ(t )+ e iωp (tx−ty )θ(−t )
)

=







1
(2π)3

∫

d3p
e−i p (x−y)(p/+m)αβ

2ωp
(tx > ty )

1
(2π)3

∫

d3p
e i p (x−y)(−p/+m)αβ

2ωp
(tx < ty )

Nel termine con frequenze negative e iωp (tx−ty ) abbiamo cambiato segno alla variabile di integrazione
~p.

Nei passi che seguono useremo le proprietà degli operatori di proiezione (vedi [2], app. A),

(/p +m)αβ
2m

=
2

∑

r=1
urα(~p)ūrβ(~p);

(−p/+m)αβ
2m

=−
2

∑

r=1
vrα(~p)v̄rβ(~p) (7.62)

e le proprietà di ortogonalità

(

u†
r (~q) us (~q)

)

=
(

v†
r (~q) vs(~q)

)

=
ωq

m
δrs ;

(

u†
r (~q) vs (−~q)

)

= 0 (7.63)

quindi, per tx > ty otteniamo

〈0|ψα(x)ψ̄β(y) |0〉 = 1

(2π)3

∫

d3p e−i p (x−y) m

ωp

2
∑

r=1
urα(~p)ūrβ(~p), (7.64)

e, per tx < ty ,

−〈0|ψ̄β(y)ψα(x) |0〉 =− 1

(2π)3

∫

d3p e i p (x−y) m

ωp

2
∑

r=1
vrα(~p)v̄rβ(~p) (7.65)

dove il segno “-” a secondo membro deriva dall’operatore di proiezione per energie negative, mentre
quello a primo membro deriva dalla anticommutatività dei campi.

Moltiplicando primo e secondo membro per γ0, trasformiamo ψ̄→ψ†, ū → u† e v̄ → v†, e le due
equazioni divengono

〈0|ψα(x)ψ†
β

(y) |0〉 = 1

(2π)3

∫

d3p e−i p (x−y) m

ωp

2
∑

r=1
urα(~p)u†

rβ
(~p) (7.66)

〈0|ψ†
β

(y)ψα(x) |0〉 = 1

(2π)3

∫

d3p e−i p (y−x) m

ωp

2
∑

r=1
vrα(~p)v†

rβ
(~p) (7.67)
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è facile vedere che la anticommutatività è indispensabile. Consideriamo infatti la equazione (7.67),
passando al limite y → x, e con α = β. Riesprimiamo anche il primo membro introducendo un
sistema completo di stati X 〉〈X ,

〈0|ψ†
α(x)ψα(x) |0〉 =

∑

X

∣

∣〈X |ψα(x)|0〉
∣

∣

2 = 1

(2π)3

∫

d3p
m

ωp

2
∑

r=1
|vrα(~p)|2

Sia il primo membro che il secondo membro sono grandezze definite positive. Se avessimo consi-
derato ψ, ψ̄ come grandezze commutanti il secondo membro di questa equazione avrebbe un segno
negativo (verrebbe a mancare il segno “-” a primo membro della eq. 7.65 ) e avremmo ottenuto un
risultato assurdo. I campi di Dirac devono essere anticommutanti.

Alla conclusione opposta si arriva nel caso di un campo scalare. Consideriamo il caso di un campo
scalare complesso (vedi sez. 3.4). E’ facile verificare che sia nel caso commutante che nel caso an-
ticommutante la funzione a due punti sarebbe data dalla equazione (3.66); nelle manipolazioni che
hanno portato a quel risultato partendo dalla (3.23) abbiamo infatti sempre rispettato l’ordinamento
delle varie grandezze. Se nella (3.66) consideriamo il caso tx < ty , otteniamo, nel caso di grandezze
commutanti,

〈0|φ†(y)φ(x) |0〉 = 1

(2π)3

∫

d3p
e−i p(x−y)

2ωp

e nel limite y → x,

〈0|φ†(x)φ(x) |0〉 =
∑

X

∣

∣〈X |ψ(x)|0〉
∣

∣

2 = 1

(2π)3

∫

d3p
1

2ωp
,

una eguaglianza tra grandezze definite positive. Nel caso anticommutante il cambiamento di segno
a primo membro avrebbe portato a un risultato assurdo.

7.2.3 Stati ad una particella del campo di Dirac

Vogliamo adesso dimostrare che il campo di Dirac descrive due tipi di particelle — particella e an-
tiparticella — ciascuna con due stati di polarizzazione. Per fare questo definiamo i seguenti operatori
ottenuti dalle ψ, ψ̄ con trasformate di Fourier spaziali proiettate sugli spinori u, v:

cr (~q; t )=
(

m

(2π)3ωq

)1/2
∑

α

∫

d3x e−i ~q~x u†
rα(~q)ψα(~x, t ); (7.68)

c†
r (~q; t )=

(

m

(2π)3ωq

)1/2
∑

α

∫

d3 y e i ~q~yψ†
β

(~y , t )urβ(~q); (7.69)

dr (~q; t )=
(

m

(2π)3ωq

)1/2
∑

α

∫

d3 y e−i ~q~yψ†
β

(~y , t )vrβ(~q) (7.70)

d†
r (~q; t )=

(

m

(2π)3ωq

)1/2
∑

α

∫

d3x e i ~q~x v†
rα(~q)ψα(~x, t ) (7.71)

Naturalmente, come adesso dimostreremo, questi sono gli usuali operatori di creazione e distruzione
per le particelle e le antiparticelle.
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Dalle (7.66), (7.67), e le proprietà di ortogonalità (7.63), otteniamo

〈0|cr (~q; tx )ψ†
β

(y) |0〉 =
(

m

(2π)3ωq

)1/2

e−iωq t e i q y u†
rβ

(~q); (7.72)

〈0|ψ†
β

(y) d†
r (~q; tx ) |0〉 =

(

m

(2π)3ωq

)1/2

e iωq t e−i q y v†
rβ

(~q); (7.73)

come si verifica facilmente sostituendo a c , d† le espressioni (7.68), (7.71), mentre

〈0|ψ†
β

(y) cr (~q; tx ) |0〉 = 〈0| d†
r (~q; tx )ψ†

β
(y) |0〉 = 0; (7.74)

Con passaggi analoghi, dalle (7.72), (7.73) otteniamo

〈0|cr (~q; tx ) c†
s (~p; ty ) |0〉 = δ3(~q − ~p)δrs e−iωq (tx−ty )

〈0|ds (~p; ty ) d†
r (~q; tx ) |0〉 = δ3(~q − ~p)δrs e−iωq (ty−tx )

(7.75)

inoltre dalla (7.74),
〈0|c†

s (~p; ty ) cr (~q; tx ) |0〉 = 〈0|d†
r (~q; tx ) ds (~p; ty ) |0〉 = 0,

da cui, con s = r, ~p = ~q, ty = tx = 0, e introducendo un insieme completo di stati,
∑

X

∣

∣〈X |cr (~q) |0〉
∣

∣

2 =
∑

X

∣

∣〈X |dr (~q) |0〉
∣

∣

2 = 0

dove cr (~q) = cr (~q; t = 0), dr (~q) = dr (~q; t = 0). Quindi

cr (~q) 0〉 = dr (~q) 0〉 = 0 (7.76)

Se adesso definiamo

P; ~p, r〉 = c†
r (~p) 0〉 ; A; ~p, r〉 = d†

r (~p) 0〉 (7.77)

sostituendo nella (7.72) (di cui prendiamo il complesso coniugato) e nella (7.73), in ambedue i casi
con tx = 0, otteniamo

〈0|ψβ(y) |P; ~p, r〉 =
(

m

(2π)3ωq

)1/2

e−i p y urβ(~p); (7.78)

〈0|ψ†
β

(y) |A; ~p, r〉 =
(

m

(2π)3ωq

)1/2

e−i p y v†
rβ

(~p); (7.79)

Queste ci dicono che P; ~p, r〉 , A; ~p, r〉 sono stati di impulso ~p e di energia ωp = (~p2 +m2)1/2, quindi
stati a una particella. I due stati di polarizzazione associati alla variabile r = 1,2 possono essere scelti
come stati di elicità definita. La equazione (7.75), con tx = ty = 0 fissa la normalizzazione degli stati:

〈P; ~p, r |P; ~q, s〉 = 〈A; ~p, r |A;~q, s〉 = δrsδ(~p − ~q) (7.80)

Gli stati P〉 e A〉 sono necessariamente differenti: infatti la funzione a due punti 〈0|T (ψψ)|0〉 si
annulla (eq 7.58), e da questo possiamo ottenere, con un lavoro analogo a quello svolto sinora, che

〈0|cs (~p; ty ) d†
r (~q; tx ) |0〉 = 〈P; ~p, s|A; ~q, r〉 = 0 (7.81)

Gli stati di particella P〉 e di antiparticella A〉 sono quindi ortogonali e necessariamente differenti.
In conclusione abbiamo visto che il formalismo funzionale permette di ricostruire lo spettro degli

stati a una particella della teoria e il ruolo, già ben noto, degli operatori di creazione e distruzione.



Capitolo 8

Simmetrie spontaneamente rotte.

8.1 L’azione effettiva

In questo capitolo esaminiamo la teoria della rottura spontanea delle simmetrie globali nel for-
malismo dell’azione effettiva.

Le possibili simmetrie dell’azione possono essere discrete, ad esempio nel caso di un singolo campo,
la simmetria discreta φ(x) → φ′(x) = −φ(x), o continue. Non perdiamo di generalità se, nel caso di
simmetrie continue consideriamo un insieme di n campi reali, φ1, · · ·φn e il gruppo di simmetria un
sottogruppo del gruppo O(n) delle trasformazioni ortogonali 1 degli n campi.

Le trasformazioni di φ possono essere scritte come

φ→φ′ = gφ; (8.1)

dove nel caso di un campo ad n componenti si intende che g = {gi k } è una matrice ortogonale
n ×n, g T g = 1. Nella teoria quantizzata la simmetria può esser realizzata nel modo “normale”, cioè
mediante un operatore unitario U sullo spazio di Hilbert che lascia invariante il vuoto 0〉,

φ′(x) =U†φ(x)U; U 0〉 = 0〉 Simmetria realizzata. (8.2)

Denoteremo con φc (x) = 〈0|φ(x)|0〉 il valore d’aspettazione del campo φ nel vuoto. Se G è il grup-
po di simmetria, e g un suo elemento che corrisponde ad una operazione di simmetria realizzata da
un operatore unitario Ug , Ug 0〉 = 0〉, deve essere gφc(x) =φc (x):

φc (x) = 〈0|φ(x)|0〉 = 〈0|U†φ(x)U|0〉 = 〈0|gφ(x)|0〉 = gφc (x) (8.3)

Se viceversa gφc (x)) 6=φc (x), non può esistere un operatore unitario Ug che realizza g . Si parla allora
di “simmetria rotta spontaneamente” o “simmetria nascosta”. La simmetria è ancora una simmetria,
ma non si riflette nella struttura degli stati fisici2.

1Nel caso di n campi complessi possiamo scrivere φi = (ℜφi + i Imφi )/
p

2. Se la simmetria della teoria è
U(n) o SU(n), risulta allora invariante la somma dei moduli quadri I = ∑ |φi |2 che possiamo riscrivere come
∑

[(ℜφi )2 + (Imφi )]. Quindi U(n) o SU(n) sono sottogruppi di O(2n).
2Ma lascia la sua “firma” con l’apparizione di particelle di massa nulla, come vedremo nella sezione 8.6.
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In conseguenza dell’esistenza di un valore di aspettazione del vuoto non nullo di φ il gruppo delle
simmetrie realizzate mediante trasformazioni unitarie sullo spazio degli stati fisici sarà un sottogrup-
po G ′ ⊂G definito come l’insieme delle trasformazioni che lasciano φc invariante,

G ′ = {g ∈G , gφc (x) =φc (x)} (8.4)

Il lettore può facilmente verificare che questo insieme forma un gruppo: se g1 ∈ G ′, g2 ∈ G ′ allora
g1g2 ∈G ′, 1 ∈G ′; e se g ∈G ′, g−1 ∈G ′.

Il tipo di rottura generato da φc 6= 0 dipende da G e dalla rappresentazione di G sotto cui si
trasforma φ. Ad esempio se G =SU(2), il gruppo delle rotazioni in tre dimensioni allargato a com-
prendere rappresentazioni spinoriali, e φ uno spinore a due componenti che si trasforma come φ→
exp(i ~α~σ/2)φ, un valore diverso da zero di φc implica una completa rottura della simmetria, dato che
uno spinore è non-invariante rispetto a qualsiasi rotazione. Se viceversa φ è un vettore ~φ, sopravvive
il gruppo delle rotazioni intorno alla direzione di ~φc , un sottogruppo O(2) di SU(2).

Se escludiamo la possibilità di una rottura spontanea delle simmetrie di traslazione, il valore di
aspettazione 〈0|φ(x)|0〉 deve essere una costante indipendente da x. Possiamo egualmente assume-
re che la simmetria per rotazioni spaziali o trasformazioni di Lorentz sia realizzata nel modo usua-
le, escludendo quindi la possibilità che campi vettoriali o tensoriali (o spinoriali) assumano un va-
lore di aspettazione non nullo. Ad esempio se Aµ(x) è un campo vettoriale, dalla invarianza sotto
trasformazioni di Lorentz xµ →Λ

µ
νxν segue che

〈0|Aµ(0)|0〉 =Λ
µ
ν 〈0|Aν(0)|0〉 = 0.

Concentriamo quindi l’attenzione su campi scalari, anche se molto di quello che diremo si appli-
ca egualmente a teorie che coinvolgono anche campi di altro tipo, incluse teorie di gauge come
l’elettrodinamica o il Modello Standard.

Nel capitolo 4 abbiamo sviluppato la teoria delle perturbazioni per teorie scalari usando il formali-
smo del funzionale generatore3,

Z [J] =
∫

D[φ(x)]exp
i

×

(

S
[

φ(x)
]

−
∫

d4xφ(x)J(x)

)

= exp
−i

× W [J] (8.5)

dove W [J] è il funzionale generatore delle funzioni di Green connesse. Per semplicità di notazione
scriviamo questa espressione come se si trattasse di un singolo campo φ(x), ma i risultati si applica-
no al caso di più campi φk (x) intendendo che φ(x) rappresenti l’intero multipletto, e l’espressione
φ(x)J(x) vada intesa come prodotto scalare tra φ(x) e il multipletto delle funzioni ausiliarie Jk (x),
φ(x)J(x) =∑

φk (x)Jk (x).
Se l’azione è invariante sotto una trasformazione ortogonale

φi → gi kφ
k ; S[φ]= S[gφ] (8.6)

3Per ragioni che si chiariranno in seguito ci conviene esplicitare la dipendenza dalla costante di Planck ×.
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allora

Z [J]=
∫

D[φ]exp
i

×

(

S[gφ]−
∫

d4xφ(x)J(x)

)

e con un cambio di variabili, gφ= φ̃

=
∫

D[g−1φ̃]exp
i

×

(

S[φ̃]−
∫

d4x (g−1φ̃(x))J(x)

)

e dato che g−1 = g T e
∫

D[g−1φ̃] =
∫

D[φ̃]

=
∫

D[φ̃]exp
i

×

(

S[φ̃]−
∫

d4x φ̃(x)g J(x)

)

= Z [g J],

quindi W [J] è invariante sotto la trasformazione J → g J,

Se S[gφ]= S[φ]; Allora: W [g J]= W [J]. (8.7)

È interessante considerare la J(x) che appare nella (8.5) come un campo esterno che interagisce con
il campo φ(x), di modo che l’azione per il campo φ in presenza di una J 6= 0 sia data da

S[φ, J]= S
[

φ(x)
]

−
∫

d4xφ(x)J(x) (8.8)

Le funzioni di Green sono allora date dalla (3.20), ma senza porre J = 0. Ad esempio la funzione di
Green ad M punti è

〈0|T
(

φ(x1) · · ·φ(xM )
)

|0〉J = (i×)M 1

Z [0]

[

δM Z [J]

δJ(x1) · · ·δJ(xM )

]

. (8.9)

La presenza del campo esterno J(x) rompe le possibili simmetrie della azione S[φ]: nel caso di un
singolo campo il termine aggiuntivo cambia segno per φ→−φ, e nel caso di campi ad n componen-
ti il termine aggiuntivo φ(x)J(x) = ∑

φk (x)Jk (x) introduce una direzione preferenziale per il vettore
{φ1, · · ·φn} e rompe la simmetria O(n). L’assenza di simmetria è segnalata da un valore d’aspettazione
non nullo di φ(x) nel vuoto, che si può calcolare esplicitamente dal funzionale W [J],

φc (x) = 〈0|φ(x)|0〉J =
δW [J]

δJ(x)
. (8.10)

Se il campo esterno non è una costante l’azione modificata (8.8) non è invariante per traslazioni,
quindi φc (x) dipenderà anch’esso da x. Se viceversa J(x) = costante, l’azione modificata è invariante
per traslazioni, e φc (x) è una costante.

Come capire se nella teoria originale, in cui J = 0, la simmetria è rotta, 〈0|φ(x)|0〉 6= 0, o realizzata?
Come vedremo la risposta a questa domanda si ottiene con l’aiuto della azione effettiva. Per intro-
durre questo concetto conviene partire dal limite classico della teoria, in cui l’integrale della (8.5) è
dominato da un fascio di traiettorie contigue al campo φc (x) che estremizza la S[φ, J] della (8.8),

δS[φc]

δφc (x)
= J(x) . (8.11)

Per J = 0 il valore del campo classico, in questa approssimazione coincidente con 〈0|φ(x)|0〉, è un
estremo dell’azione S[φc]. Quindi le possibili simmetrie della teoria saranno rotte (nel limite classico)
se questo estremo corrisponde a un campo φc non nullo.
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Nel limite classico il funzionale generatore della teoria (8.5) sarà dato, a meno di una costante molti-
plicativa4, dal contributo della traiettoria classica all’integrale funzionale,

Zclass[J] = exp
i

×

(

S
[

φc (x)
]

−
∫

d4xφc (x)J(x)

)

= exp
−i

×
Wclass[J]

e quindi

Wclass[J] =−S
[

φc

]

+
∫

d4xφc (x)J(x) (8.12)

dove a destra intendiamo φc (x) espresso in termini di J(x) risolvendo la (8.11). La (8.10) diviene

φc (x) = δWclass[J]

δJ(x)
(8.13)

Come vedremo nella sezione 8.2 il funzionale Wclass[J] è il generatore dei diagrammi di Feynman ad
albero, cioè privi di loop.

L’equazione (8.12) suggerisce la via per passare dall’approssimazione classica alla teoria comple-
ta. In questa al posto di Wclass[J] vogliamo W [J], il funzionale generatore dei diagrammi connessi.
Quindi scriviamo, ad imitazione della (8.12),

W [J] =−Γ
[

φc

]

+
∫

d4xφc (x)J(x) , ovvero (8.14)

Γ
[

φc

]

=−W [J]+
∫

d4xφc (x)J(x) , (8.15)

dove Γ
[

φc

]

è la azione effettiva, e la funzione φc (x) è per definizione eguale a 〈0|φ(x)|0〉J . Dalla (8.10),
otteniamo allora

δW [J]

δJ(x)
=φc (x) , (8.16)

e usando la (8.16) otteniamo l’analogo della (8.11),

δΓ
[

φc

]

δφc (x)
=−

∫

d4 y
δW [J]

δJ(y)

δJ(y)

δφc (x)
+

∫

d4 y φc (y)
δJ(y)

δφc (x)
+ J(x) = J(x), (8.17)

Una volta nota la Γ
[

φc

]

la (8.17) permette di determinare se la simmetria è realizzata o spontanea-
mente rotta. Per J = 0, infatti, φc deve essere un punto stazionario5 di Γ. Vedremo nelle prossime
sezioni che Γ

[

φc

]

è il funzionale generatore dei diagrammi connessi e irriducibili ad una particella,
un risultato che ne permette il calcolo in teoria delle perturbazioni.

4La costante moltiplicativa è il volume nello spazio delle funzioni φ(x) delle funzioni che contribuiscono
all’integrale.

5Come vedremo nella sezione 8.5 deve essere un massimo di Γ[φc ].



8.2 Lo sviluppo nel numero di loop e il limite classico. 99

Il funzionale Γ[φc ] è invariante sotto le stesse trasformazioni che lasciano invariante W [J]. Infatti da
W [J] =W [g J] (eq 8.7) segue

Γ
[

gφc

]

=−W [J]+
∫

d4x (gφc )(x)J(x)

=−W [J]+
∫

d4xφc (x)g T J(x)

=−W [g T J]+
∫

d4xφc (x)g T J(x) e, con J̃(x) = g T J(x))

=−W [ J̃]+
∫

d4xφc (x) J̃(x) e, cambiando nome alla variabile J̃(x) → J(x))

=−W [J]+
∫

d4xφc (x)J(x) = Γ[φc ]

La relazione che lega l’azione effettiva Γ[φc ] a W [J] è una trasformazioni di Legendre, trasformazioni
largamente usate in termodinamica, ad esempio per passare dall’energia libera A =U−T S all’energia
interna U, di modo che, a volume costante,

dU = T dS ; d A =−S dT.

Un altro esempio di trasformazione di Legendre è la definizione dell’Hamiltoniano, H = −L + pq̇.
L’uso delle trasformazioni di Legendre in teoria dei campi è dovuta a G. Jona, [18]

8.2 Lo sviluppo nel numero di loop e il limite classico.

In questa sezione vogliamo dimostrare che Wclass[J] è il funzionale generatore dei diagrammi ad
albero, e questo fornisce un metodo diretto per il suo calcolo in teoria delle perturbazioni. Dare-
mo anzitutto una dimostrazione generale basata sullo sviluppo nel numero di loop, e verificheremo
questo risultato nel caso di una teoria scalare con interazione λφ4.

Per inquadrare la dimostrazione, definiamo il funzionale W [J] come serie di potenze nella co-
stante di Planck ×:

W [J] =
∞
∑

0
×nW n[J] (8.18)

Il limite classico di W [J] corrisponde al primo termine della serie, Wclass[J] = W 0[J], mentre i succes-
sivi rappresentano correzioni quantistiche di ordine crescente. Vogliamo adesso diostrare che W n[J]
è la somma dei diagrammi connessi con n loop. Ne segue che Wclass[J] è la somma dei diagrammi
senza loop, cioè dei diagrammi ad albero.

Per la dimostrazione, partiamo dalla (4.3) che riscriviamo introducendo esplicitamente la costan-
te di Planck. La corrispondenza tra φ e J diviene ora φ(x) →×δ/δJ(x), quindi

Z [J] = exp
−i

× W [J] = exp

(

i

×

∫

d4xL
1
(

i× δ

δJ(x)

))

Z 0[J] ,

Z 0[J] = exp

(−i

2×

Ï

d4x d4 y J(x)∆F (x − y) J(y)

)

.
(8.19)
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Come cambiano le regole di Feynman (4.8) per la presenza esplicita di ×? Il vertice acquisisce un
fattore ×−1. Una linea esterna (incluso il pallino) ha origine da una singola derivata di Z 0[J] quindi i
fattori × si compensano. Per una linea interna abbiamo due derivate, quindi rimane un fattore ×. In
conclusione il contributo a Z [J] di un diagramma con I linee interne e V vertici acquisisce un fattore
×I−V indipendentemente dal numero di linee esterne. Se il diagramma è connesso il suo contributo
a W [J] acquisisce un fattore ×I−V+1.

Ricordiamo ora che nello spazio degli impulsi ad ogni linea interna corrisponde un integrale
∫

d4k e ad ogni vertice una funzione δ(
∑

k) che assicura la conservazione dell’impulso. Per V vertici
vengono così eliminati V −1 integrali, dato che rimane una δ per la conservazione dell’impulso sulle
linee esterne. Quindi il numero di loop, cioè di integrali residui è L = I −V +1. Quindi il contributo a
W [J] di un diagramma connesso con L loop ha, come volevamo dimostrare, un fattore ×L.

Se consideriamo la teoria di un campo scalare neutro con interazione λφ4 (eq. 4.1) possiamo, lavo-
rando direttamente nella teoria classica, verificare che il funzionale classico Wclass[J] corrisponde ai
diagrammi ad albero della teoria quantistica. Partiamo dalla azione

S[φc] =−
∫

d4x

[

1

2
φc (x)(�+m2)φc (x)+ λ

4!
φc (x)4

]

da cui (eq. 8.11 )

J(x) = δS

δφc
=−(�+m2)φc (x)− λ

3!
φc (x)3. (8.20)

e la (8.12) diventa

Wclass[J]=
∫

d4x

[

1

2
φc (x)(�+m2)φc (x)+ λ

4!
φc (x)4 +φc (x)J(x)

]

(8.21)

La (8.20) può essere riscritta come

(�+m2)φc (x) =−J(x)− λ

3!
φc (x)3 (8.22)

e una sua soluzione in forma implicita (vedi la eq. 3.56) è data da

φc (x) =
∫

d4 y ∆F (x − y)

[

J(y)+ λ

3!
φc (y)3

]

(8.23)

che può essere risolta iterativamente in potenze di λ sostituendo a φc nell’integrale con la sua espres-
sione,

φc (x) =
∫

d4 y ∆F (x − y)

[

J(y)+ λ

3!

(∫

d4 y ∆F (y − z)J(z)+λ . . .

)3]

(8.24)

e si ottiene così una serie perturbativa di φc (x) in potenze di λ. Per ottenere lo sviluppo perturbativo
di Wclass[J] sviluppiamo Wclass[J] in potenze di J:

Wclass[J] =
∑

W (n)
class[J] (8.25)

dove W (n)
class[J] è un funzionale omogeneo di ordine n in J(x), cioè proporzionale a (J)n . Si vede allora

che
∫

d4x J(x)φc (x) =
∫

d4x J(x)
δWclass[J]

δJ(x)
=

∑

n W (n)
class[J] (8.26)
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Wclass[J ] = + + + · · ·

Figura 8.1: Grafici ad albero di Wclass[J].

e sostituendo la espressione iterativa di φc (x) otteniamo l’espressione delle W (n)
class[J].

I primi termini dello sviluppo sono

∫

d4x J(x)φc (x) =
∫

d4x d4 y J(x)∆F (x − y)J(y)+ λ

3!

[
∫

d4x d4 y ∆F (x − y)J(y)

]4

+ λ2

2!3!

∫

d4x d4 y

[
∫

d4z∆F (z −x)J(y)

]3

∆F (x − y)

[
∫

d4w ∆F (w − y)J(w)

]3

+·· ·
(8.27)

e lo sviluppo di Wclass[J] diviene

Wclass[J] = 1

2

∫

d4x d4 y J(x)∆F (x − y)J(y)+ λ

4!

[∫

d4x d4 y ∆F (x − y)J(y)

]4

+ 1

2

λ2

3!3!

∫

d4x d4 y

[∫

d4z∆F (z −x)J(y)

]3

∆F (x − y)

[∫

d4w ∆F (w − y)J(w)

]3

+·· ·
(8.28)

Lo sviluppo chiaramente rispecchia la sequenza di diagrammi ad albero della figura 8.1. Lascia-
mo come esercizio la dimostrazione che allo stesso risultato (inclusi i fattori...) si arriva direttamente
dallo sviluppo della (4.5) limitato naturalmente ai diagrammi ad albero connessi.

8.3 Propagatori e propagatori inversi

Notiamo una importante proprietà delle derivate seconde di W [J] e Γ[φc ]. La derivata seconda di
W [J] è il propagatore completo, cioè la funzione di Green a due punti connessa, in presenza del
campo esterno J(x). Dalla (8.8) otteniamo

〈0|T
(

φ(x)φ(y)
)

|0〉Conn = i
δ2W [J]

δJ(x)δJ(y)
(8.29)



102 Simmetrie spontaneamente rotte.

Se adesso deriviamo la (8.17) rispetto a J(y) otteniamo l’identità6

δ

δJ(y)

δΓ
[

φc

]

δφc (x)
=δ4(x − y) cioè

∫

d4z
δ2

Γ
[

φc

]

δφc (x)δφc (z)

δφc (z)

δJ(y)
=

∫

d4z
δ2

Γ
[

φc

]

δφc (x)δφc (z)

δ2W [J]

δJ(z)δJ(y)
= δ4(x − y)

(8.30)

Possiamo interpretare l’ultima espressione come prodotto righe per colonne tra matrici con indici
x, y, z, Γx z Wz y = Ix y , con Ix y = δ4(x − y). Ne segue che la “matrice” delle derivate seconde di Γ è
l’inverso del propagatore. Nel caso in cui J(x) è una costante indipendente da x vale l’invarianza
per traslazioni, e quindi il propagatore 〈0|T

(

φ(x)φ(y)
)

|0〉Conn deve essere una funzione di x − y , che
possiamo scrivere

δ2W [J]

δJ(x)δJ(y)

∣

∣

∣

∣

J(x)=cost
=

∫

d4p

(2π)4
e−i p(x−y)D(p) (8.31)

In questo caso anche φc deve essere costante, e tenendo conto della (8.30) otteniamo che

δ2
Γ

[

φc

]

δφc (x)δφc (y)
=

∫

d4p

(2π)4
e i p(x−y)D−1(p) (8.32)

Se il campoφ(x) descrive (per J(x) = J =costante) una particella di massa m, il propagatore può essere
posto nella forma7

D(p)= Z

(p2 −m2)(1−Πc (p2))
(8.33)

dove Πc (p2) rappresenta correzioni finite (dopo le necessarie rinormalizzazioni) dovute a diagrammi
di self-energia. La trasformata di Fourier della derivata seconda della Γ sarà allora

∫

d4(x − y) e−i p(x−y) δ2
Γ

[

φc

]

δφc (x)δφc (y)
= D−1(p) = (p2 −m2)(1−Πc (p2)) (8.34)

Quindi la massa della particella è caratterizzata da uno zero di questa funzione.

8.4 Il funzionale Γ[φc] in termini di diagrammi.

In questa sezione discutiamo più in dettaglio le proprietà del funzionale Γ[φc ] e il suo rapporto
con W [J]. Possiamo dare una semplice interpretazione del rapporto tra Γ[φc ] e W [J] in termini di dia-
grammi: se consideriamo una teoria di campo classica la cui azione è data da Γ[φc ], il corrispondente
funzionale Wclass sarà W [J]. Notiamo che la relazione tra Γ[φc ] e W [J], eq. (8.14), è esattamente la
stessa che lega S[φc] e Wclass[J], eq. (8.13). Possiamo quindi considerare Γ[φc ] come l’azione di una

6Notiamo che le derivate di Γ[φc ] e di W [J] che appaiono in questa identità sono intese come funzioni
rispettivamente di φc e J , e non prese in φc = 0 o J = 0 come ad esempio nella (8.29).

7Vedi ad esempio la discussione sulla rinormalizzazione nel caso dell’elettrodinamica. Omettiamo qui la
costante di rinormalizzazione Z , che comunque scompare nel calcolo di grandezze fisiche, come ad esempio
le sezioni d’urto.
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nuova teoria di cui W [J] rappresenta la approssimazione classica8. Quindi, sfruttando l’argomento
sviluppato nella sezione precedente, arriviamo alla conclusione che W [J] è la somma dei diagrammi
ad albero costruiti a partire dai “vertici” di Γ, definiti sviluppando l’azione effettiva in potenze di φc ,

Γ[φc ] =
∑

n

Γ
n[φc ] (8.35)

dove Γ
n [φc ] è un funzionale omogeneo di grado n in φc(x), che possiamo scrivere

Γ
n [φc ] = 1

n!

∫

d4x . . . d4xn φc (x1) . . .φc (xn)

[

δn
Γ

[

φc

]

δφc (x1) . . .δφc (xn)

]

φc=0
(8.36)

La figure 8.2 mostra una possibile rappresentazione grafica di Γ. Le linee esterne rappresentano i

Γ[φc] = + + + · · ·

Figura 8.2: I vertici di di Γ[φc ].

fattori φc (x) della (8.36). Dato che Γ[φc ] è invariante, non può contenere un termine lineare9 in φc .

Per passare da Γ[φc ] a W [J] seguiamo la procedura della sezione 8.2. Tralasciando i dettagli, che
saranno presentati nella appendice E il risultato è che W [J] è data dai diagrammi ad albero i cui
vertici sono i vertici di Γ, e le linee rappresentano i propagatori completi (eq. 8.29). Un esempio
di questi diagrammi è nella figura 8.3. Possiamo alternativamente calcolare W [J] come somma dei

W [J ] = + + + + · · ·

Figura 8.3: Diagrammi per il calcolo di W dai vertici di Γ[φc ].

diagrammi connessi. Questi possono essere irriducibili ad una particella (1PI), o diagrammi ad albero
i cui vertici sono diagrammi 1PI. Quindi ogni Γ(n) deve coincidere con la somma dei diagrammi 1PI
ad n gambe. La figura 8.4 mostra alcuni diagrammi per il calcolo di Γ(4) nella teoria di un campo
scalare neutro con interazione λφ4. In questa teoria, che gode della simmetria φ→−φ, sono assenti
i termini Γ(n) con n dispari.

8Qesto argomento è sviluppato in maggiore dettaglio nella appendice E.
9I termini dispari (Γ(3), etc.) possono essere presenti o assenti a secondo del gruppo di simmetria. Se c’è

simmetria di riflessione ~φc →−~φc i termini dispari sono esclusi.
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Γ
(4)[φc] = = + + + · · ·

Figura 8.4: Alcuni diagrammi che contribuiscono a Γ
(4)[φc ].

8.5 Il Potenziale Effettivo

Dalla invarianza per traslazioni segue che nel limite J → 0 il valore di aspettazione nel vuoto
〈0|φ(x)|0〉J=0 deve essere indipendente da x. Possiamo quindi definire un potenziale effettivo Veff(φc )
come la densità di azione effettiva quando il campo classico φc (x) = φ̄ è costante,

Γ
[

φc

]

(φc (x)=φ̄) =−L3T Veff(φ̄) (8.37)

dove abbiamo immaginato di sviluppare la teoria all’interno di un cubo di lato L per un tempo di
volume T .

Ricordiamo la definizione delle derivate funzionali della Γ

Γ[φc +a(x)] = Γ[φc ]+
∫

d4x a(x)
δΓ

δφc (x)
+ 1

2

∫

d4x d4 y a(x)a(y)
δ2

Γ

δφc (x)δφc (y)
+·· ·

e consideriamo il caso a(x)= a =costante:

Γ[φc +a] = Γ[φc ]+a

∫

d4x
δΓ

δφc (x)
+ a2

2

∫

d4x d4 y
δ2

Γ

δφc (x)δφc (y)
+·· ·

Nel caso che ci interessa, in cui φc (x)= φ̄= costante, possiamo interpretare questo come uno svilup-
po di (L3T )V (φ̄). Notiamo che in questo caso la derivata seconda della Γ dipende solo dalla differenza
(x − y) (vedi ad esempio la (8.32)), quindi

∫

d4x d4 y
δ2

Γ

δφc (x)δφc (y)
=

∫

d4(
x + y

2
) d4(x − y)

δ2
Γ

δφc (x)δφc (y)
= (L3T )

∫

d4(x − y)
δ2

Γ

δφc (x)δφc (y)

da cui, usando la (8.34),

V ′′(φ̄) =−
∫

d4(x − y)

[

δ2
Γ

δφc (x)δφc (y)

]

φc (x)=φ̄
= m2(1−Πc (0)) (8.38)

quindi, a meno di una correzione (1−Πc (0)), la derivata seconda di V è la massa quadra della par-
ticella. Notiamo che Πc rappresenta una correzione proporzionale alla costante di accoppiamento
della teoria, o a una sua potenza. Quindi la correzione (1−Πc (0)) per λ piccolo non può cambiare il
segno di m2, e siccome m2 ≥ 0, deve essere V ′′(φ̄) ≥ 0. Per J = 0 il valore di φ̄ deve essere un punto sta-
zionario di Γ (eq. 8.17), ma per quanto abbiamo detto deve anche [2] essere un minimo di V , quindi
un massimo di Γ.
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8.6 Il teorema di Goldstone

Il teorema di Goldstone (o meglio di Nambu-Goldstone) afferma che se una simmetria continua e

globale è rotta spontaneamente esistono particelle scalari di massa zero. Consideriamo il caso di una
campo scalare a più componenti, φ= {φ1, . . .φn}, ed assumiamo che l’azione S[φ] sia invariante sotto
un gruppo di trasformazioni continue G , ad esempio O(n). Se 〈0|φ(x)|0〉 = φ̄, definiamo l’orbita di φ̄
come l’insieme dei valori del campo ottenibili da φ̄ con trasformazioni di G

Orbita(φ̄) = {g φ̄; g ∈G} (8.39)

l’insieme delle trasformazioni

φ̄→ φ̄+δφ̄

generate da trasformazioni infinitesime di G definisce lo spazio tangente all’orbita in φ̄. Il teorema di
Goldstone afferma che i campi rappresentati da vettori dello spazio tangente (detti bosoni di Gold-
stone) hanno massa nulla. Quindi ci sarà un numero di bosoni di Goldstone pari alla dimensionalità
dello spazio tangente all’orbita. Se consideriamo ad esempio il caso di n campi scalari reali, con sim-
metria O(n), per φ̄ 6= 0 l’orbita è una sfera Sn , e lo spazio tangente è ortogonale al vettore φ̄, ed ha n−1
dimensioni, quindi devono esistere n −1 bosoni di Goldstone.

Se il campo φ ha n componenti, le derivate seconde di W,Γ,V diventano matrici n × n. Ad
esempio la (8.34) diviene

[

D−1]

i k (p) =
∫

d4(x − y) e−i p(x−y) δ2
Γ

[

φc

]

δφi
c (x)δφk

c (y)
(8.40)

e la (8.38)

Vi k = ∂2V (φ̄)

∂φ̄i ∂φ̄k
=−

∫

d4(x − y)

[

δ2
Γ

δφi
c (x)δφk

c (y)

]

φc (x)=φ̄
=

[

D−1]

i k (0) (8.41)

Per dimostrare il teorema di Goldstone si procede in due passi:

1. Premessa: ad ogni autovettore t = {t i ; i = 1 · · ·n} di V con autovalore nullo, corrisponde una
particella di massa nulla, descritta dal campo φt (x) =∑

t i (φi (x)− φ̄i ).

2. Basta allora dimostrare che per J = 0 i vettori dello spazio tangente all’orbita in φ̄ sono auto-
vettori di V con autovalore nullo.

Cominciamo dal primo punto. Se sviluppiamo D−1 in potenze di p2, e tenendo conto della (8.41)
otteniamo

D−1 = V+p2 C+O(p4) (8.42)

Il suo inverso sarà

D =A p−2 +B+O(p2) (8.43)

dove A, B, C, e naturalmente V, sono matrici simmetriche. Dato che D−1D = D D−1 = 1, i termini del
prodotto proporzionali a p−2 si devono cancellare, da cui V A = A V = 0. Quindi A e V commutano, e
possono essere diagonalizzate simultaneamente. Inoltre, dato che V A = 0, gli autovalori non nulli di
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A devono corrispondere agli autovalori nulli di V. Assumendo che V abbia r < n autovalori 6= 0, con
una appropriata scelta di coordinate per le φ possiamo diagonalizzare le due matrici nella forma

V =























V1 0 0 . . . . . . 0

0
. . . 0 . . . . . . 0

0 . . . Vr . . . . . . 0
0 . . . . . . . 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . . .
. . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . 0























A =























0 0 0 . . . . . . . . . . 0

0
. . . 0 . . . . . . . . . . 0

0 . . . 0 . . . . . . . . . . 0
0 . . . . . . Ar+1 . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . .
. . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . An























(8.44)

Possiamo anche mostrare che gli autovalori Ak , k > r sono diversi da zero. Infatti i termini indipen-
denti da p2 nel prodotto DD−1 = 1 sono A C+B V = 1, da cui, prendendo i termini diagonali,

Ak Ck k +Bk k Vk = 1

Per k = r +1 · · ·n , dato che Vk = 0 otteniamo Ak Ck k = 1, da cui segue Ak 6= 0.
Abbiamo così dimostrato che il propagatore dei campi che corrispondono agli n − r autovalori

nulli di Vk è

Di k (p) = δi k Ak

p2
+Bi k +O(p2); k, l > r ; Ak 6= 0

e quindi questi campi hanno massa nulla.

Il secondo punto discende dal fatto che per J = 0 il funzionale Γ è invariante per trasformazioni g del
gruppo G : Γ[φc ] = Γ[gφc ]. Ne segue che la funzione V (φ̄) è anche invariante. Per una trasformazione
infinitesima φ̄→ φ̄+ t , con t un vettore dello spazio tangente all’orbita in φ̄, otteniamo quindi

t i ∂V

∂φ̄i
= 0 (8.45)

Se adesso deriviamo rispetto a φ̄ si ha10

t i ∂2V

∂φ̄k∂φ̄i
+ ∂t i

∂φ̄k

∂V

∂φ̄i
= 0 (8.46)

Ma per J = 0, Γ è stazionario (vedi eq. 8.17),

∂V

∂φ̄i
= 0 (per J = 0) (8.47)

da cui

t i ∂2V

∂φ̄k∂φ̄i
= 0 (per J = 0) (8.48)

il che conchiude la dimostrazione.

10Notiamo che l’orientameto dei vettori tangenti dipende dalla scelta di φ̄.
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8.7 La scelta del punto di rottura

Per J = 0 la condizione di minimo di V (φ̄) (8.47) non definisce univocamente il valore di 〈0|φ(x)|0〉 =
φ̄: trovata una soluzione se ne possono generare infinite altre con trasformazioni g del gruppo di
simmetria G . Qualsiasi punto g φ̄ è egualmente un possibile punto di minimo, un possibile valore di
〈0|φ(x)|0〉. Dal punto di vista fisico non ci sono problemi: l’invarianza della azione S[φ] rispetto a tra-
sformazioni del gruppo di simmetria garantisce che le scelte siano tra loro equivalenti, e torneremo
su questo punto.

Dal punto di vista matematico questa apparente molteplicità di possibili vuoti richiede una certa at-
tenzione. Notiamo anzitutto che questo problema non si pone se J 6= 0, dato che la presenza di un
campo esterno J(x) rappresenta una rottura esplicita della simmetria. Nel limite classico abbiamo
mostrato esplicitamente nella sezione 8.2 (vedi eq. 8.24) che φc è una funzione univoca di J(x), e
potremmo ripetere l’argomento nella teoria trattata esattamente. Nel limite per J = costante → 0, il
campo φc tende ad un preciso valore di φ̄. Quindi si ottiene il risultato giusto (vuoto singolo) trat-
tando la teoria non per J = 0 ma nel limite di J → 0. Nella pratica possiamo scegliere qualsiasi punto

sull’orbita di φ̄ che risulti conveniente o che corrisponda ad una scelta convenzionalmente accettata.

Per illustrare questo punto consideriamo il caso del modello unificato delle interazioni elettrodeboli,
che nella versione più semplice comprende un doppietto di leptoni sinistrorsi, lL con ipercarica Y =
−1/2, un singoletto destrorso lR con ipercarica Y = −1 ed un doppietto di Higgs Φ con ipercarica
Y = 1/2. Il modello contiene anche quattro bosoni di gauge, un tripletto W i e un singoletto B. Data
l’invarianza sotto il gruppo SU(2)×U(1) il potenziale effettivo deve essere una funzione diΦ†

Φ, quindi
la condizione di minimo definisce solo il modulo dell’iso-spinore Φ. Se il minimo si ha per |Φ| = λ

possiamo scegliere come valore di aspettazione nel vuoto

〈0|Φ(x)|0〉 =
(

λcos(θ)e iχ

λsin(θ)e iξ

)

, (8.49)

con valori arbitrari di θ,χ,φ. Troveremmo che una certa combinazione A dei quattro bosoni W i ,B

ha massa nulla, mentre gli altri acquistano massa. Vedremmo anche che la combinazione di campi
Φ rappresentata dalla (8.49) non si accoppia al campo A, mentre la combinazione ortogonale si ac-
coppia, poi passeremmo ai leptoni, e così via. Lasciamo tutto questo come esercizio, se non altro per
verificare quanto faticosa sia dal punto di vista dei calcoli la scelta (8.49). Naturalmente non è così
che si procede. Notiamo invece che con una apposita trasformazione g ∈SU(2)×U(1) (anche questo
è un esercizio!) possiamo scrivere

g

(

λcos(θ)e iχ

λsin(θ)e iξ

)

=
(

λ

0

)

(8.50)

Se invece dei campi Φ, lL, lR , W, B usiamo i campi trasformati11 gΦ, g lL, g lR, g W , e possiamo far-
lo perchè l’azione del Modello Standard è invariante sotto trasformazioni di SU(2)×U(1), ricadiamo
nella scelta convenzionale per il valore di 〈0|Φ(x)|0〉, decisamente più conveniente.

11il campo del bosone vettoriale B è invariante sotto SU(2)×U(1).
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La storia non finisce qui12. Noi sappiamo che la rottura della simmetria SU(2)×U(1) è avvenuta nei
primi istanti del Big-Bang, con una transizione di fase avvenuta ad una temperatura di circa 100 GeV.
La transizione di fase può essere avvenuta nell’universo separatamente in zone diverse non casual-
mente collegate tra loro. Passata la temperatura critica l’universo si sarebbe riempito di bolle della
nuova fase che espandendosi sarebbero venute a coalescere tra loro sino a rimepire l’intero universo
con la nuova fase. Dato però che il valore di 〈0|Φ(x)|0〉 può essere diverso da bolla a bolla, la coa-
lescenza non può essere perfetta ma lascerebbe delle imperfezioni topologiche che si manifestano
(vedi ad esempio [19]) come monopoli magnetici, particelle dotate di carica magnetica (poli magne-
tici isolati). Questa descrizione della transizione di fase è in contrasto con i limiti molto stringenti
sulla densità di monopoli magnetici nell’universo. La soluzione è probabilmente data dalla ipotesi
dell’inflazione, secondo la quale ciascuna delle bolle avrebbe avuta una fase di espansione esponen-
ziale. In questo quadro l’universo oggi accessibile corrisponderebbe ad una singola bolla, e questo
spiega anche la sua estrema omogeneità, testimoniata ad esempio dalla radiazione di fondo cosmico.

12Diamo un breve cenno ad un problema centrale della cosmologia, che vuole solamente essere un invito a
letture più approfondite.
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Appendice A

Ampiezza di Transizione in assenza di
Potenziale

Calcoliamo l’elemento di matrice 〈q2|e−i
T p2

2m |q1〉. Assumiamo che gli autostati di q e di p siano
normalizzati in modo che

〈q′|q〉 = δ(q′−q),
∫

dq q〉〈q = 1

Se normalizziamo gli stati p〉 in modo che

〈q|p〉 = 1
p

2π
e i pq troviamo che

〈p′|p〉 = δ(p′−p),
∫

dp p〉〈p = 1

Avremo quindi

〈q2|e−i
T p2

2m |q1〉 =
∫

dk 〈q2|e−i
T p2

2m |k〉〈k|q1〉

=
∫

dke−i T k2

2m 〈q2|k〉〈k|q1〉

= 1

2π

∫

dke−i T k2

2m e i (q2−q1)k

l’integrale si semplifica costruendo un quadrato perfetto all’esponente,

= 1

2π
e i

m(q2−q1)2

2T

∫

dke−i
T (k−kcl)2

2m ; kcl =
m(q2 −q1)

T

e converge nel semipiano complesso inferiore di T, ImT < 0. Per valori reali di T possiamo definirlo,
con un cambiamento di variabili, k ′ = k −kcl, come

∫

dk ′e−i T (k′)2

2m = lim
η→0+

∫

dk ′e−i
(T−iη) (k′)2

2m =
√

2πm

i T
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dove la notazione η → 0+ indica che il limite va preso partendo da valori positivi di η. La necessità
di passare al limite verso valori reali del tempo partendo da valori complessi nel semipiano inferiore,
si riflette come vedremo nella famosa “regola dell’iǫ” nel calcolo dei propagatori e dei diagrammi di
Feynman. Sostituendo nella espressione precedente si ottiene il risultato della eq. (2.3).



Appendice B

Grafici connessi

Vogliamo dimostrare che il funzionale generatore Z [J] può essere scritto come

Z [J] = exp(−i W [J])=
∞
∑

k=0

1

k !
(−i W [J])k (B.1)

dove W [J] è la somma di tutti i diagrammi connessi. La dimostrazione si applica egualmente allo
sviluppo perturbativo di qualsiasi teoria di campo.

Possiamo scrivere la Z [J] in termini dell’operatore “vertice” V ,

Z [J] = eV Z 0[J] =
∑ V k

k !
Z 0[J] (B.2)

dove l’operatore V si ottiene direttamente dal lagrangiano di interazione,

V = i

∫

d4xL
1
(

i
δ

δJ(x)

)

(B.3)

e dipende dalla teoria. Nella λφ4 (vedi eq. (4.5)) questo operatore è

V = −iλ

4!

∫

d4x

(

i
δ

δJ(x)

)4

e in teorie diverse può prendere una forma più complessa, eventualmente con più funzioni J in cor-
rispondenza dei diversi campi. Z 0[J], il funzionale generatore della teoria libera, può essere scritto
come

Z 0[J] = expW 0[J] (B.4)

dove −i W 0[J] è la somma dei diagrammi connessi privi di vertici. Nella teoria λφ4 l’unico diagramma
di questo tipo è il diagramma (d) della figura 4.2, e troviamo (vedi eq. 4.4)

W0[J] = 1

2

Ï

d4x d4 y J(x)∆F (x − y) J(y) (B.5)
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Ciascuna derivata funzionale della Z (vedi ad esempio le eq. (4.6), (4.7)) contiene un fattore Z 0[J],
quindi possiamo scrivere

Z [J]= Z̃ [J]Z 0[J] = Z̃ [J] exp(−i W 0[J]) (B.6)

e notare che la Z̃ [J] si può esprimere mediante la somma di tutti quei diagrammi G , connessi e non
connessi, in cui ciascuna componente connessa ha almeno un vertice

Z̃ = 1+
∑

G (B.7)

Per dimostrare la (B.1) occorre quindi dimostrare che

Z̃ = exp(−i W̃ [J])=
∞
∑

n=0

1

n!
(−i W̃ [J])n (B.8)

dove −i W̃ [J] è la somma di tutti i diagrammi connessi, con uno o più vertici, che immaginiamo
ordinati in una lista {D1,D2, . . .}:

− i W̃ [J] =
∞
∑

i=1
Di [J] (B.9)

La lista potrebbe cominciare con i diagrammi con un vi = 1, poi quelli con vi = 2 e via di seguito.
Possiamo quindi scrivere

exp(−i W̃ [J])= eD1 eD2 · · · eDk · · · =
∑

n1,n2...nk ...

D
n1
1

n1!
· · ·

D
nk

k

nk !
· · · (B.10)

Per ciascun diagramma Di indicheremo con vi il numero dei vertici in esso contenuti. Il termine
V k /k ! nella (B.2) produrrà i diagrammi connessi con k vertici (un sottoinsieme della lista {D1,D2, . . .})
oltre a diagrammi non connessi che indicheremo con G

V k

k !
Z 0[J]=

[

∑

i

Di δk vi
+ (diagrammi G non connessi)

]

Z 0[J] (B.11)

Consideriamo ora un diagramma G non connesso che contiene n1 copie del diagramma connesso
D1, n2 copie di D2, e così via, quindi

G = KG (D1)n1 (D2)n2 · · · (B.12)

dove KG è un coefficiente combinatorio. Per dimostrare la (B.8) dobbiamo dimostrare che KG è lo
stesso coefficiente con cui questo termine compare nella (B.10), cioé

KG = 1

n1!
· · · 1

nk !
· · · (B.13)

Per calcolare KG dobbiamo partire dalla (B.2). Se vi ≥ 1 è il numero dei vertici nel grafico Di , il numero
totale delle componenti e dei vertici in G , n e v, saranno rispettivamente1

n =
∞
∑

i=1
ni v =

∞
∑

i=1
ni vi

1Notiamo che anche se le somme sono estese sino ad infinito, stiamo considerando diagrammi con un
numero finito di componenti, per cui solo alcune nk saranno differenti da zero.
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quindi G sarà prodotto dal termine V v /v ! nella (B.2). In questo termine dovremo scegliere i v1 fattori
V che producono ciascuna delle n1 copie di D1, i v2 fattori che producono le copie di D2 e così via
(vedi la B.11). Questa scelta si può fare in

1
∏

(ni !)

v !
∏

(vi !)ni

modi diversi. Infatti ci sono v ! permutazioni dei fattori V , ma questo numero va diviso per il numero
di permutazioni delle V che contribuiscono a ciascuna componente connessa di G , e quindi dividia-
mo per

∏

(vi !)ni , e per il numero di permutazioni tra gli n1 gruppi che danno le n1 copie di D1 e cosi
via, e quindi dividiamo per

∏

(ni !). Il fattore v ! si semplifica con il fattore 1/v ! che accompagna il ter-
mine V v nello sviluppo della Z [J], eq. (B.2). Analogamente ciascuno dei fattori vi ! a denominatore si
combinano (vedi la eq. B.11) con un V vi a generare le componenti Di .

In conclusione il valore del diagramma G , composto da n1 copie di D1, n2 copie di D2, e così via,
è dato da

G[J] =
∞
∏

i=1

(Di [J])ni

ni !
. (B.14)

Il coefficiente KG è dunque quello della (B.13), e questo conchiude la dimostrazione.
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Appendice C

Invarianza di Lorentz e stati a una
particella.

Nella sezione 3.4 abbiamo visto che gli elementi di matrice di un campo scalare tra vuoto e stati
ad una particella sono dati, nella teoria senza interazioni, da espressioni del tipo della eq. (3.72) in cui
appare un caretteristico fattore 1/

p
2ω. In questa appendice vogliamo dimostrare che questo fattore

è determinato dalla invarianza del campo φ sotto trasformazioni di Lorentz, e dal fatto che abbiamo
scelto per gli stati a una particella la normalizzazione

〈~p′|~p〉 = δ3(~p′− ~p) (C.1)

Anche in presenza di interazioni la forma dell’elemento di matrice tra vuoto e stati a una particella è
interamente determinato a meno di una costante moltiplicativa, detta costante di rinormalizzazione.
Nel caso di un campo scalare reale, deve essere

〈0|φ(~x, t ) |~p〉 =
p

Z

(2π)3/2
√

2ωp

e i (~p~x−ωp tx ) (C.2)

Questo risultato è utilizzato nella sezione 4.5 per ottenere la forma generale della funzione di Green
a due punti e nella sezione 5.4 per stabilire la relazione tra funzioni di Green e elementi di matrice
S. Notiamo che la dipendenza da ~x, t è fissata dal valore dell’impulso e dell’energia della particella,
quindi basterà verificare la (C.3) per ~x = t = 0,

〈0|φ(0) |~p〉 =
p

Z

(2π)3/2
√

2ωp

(C.3)

Per ~p = 0 la (C.3) può essere considerata una definizione della costante di rinormalizzazione Z ,

〈0|φ(0) |~p = 0〉 =
p

Z

(2π)3/2
p

2m
(C.4)

e resta solo da dimostrare che una trasformazione di Lorentz porta dalla (C.4) alla (C.3) Consideriamo
una trasformazione di Lorentx di velocità v lungo l’asse x (un boost) applicata al quadrivettore q ≡
{E , ~q},

q′
x = (Ev +qx )/

√

1−v2; q′
y = qy ; q′

z = qz ; E ′ = (E +qx v)/
√

1−v2 (C.5)
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che sarà rappresentata da una trasformazione unitaria Bv sullo spazio di Hilbert. L’azione di Bv sugli
stati a una particella deve essere data da

Bv ~q〉 = h(~q, ~q′) ~q′〉 (C.6)

mentro lo stato vuoto 0〉 deve essere invariante,

Bv 0〉 = 0〉 (C.7)

Partendo da un impulso nullo si otterrà un impulso p = {ωp = m/
p

1−v2, ~p}, e possiamo scrivere

Bv ~p = 0〉 = k(p) ~p〉 ;
(

k(p) ≡ h(0, ~p)
)

(C.8)

l’invarianza per rotazioni garantisce che k(p) dipenda solo dal modulo di ~p, e possiamo scegliere la
fase dello stato ~p〉 in modo che k(p) sia reale e positiva.

Il valore di k(p) si determina nel modo seguente (vedi eq. C.1)

δ3(~q) = 〈~q|~p = 0〉 = 〈~q|B†
v Bv |~p = 0〉 = h∗(~q, ~q′)k(p)〈~q′|~p〉 = k2(p)δ3(~q′− ~p)

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato la prima δ3(~q), che garantisce che ~q = 0, e quindi abbiamo
sostituito h(~q, ~q′) con h(0, ~p) = k(p) che è reale. Il ~q′ che appare come argomento dell’ultima δ è
funzione di ~q tramite la trasformazione di Lorentz, quindi

δ3(~q)= k2(p)δ3(~q′(~q)− ~p) = k2(p)

∣

∣

∣

∣

∣

∂q′
i

∂qk

∣

∣

∣

∣

∣

−1

~q=0

δ3(~q)

e con un semplice calcolo dello jacobiano della trasformazione di Lorentz,

k2(p) =
∣

∣

∣

∣

∣

∂q′
i

∂qk

∣

∣

∣

∣

∣

~q=0

= 1
p

1−v2
=

ωp

m

e la (C.8) si può riscrivere

Bv ~p = 0〉 =
√

ωp

m
~p〉 (C.9)

Dato che φ(x) è un campo scalare deve essere

B†
vφ(0)Bv =φ(0) (C.10)

da cui

〈0|φ(0) |~p = 0〉 = 〈0|B†
vφ(0)Bv |~p = 0〉 =

√

ωp

m
〈0|φ(0) |~p〉

e quindi dalla (C.4) si ottiene la (C.3) e, per valori arbitrari di ~x, t , la (C.2).



Appendice D

Integrali

D.1 Integrale di un loop in teoria delle perturbazioni

Vogliamo derivare il seguente risultato per integrali che compaiono in teoria delle perturbazioni,
citato senza dimostrazione nel Mandl e Shaw, [2], eq. (MS-10.23):

I(t ,D, n)=
∫

dD k

[k2 − s + iǫ]n
= iπD/2(−1)n Γ(n −D/2)

Γ(n)

1

sn−D/2
(D.1)

Gli integrali si estendono su uno spazio con D dimensioni, k = {k0, k1, ....kD−1}, con metrica di Min-
kowski: k2 = k2

0 −k2
1 ....−k2

D−1. Assumeremo che s sia reale1 e positivo.
La funzione Γ è definita da

Γ(x) =
∫∞

0
d y y x−1e−y ; Γ(x) = (x −1)Γ(x −1); Γ(n)= (n −1)! (D.2)

Nella realtà siamo interessati al caso D = 4, ma vogliamo anche considerare una continuazione ana-
litica a valori arbitrari di D definita dal risultato nella (D.1) che è una funzione analitica di D, a parte
poli in D/2 = n, n +1, . . ..

Infatti Γ(x) è analitica per ℜ(x) > 0, e può essere continuata a valori ℜ(x) ≤ 0 usando la relazione
Γ(x) = Γ(x+1)/(x), con la quale si dimostra facilmente che Γ(x) è analitica in tutto il piano complesso
con l’eccezione di poli per x = 0, x = −1, · · · . Ad esempio, partendo dallo sviluppo in serie di Taylor
nei dintorni di x = 1, dove Γ(x) è analitica (vedi ad esempio il manuale di Abramowitz e Stegun [17]),

Γ(1+η) = 1+γη+O(η2)

dove γ è la costante di Eulero, γ= 0.5772. . ., otteniamo, nei dintorni di x = 0

Γ(η) = 1

η
+γ+O(η)

Per ottenere il risultato in (D.1) conviene prima di tutto ruotare il cammino di integrazione nella varia-
bile k0, dalla posizione orizzontale a quella verticale. Se si ruota in senso antiorario non si incontrano

1Il valore di I(t ,D, n) per valori complessi di s, qualora interessi, può essere ottenuto per continuazione
analitica del risultato ottenuto.
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singolarità, come mostrato dalla figura D.1. Questa operazione è detta rotazione di Wick. Dopo la ro-

tazione possiamo passare al limite ǫ→ 0 dato che le due singolarità in k0 =±ω=±
√

s +k2
1 ....+k2

D−1
sono distanti dal nuovo cammino di integrazione. Possiamo quindi porre: k0 = i kD e dk0 = i dkD, e

Figura D.1: La rotazione di Wick

possiamo riscrivere l’integrale come

I(t ,D, n)= i (−1)n

∫

dD p

[p2 + s]n
(D.3)

dove p = {k1, . . . kD−1, kD} è un vettore a D dimensioni con metrica euclidea, p2 = k2
1 + k2

2 . . .+ k2
D.

Per calcolare l’integrale passiamo a coordinate polari nello spazio a D dimensioni. Dato che l’inte-
grando non dipende dalle variabili angolari, queste possono essere integrate direttamente, e con il
cambiamento di variabili x = p2/s, p dp = s dx/2 otteniamo:

I(t ,D, n)= i (−1)n

∫

pD−1dp dΩD

[p2 + s]n
= i (−1)n ΩD

2sn−D/2

∫∞

0

x(D−2)/2dx

(1+x)n
(D.4)

L’integrale è convergente in x →∞ se n > D/2. L’angolo solido in D dimensioni è dato2 da

ΩD = 2πD/2

Γ(D/2)
(D.5)

Che riproduce i noti risultati: Ω2 = 2π e, dato che Γ(3/2) = 1
2Γ(1/2) = π1/2/2, Ω3 = 4π. In quattro

dimensioni si ottiene Ω4 = 2π2. L’integrale residuo si esprime mediante la funzione Beta (Vedi [16],

2Come si dimostra facilmente considerando un integrale gaussiano.
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cap. 15 per una dimostrazione, ma usiamo la notazione di [17]),

B(z, w) =
∫∞

0

xz−1dx

(1+x)z+w
= Γ(z)Γ(w)

Γ(z +w)
(D.6)

e ritroviamo infine il risultato della (D.1).

D.2 Forma esplicita del propagatore ∆F (x).

Calcoliamo la forma esplicita del propagatore di una particella scalare, ∆F (x), per distanze di tipo
spazio. Se x = {t ,~x} con una trasformazione di Lorentz possiamo ridurci a t = 0. Dalle eq. (3.58),
(3.59), otteniamo3

∆F (0,~x) = −i

(2π)3

∫

d3p

2ωp
e i ~p~x (D.7)

ed eseguendo l’integrazione sulle variabili angolari, con ~p~x = pr cosθ,

∆F (0, r) = −1

(2π)2r

∫∞

0

p dp

2ω

(

e i pr − e−i pr
)

= −1

8π2r

∫∞

−∞

p dp
√

p2 +m2
e i pr

Per eseguire l’integrale conviene ricorrere al piano complesso, dove il denominatore
√

p2 +m2 ha
una singolarità per p =±i m. Nel semipiano superiore l’esponenziale tende rapidamente a zero pre
|p|→∞, e l’integrando può essere esteso a tutto il semipiano ad eccezione di un taglio da i m a i∞ ai
due lati del quale il denominatore vale ±i

√

Im(p)2 −m2.

Im(p)

Re(p)

i
√

Im(p)2 −m2−i
√

Im(p)2 −m2

i m

Dato che il cammino nella figura non contiene singolarità e l’integrale lungo gli archi tende a zero
quando il loro raggio tende ad infinito, possiamo trasformare l’integrazione dall’asse reale a quello
immaginario, e ponendo p = i k otteniamo

∆F (0, r) = −i

4π2r

∫∞

m

k dk
p

k2 −m2
e−kr

3Vedi anche la sezione 3.2. Verificare che possiamo passare al limite t → 0 sia da valori positivi che negativi,
ottenendo lo stesso risultato.
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Con un cambiamento di coordinate k = m(1+x) questo diviene

∆F (0, r) = −i m e−mr

4π2r

∫∞

0

(1+x) dx
√

(1+x)2 −1
e−mr x = −i m2 e−mr

4π2

∫∞

0
dx

√

2x +x2e−mr x

dove abbiamo eseguito una integrazione per parti
(

(1+x) dx/
√

(1+x)2 −1 = d
√

(1+x)2 −1
)

. Per

r m ≫ 1 l’integrale è dominato da valori x ≈ 1/mr . In questo limite possiamo trascurare il termine
x2 nella radice quadrata, e ponendo x = y/mr , otteniamo

∆F (0, r) ≈ −i (2m)
1
2 e−mr

4π2r
3
2

∫∞

0
d y y

1
2 e−y

L’integrale residuo è Γ( 3
2 ) = π1/2/2, e in conclusione troviamo che per distanze spaziali grandi ∆F

decresce esponenzialmente con la distanza r ,

∆F (0, r) ≈−i
e−mr

(2πr)2

(πmr

2

)
1
2

(per r m ≫ 1). (D.8)

Per distanze di tipo tempo possiamo scegliere x = {t ,0} e dato che pdp =ωp dωp troviamo

∆F (t ,0) = −i

(2π)3

∫

d3p

2ωp
e−iωp |t | = −i

4π2

∫∞

0

p2dp

ωp
e−iωp |t | = −i

4π2

∫∞

m
pω dωe−iω|t |

dove pω =
p
ω2 −m2. Questa volta il taglio si estende tra le due singolarità dell’integrando in ω=±m.

m−m

Im(ω)

Re(ω)

Il cammino di integrazione può essere continuato nel semipiano inferiore come mostrato nella figura
e trasformato in un integrale su un cammino verticale che parte da ω= m. Se su questa linea poniamo
ω= m− i x/t , otteniamo

∆F (t ,0) = −(−2mi )
1
2 e−i m |t |

4π2|t | 3
2

∫∞

0
dx

(

x − i
x2

2m|t |

)

1
2

e−x
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L’integrale è dominato da valori di x ≈ 1/m|t |. Per grandi valori di m|t | possiamo quindi trascurare
il termine x2 nella radice quadrata, e l’integrale si riduce a una funzione gamma, Γ( 3

2 ) = π1/2/2, e in
conclusione

∆F (t ,0) ≈− e−i m |t |

(2π|t |)2

(−i πm|t |
2

) 1
2

(per |t |m ≫ 1). (D.9)

Anche in questo caso il valore di ∆F decresce con |t |, ma solo come potenza, ∆F (t ,0)∼ |t |3/2.
Le due espressioni (D.8) e (D.9) si possono raccogliere in una sola usando come variabile l’inter-

vallo s, s2 = t 2 −/vecx2. Quindi nella (D.9) possiamo porre |t | = s e scrivere

∆F (s) ≈− e−i m s

(2π)2s2

(−i πms

2

) 1
2

(D.10)

Ponendo s2 = −r 2 e con una appropriata continuazione analitica questa espressione riproduce la
(D.8). La (D.10) mostra anche che ∆F è singolare per s → 0, cioè sul cono di luce.
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Appendice E

Azione effettiva e il funzionale W [J]

In questa appendice vogliamo dimostrare che, dato uno sviluppo dell’azione effettiva in potenze
di φc , (8.35) e (8.36), lo sviluppo di W [J] si ottiene come somma di diagrammi ad albero che hanno i
termini dello sviluppo di Γ come vertici e il propagatori completi come linee.

La dimostrazione è semplice, e consiste nel considerare una teoria la cui azione sia l’azione effettiva
Γ[φ]. Possiamo scrivere il funzionale generatore di questa teoria come

Z̃ [J] =
∫

D[φ(x)]exp
i

ξ

(

Γ
[

φ(x)
]

−
∫

d4xφ(x)J(x)

)

= exp
−i

ξ
W̃ [J] (E.1)

dove abbiamo messo una costante ξ al posto della costante di Planck ×. Abbiamo fatto questo perchè
l’azione effettiva Γ

[

φ(x)
]

, può dipendere1 dal valore di ×, e vogliamo prendere il limite “classico”
della eq. (E.1), cioè ξ → 0, senza modificare il valore di Γ

[

φ(x)
]

. Se separiamo da Γ
[

φ(x)
]

la parte
quadratica in φ possiamo scrivere

Γ
[

φ(x)
]

= 1

2

∫

d4x d4 y φ(x)D−1(x, y)φ(y)+Γ
′ [φ(x)

]

(E.2)

dove (eq. 8.35, 8.36)

D−1(x, y) =
[

δ2
Γ

[

φc

]

δφ(x)δφ(y)

]

φc=0

; Γ
′[φc ] =

∑

n>2
Γ

n [φc ] (E.3)

Possiamo riscrivere Z̃ come

Z̃ [J] = exp
i

ξ
Γ
′
[

iξ
δ

δJ

]

Z̃ 0[J] (E.4)

dove, con passaggi analoghi a quelli della sezione 3.3

Z̃ 0[J] =
∫

D[φ(x)]exp
i

ξ

(

1

2

∫

d4x d4 y φ(x)D−1(x, y)φ(y)−
∫

d4xφ(x)J(x)

)

= Z̃ 0[0]exp
−i

ξ

1

2

∫

d4x d4 y J(x)D(x, y)J(y)
(E.5)

1In effetti Γ
[

φ(x)
]

, dipende da × perchè è descritta da diagrammi che contengono un numero arbitrario di
loop, vedi la figura 8.4, e come sappiamo un diagramma ad n loop è proporzionale ad ×n .
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dato che, come visto nella sezione 8.3, D−1(x, y) è l’inverso del propagatore completo della teoria
originale, D(x, y) è il propagatore completo. Quindi usando la (E.4) possiamo calcolare Z̃ [J] come
somma di diagrammi che hanno i termini di Γ′ come vertici e il propagatore completo come linee. La
somma dei diagrammi connessi di questa teoria definirà W̃ , mentre la somma dei diagrammi connes-
si ad albero definirà il suo limite “classico”, cioè ξ→ 0. Ma in questo limite W̃ [J] tende al funzionale
W [J] della teoria originale:

lim
ξ→0

W̃ [J]=−Γ
[

φ(x)
]

+
∫

d4xφ(x)J(x) = W [J] (E.6)

e questo conchiude la dimostrazione.
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