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Capitolo 1LE SIMMETRIE DELLOSPAZIO-TEMPO
1.1 Il Prinipio di RelativitáIl punto di partenza della Teoria della Relativita' Speiale e' la possibilita' di identi�are deisistemi di riferimento inerziali (SI), de�niti ome quei sistemi in ui vale il Primo Prinipio dellaDinamia:(1). Un orpo non soggetto a forze in un SI si muove di moto rettilineo uniforme.A ben vedere, siamo in presenza di un ragionamento irolare: l' assenza di forze si puo'aertare solo osservando il moto rettilineo uniforme, he pero' rihiede la de�nizione a prioridi un sistema di riferimento. I �sii risolvono il problema in modo pragmatio, partendo daquelli he siuramente non sono sistemi inerziali (un sistema solidale on la mia auto su unastrada dissestata non e' di siuro inerziale, il moto degli oggetti nell' auto e' fortemente in�uen-zato dalle forze apparenti) e individuando dei sistemti di riferimento in Natura he sono delleapprossimazioni via via migliori di un SI ideale.- la nostra asa (su tempi orti rispetto al periodo di rotazione della Terra);- la Terra (su tempi orti rispetto all' anno solare)- il Sole (se ignoriamo il moto orbitale intorno al entro della Galassia)- la Galassia...Identi�ato un SI se ne possono ostruire in�niti, di fatto∞6, he di�erisono per la posizionedell' origine (3 oordinate) e per una veloita' relativa ostante (3 omponenti). Il Prinipio diRelativita' Speiale (formulato da Galileo) a�erma he:(2). Le leggi della Fisia sono invarianti per ambiamento di SIIn un SI dato, i fenomeni �sii sono analizzabili in termini di eventi: aadimenti he siveri�ano in un punto ~x e ad un dato tempo t. Un evento e' quindi aratterizzato da un 4-vettorehe fornise le oordinate dell' evento in un dato SI:

coordinate = (t, x̃) = xµ (µ = 0, .., 3)Per dare ontenuto al Prinipio di Relativita' dobbiamo stabilire quale sia la legge di trasforma-zione delle oordinate di un dato evento da un SI, O, ad un altro SI, O′.



8 LE SIMMETRIE DELLO SPAZIO-TEMPOAssuminamo, per sempliita' he le origini di O e di O′ oinidano al tempo t = 0. La rihiestahe un moto rettilineo uniforme in O sia visto ome tale in O′ rihiede he la trasformazione sialineare:
(x′)µ = Λµ

νx
ν (1.1)dove si intende he gli indii ripetuti sono sommati (da 0 a 3) e Λ e′ indipendente da xµ.Ai prinipi (1) e (2), A. Einstein aggiunge:(3). La veloita' della lue nel vuoto e' una ostante universale, indipendente dal sistema diriferimento.Consideriamo due eventi he di�erisono per ∆~x e ∆t, he supponiamo in�nitesimi. De�nia-mo lunghezza invariante dell' intervallo (∆t,∆~x) la quantita':

∆s = (c∆t)2 − (∆~x)2Se |∆~x| = c|∆t|, i due eventi sono onnessi dalla propagazione di un raggio di lue he partedal primo evento ed arriva esattemente in oinidenza del seondo. Questa oinidenza si veri�a,ovviamente, in tutti i sistemi di riferimento e, data l' invarianza della veloita' della lue, questoimplia he anhe le oordinate trasformate debbono orrispondere ad una lunghezza invariantenulla. In formule:
∆s = (c∆t)2 − (∆~x)2 = 0 → ∆s′ = (c∆t′)2 − (∆~x′)2 = 0Questa ondizione si puo' veri�are solo se la legge di trasformazione e' tale he:

∆s′ = λ∆son λ indipendente dalle oordinate ed eventualmente dipendente dal modulo della veloita'.Teniamo onto, adesso, he la relazione tra O ed O′ e' perfettamente simmetria: visto da O, O′si allontana on la stessa veloita' on ui O′ vede viaggiare O. Quindi sambiando i ruoli deidue sistemi si deve anhe avere:
∆s = λ∆s′ (1.2)ovvero λ = ±1. Il aso −1 e' esluso dal fatto he le trasformazioni di oordinate sono onnesseon ontinuita' alla trasformazione identia, he evidentemente ha λ = +1, quindi onludiamohe le trasformazioni (8.37) devono onservare la lunghezza invariante dell' intervallo tra dueeventi (d' onde il nome attribuito a ∆s). Data la linearita′ delle trasformazioni, la ondizione siestende immediatamente ad intervalli �niti.Per formalizzare la ondizione (1.2), introduiamo il tensore metrio gµν , he i permette dirisrivere ∆s ome:

∆s = gµν∆xµ∆xν (1.3)
gµν = diag(+1,−1,−1,−1) (1.4)La ondizione (2.7) si risrive ome segue:

s′ = gµνx
′µx′ν = gµνΛµ

ρΛν
σx

ρxσ =

= (Λµ
ρgµνΛν

σ)xρxσ = s



1.1 Il Prinipio di Relativitá 9he implia evidentemente:
(Λµ

ρgµνΛν
σ) = gρσ (1.5)Considerando il prodotto righe per olonne tra le matrii Λ e g, l' equazione si risrive:

ΛgΛT = g (1.6)Questa equazione de�nise un insieme di matrii he formano, in termioni matematii, un gruppo,il Gruppo di Lorentz. Le trasformazioni di oordinate sono solo una parte di queste trasforma-zioni, ome vedremo tra poo. Prima, vediamo ome funzionano le oinsiderazioni di ui soprasul aso onreto delle trasformazioni di Lorentz speiali.Il sistema) O′ sorre lungo l' asse positivo delle x di O on veloita' v. La forma espliita di(8.37) e':
∆x′ = α∆x− βc∆t

c∆t′ = −ǫ∆x+ δc∆t

∆y′ = ∆y; ∆z′ = ∆zon α, β, ǫ, δ da determinare. Inoltre:
s′ = (δ2 − β2)(c∆t)2 − (α2 − ǫ2)(∆x)2 − 2(ǫδ − αβ)(∆x)(c∆t)Dobbiamo rihiedere he s' si annulli quando ∆x = ±c∆t, ioe':

δ2 − β2 = α2 − ǫ2 = (λ)

ǫδ − αβ = 0Tornando ad un intervallo generio e sostituendo troviamo la (1.2), ome atteso.Se poniamo λ = 1, la (1.7) si risolve on:
α = δ = cosh(θ)

β = ǫ = sinh(θ)dove θ e' un parametro reale (la rapidita') ollegato alla veloita' relativa tra O e O′. Infatti,se poniamo ∆x′ = 0 nella (1.7) il seondo membro deve dare l' equazione oraria di un oggettofermo in O′ visto da O, ioe' ∆x = v · ∆t. Confrontando troviamo:
tanh(θ) =

v

c
(1.7)e quindi, dalla (1.7), troviamo la forma ben nota della trasformazioni di Lorentz speiali:

∆x′ = γ(∆x− βc∆t)

c∆t′ = −γ(−β∆x+ c∆t)

β =
v

c
; γ =

1√
1 − v2

c2

.



10 LE SIMMETRIE DELLO SPAZIO-TEMPOCommenti.
• Dalla (1.7) vediamo he la veloita' di un sistema �sio non puo' superare ;
• Newton faeva l' ipotesi di un tempo universale, he sorre uguale in tutti i sistemi di riferi-mento. Invee di usare il Prinipio (3) dobbiamo porre: t′ = t e otteniamo le trasformazionidi Galileo:

x′ = x− v · t
t′ = tLe trasformazioni di Galileo si ottengono dalle (1.8) nel limite c → ∞ (limite non-relativistio).

• Le rotazioni in uno spazio eulideo lasiano invariante la lunghezza pitagoria: sE =
x2 + y2 + .... In orrispondenza, esse soddisfano alla relazione di ortogonalita' R ·RT = 1,analoga alla (1.6) salvo la sostituzione della matrie g on 1.Problema. Mostrare se Λ1 e Λ2 soddisfano la (1.6) anhe il loro prodotto righe per olonne,

Λ1 · Λ2 la soddisfa.- Problema Mostrare he eseguendo due trasformazioni di Lorentz speiali on rapidita' θ1 e
θ2 si ottiene una trasformazione di Lorentz on rapidita' θ1 + θ2. Derivare da qui la legge diomposizione delle veloita':

v1 ⊕ v2 =
v1 + v2
1 + v1·v2

c2
.1.2 Trasformazioni di Lorentz proprie e ortoroneDalla (1.6), prendendo il determinante di ambo i membri, troviamo la ondizione:

det(Λ) · det(g) · det(ΛT ) = det(Λ)2det(g) = det(g) (1.8)quindi deve essere det(Λ) = ±1: il gruppo di Lorentz e' ostituito da (almeno) due omponentisonnesse tra loro. Solo la omponente on determinante uguale a +1 (trasformazioni di Lo-rentz proprie) e' onnessa on ontinuita' alla trasformazione identita'. Le trasformazioni ondeterminante −1 sono dette improprie. Un esempio importante di trasformazione impropria e'la trasformazione di Parita', indiata on P:
P : ~x′ = −~x; t′ = t (1.9)La omponente delle trasformazioni proprie e' a sua volta ostituita da due omponenti son-nesse, he sono distinte dal fatto di ambiare o no il verso del tempo. Gli eventi di oordinate (t,~0)in O desrivono, al variare di t, la storia di un orologio fermo nell'origine di O. Se applihiamola relazione (8.37) troviamo:

t′ = Λ0
0 · t



1.3 Struttura ausale dello Spazio-Tempo 11quindi, il segno di Λ0
0 determina se gli orologi di O′ vanno o no nello stesso verso degli orologi di

O. Le trasformazioni aratterizzate da:
Λ0

0 > 0 (1.10)si hiamano ortorone. Evidentemente, se da O′ passo ad un altro sistema di riferimento O′′on una trasformazione ortorona, la trasformazione omplessiva: O → O′ → O′′ e' anh' es-sa ortorona. Le trasformazioni aratterizzate dalla (1.10) formano dunque un sottogruppodelle trasformazioni di Lorentz. Un esempio importante di trasformazione non ortorona e' l'inversione del tempo, indiata on T:
T : ~x′ = ~x; t′ = −t (1.11)Combinando le trasformazioni P e T si ottiene la inversione totale, I:
I : x′µ = −xµ (1.12)I ambiamenti tra SI �siamente realizzabili sono onnessi on ontinuita' alla trasformazioneidentia e sono ortoroni. Il Prinipio di Relativita' deve valere strettamente solo per questetrasformazioni:Le leggi della �sia sono invarianti per trasformazioni di Lorentz proprie e ortoroneil gruppo orrispondente si india usualmente on L↑

+.Nella �sia lassia si e' esteso taitamente questo prinipio alle trasformazioni P e T. Tuttaviaaluni proessi nuleari e subnuleari non sono invarianti sotto P (deadimenti β) o sotto T(deadimenti dei mesoni K neutri): la Natura non fa sonti.Per l' inversione totale, I, vale un disorso diverso. In Meania Quantistia Relativistiasi puo' dimostrare l' invarianza delle leggi �sihe sotto l' azione ombinata dell' inversione, I, edell' operazione di sambio partiella-antipartiella (teorema TPC).1.3 Struttura ausale dello Spazio-TempoL' invarianza per trasformazioni di Lorentz della lunghezza dell' intervallo tra due eventi, s,indue una deomposizione dello spazio-tempo in regioni on una diversa onnessione ausale adun dato evento. Poniamo, per onvenienza, un evento A all' origine delle oordinate spaziali e altempo t=0, in un dato SI. Lo spazio-tempo degli eventi (t, ~x) si deompone in quattro regioni inmodo indipendente dal sistema di riferimento selto.
• Eventi on s = 0. Si trovano sulle falde di due oni (oni di lue), he rappresentano letraiettorie dei raggi di lue usenti da A (ono futuro) o onvergenti in A (ono passato).Si indiano ol nome di eventi di tipo lue (light-like).
• Eventi on s > 0, t > 0. Riempiono l' interno del ono di lue futuro: sono gli eventihe possono essere in�uenzati dall' evento A, in quanto raggiungibili da A on segnali�siamente realizzabili he viaggiano on veloita' inferiore a .
• Eventi on s > 0, t < 0. Riempiono l' interno del ono di lue passato: sono gli eventihe possono in�uenzare l' evento A, on segnali �siamente realizzabili he viaggiano on



12 LE SIMMETRIE DELLO SPAZIO-TEMPOveloita' inferiore a . Questi e quelli del aso preedente si indiano ol nome di eventi ditipo tempo (time-like, fr. Problema 1)
• Eventi on s < 0. Sono all' esterno dei oni di lue: sono gli eventi he non possono averealuna relazione ausale on A, he rihiederebbe segnali on veloita' superiore a . Glieventi in questa regione formano il presente assoluto di A. Si indiano ol nome di eventidi tipo spazio (spae-like, fr. Problema 2)In Meania Quantistia la non osservabilita' simultanea di due grandezze �sihe e' ollegataall' in�uenza ausale he la misura di una di esse puo' eseritare sulla misura dell' altra (ad esem-pio la misura di p e di x). Consideriamo due grandezze osservabili i ui apparati di misura sonoloalizzati in regioni �nite dello spazio-tempo (osservabili loali). Quando la regione relativa aduna delle due osservabili sta interamente nel presente dell' altra, il prinipio di ausalita' rihiedehe le due osservabili debbano essere simulataneamente misurabili e gli operatori orrispondentidevono ommutare tra loro. Questo prinipio prende il nome di Miroausalita' .Problema 1. Usando le trasformazioni (1.8) mostrare he se un evento ha s > 0 e' possibiletrovare un SI in ui xµ = (t,~0) (in onseguenza, questi si hiamano eventi di tipo tempo, otime-like).Problema 2. Mostrare he se un evento ha s < 0 e' possibile trovare un SI in ui xµ = (0, ~x)(in onseguenza, questi si hiamano eventi di tipo spazio, o spae-like).1.4 Vettori ontravariantiSe xµ ed yµ sono due 4-vettori he si trasformano seondo la (8.37), il prodotto salareformato on il tensore metrio e' invariante:

(x · y) = gµνx
µyν = xµyν = yµxν

(x′ · y′) = (x · y)Nell' eq.(1.13) abbiamo introdotto dei vettori on gli indii in basso, omunemente indiati ome4-vettori ontravarianti. La legge di trasformazione di questi vettori, evidentemente, deve esseretale da fornire un invariante quando un vettore ontravariante viene moltipliato per un vettoreovariante. In e�etti e' immediato riavare questa legge partendo dalla (1.13):
y′µ = gµνy

′ν = gµνΛν
ρy

ρmoltipliando la (1.5) per (Λ−1)ρτ troviamo:
gτνΛ

ν
σ = (Λ−1)ρτgρσ; cioe′

y′µ = gµνΛν
ρy

ρ = (Λ−1)ρµgρσy
σ = (Λ−1)ρµyρ (1.13)quindi: i vettori ontravarianti si trasformano seondo la matrie Λ−1.



1.4 Vettori ontravarianti 13In termini piu' formali, i vettori ontravarianti sono gli elementi dell spazio duale allo spaziovettoriale dei vettori ovarianti. In generale, il duale Ṽ di uno spazio vettoriale V e' de�nitoome lo spazio dei funzionali lineari sui vettori yµ, di funzioni, ioe', de�nite per ogni y e z, talihe:
f = f(y);

f(αy + βz) = αf(y) + βf(z)on α e β dei numeri (nel nostro aso, numeri reali). E' faile onvinersi he ogni elemento f di
V̄ puo' essere sritto ome:

f(y) =
∑

µ

fµy
µ = fµy

µ = (f · y) (1.14)quindi V̄ ha le stesse dimensioni di V ed esiste una orrispondenza biunivoa tra gli elementi diV e quelli di V̄ (F. Riesz).Nel nostro aso, questa orrispondenza si realizza on la matrie metria gµν he i da' l'elemento di V̄ , yµ = gµνy
µ, he orrisponde a yµ. Con questa relazione, gli elementi di V̄ sonofunzioni invarianti sotto trasformazioni di Lorentz:

f ′(y′) = f(y), se y′ = ΛyUsando la relazione (1.14) e' immediato vedere he l' equazione preedente rihiede le due leggidi trasformazione:
y′µ = Λµ

νy
ν ; f ′µ = (Λ−1)ρµfρin modo tale he:

f ′(y′) = f ′µy
′µ = fρ(Λ

−1)ρµΛµ
νy

ν = fρ(Λ
−1 · Λ)νρy

ν = fρδ
ρ
νy

ν = fρy
ρ = f(y)dove δρ

ν e' la delta di Kroneker.
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Capitolo 2LA PARTICELLA LIBERACLASSICA
2.1 Equazione orariaIl moto nello spazio-tempo di una partiella lassia (ioe' non quantistia) e' desritto da un'equazione oraria: xµ = xµ(t). Consideriamo l' intervallo he separa due posizioni molto viinenel tempo e la sua lunghezza invariante:

∆xµ = (c∆t, ~v · ∆t) (2.1)
∆s = (∆x · ∆x) = (1 − v2

c2
)(c∆t)2Evidentemente, ∆xµ e' un intervallo di tipo tempo, perhe' la partiella viaggia a veloita'inferiore a quella della lue, quindi esiste un SI in ui ∆xµ ha solo la omponente temporale. Inquesto SI la partiella e' ferma (nell' intervallo di tempo onsiderato) e √∆s/c da' l' intervallo ditempo segnato da un orologio momentaneamente in quiete rispetto ad essa. La nuova variabile sihiama tempo proprio (proper-time) della partiella e lo indiheremo on τ . Per la sua de�nizione,un intervallo di tempo proprio e' un invariante relativistio e la relazione tra τ ed il tempo t nelSI da noi selto, e' data dalla relazione:

dτ =
√

1 − β2 dt =
dt

γ(t)
(2.2)Se usiamo il tempo proprio per aratterizzare l' equazione oraria della partiella, possiamode�nire un quadrivettore veloita', uµ:

uµ =
d xµ(τ)

dτ
= γ

dxµ(t)

dt
(2.3)

uµ e' evidentemente un 4-vettore ovariante, ioe' si trasforma ome xµ. Notiamo il valore dellesue omponenti e dell' invariante relativo:
uµ = γ(c, ~v); (2.4)
gµνu

µuν = uµuµ = c2 (2.5)



16 LA PARTICELLA LIBERA CLASSICAIn Meania non-relativistia, la quantita' di moto si de�nise ome ~p = m~v, dove m e' lamassa inerziale. Analogamente de�niamo il 4-vettore quantita' di moto ome:
pµ = muµ (2.6)dove m e' una ostante he aratterizza la partiella e he evidentemente oinide on la massainerziale per piole veloita'. Per questo, m si hiama la massa di riposo della partiella. Lamassa di riposo e' un invariante relativistio, ome si vede dalla relazione:

p2 = pµpµ = (mc)2 (2.7)La omponente temporale di pµ e' legata all' energia della partiella. Caloliamola espliita-mente a partire dalla relazione:
p2 = (mc)2 = (p0)2 − (~p)2 (2.8)da ui :

p0 =
√

(mc)2 + (~p)2 ≃ 1

c
(mc2 +

~p2

2m
) (2.9)dove il passaggio �nale e' valido per piole veloita'. La omponente temporale di pµ, in questolimite, e' eguale all' energia inetia divisa per  piu' una ostante legata alla massa di riposo.In meania lassia, l' energia e' sempre de�nita a meno di una ostante, quindi possiamoidenti�are p0 on l' energia della partiella divisa per :

pµ = (
ǫ

c
, ~p) (2.10)Arriviamo dunque alla onlusione importante he in una formulazione relativistia la quantita' dimoto e l' energia fanno parte di un unio oggetto �sio, il 4-vettore impulso-energia (o 4-momento)

pµ. Le leggi di trasformazione delle omponenti di pµ per trasformazioni di oordinate seguonoimmediatamente dalla natura di 4-vettore di pµ . Nel aso partiolare delle trasformazioni diLorentz speiali lungo l' asse x, abbiamo (le quantita' on aento si riferisono al SI O′, quellesenza aento ad O):
p′1 = γ(p1 − β

ǫ

c
) (2.11)

ǫ′

c
= γ(−βp1 +

ǫ

c
)

p′2 = p2; p′3 = p3Se la partiella e' in quiete in O, troviamo, in partiolare:
ǫ′ = γmc2; p′ = γβmc (2.12)La veloita' della partiella, in qualsiasi SI, e' data da:

β =
cp′

ǫ′
(2.13)



2.2 Partielle di massa nulla 17Commento: Nel derivare il valore di p0 nella (7.29) a partire dalla (2.8) abbiamo selto la radiepositiva. Sembra un passaggio innouo, ma vediamolo meglio. La radie negativa e' separatada quella positiva da un intervallo di almeno di 2mc2. In Meania Classia l' energia variaon ontinuita', quindi se se assumiamo he la partiella abbia E > mc2 all' inizio, essa nonpotra' mai �nire in uno stato on E < mc2. In Meania Quantistia, tuttavia, l' energia puo'variare on disontinuita' e non possiamo esludere transizioni da stati on E > mc2 a stati on
E < mc2. L' aggiramento di questa di�olta' porta direttamente al onetto di antipartiella.2.2 Partielle di massa nullaLa ondizione (2.7) permette di onsiderare il limite m → 0. In questo aso, in qualunqueSI:

|~p| = p0; (2.14)
β = 1la partiella viaggia alla veloita' della lue in qualsiasi stato di moto ed in qualsiasi SI. Evi-dentemente, i quanti di lue, fotoni, godono di questa proprieta': il fotone e' una partiella onmassa di riposo nulla.Nonostante la (2.7) ammetta un limite ontinuo per m → 0, le partielle on massa m > 0sono intrinseamente diverse da quelle on massa nulla, omunque piolo sia il valore di m: illimite m→ 0 e' intrinseamente disontinuo.Il modo piu' semplie di ottenere questo risultato sta nel onstatare he il gruppo di simmetriadella quantita' di moto (il Gruppo Piolo (little group) introdotto da E. Wigner) e' diverso neidue asi.

• Se pµ e' il momento di una partiella di massa non nulla, possiamo trovare un SI in ui
pµ ha solo la omponente temporale (il suo sistema di quiete). Nel sistema di quiete,
pµ = (mc2,~0) e il gruppo di trasformazioni he lasiano invariato il momento e' l' interogruppo delle rotazioni dello spazio tridimensionale, O3, il gruppo delle matrii ortogonalia tre dimensioni.

• Se pµ e' il momento di una partiella di massa nulla, possiamo porlo nella forma: pµ =
(|~p|, ~p). Il gruppo di invarianza e' adesso quello delle rotazioni nel piano ortogonale alversore di ~p, le matrii ortogonali in due dimensioni, O2, un gruppo ommutativo moltopiu' piolo di O3.Si vede dunque he se faiamo tendere m → 0 il gruppo piolo ambia on disontinuita' daO3 and O2. In Meania Quantistia, il gruppo piolo determina le proprieta' dello spin dellapartiella. Per una partiella on massa, lo spin oinide on il momento angolare a riposo egli stati formano quindi una rappresentazione del gruppo delle rotazioni in 3 dimensioni: unapartiella di spin S possiede 2S + 1 stati di spin.Al ontrario, una partiella di massa nulla non puo' essere messa a riposo, il suo momentoangolare intrinseo e' de�nito dalle rotazioni intorno a ~p, gli elementi di O2, he ammettonorappresentazioni unidimensionali orrispondenti a Sz = n/2 on un dato n intero. Se ammettiamo



18 LA PARTICELLA LIBERA CLASSICAla parita', P, ome una buona simmetria, devono esistere due stati on Sz = ±n/2. Ad esempio,il fotone ha due stati di spin, orrispondenti a Sz = ±1 e non tre, ome ompeterebbe ad unapartiella di spin 1.2.3 Prinipio di Azione per la partiella liberaI risultati della preedente Sezione sono talmente importanti da meritare una derivazioneindipendente. Allo stesso tempo, questo i permette di introdurre la formulazione della dinamiarelativistia basata sul Prinipio di Azione, he ha un' importanza fondamentale nella MeaniaQuantistia.Consideriamo una traiettoria nello spazio-tempo, xµ(t), he parte ed arriva in due eventi�ssati:
xµ(t1) = xµ

1 = (ct1, ~x1) (2.15)
xµ(t2) = xµ

2 = (ct2, ~x2)Data xµ(t), possiamo de�nire l' Azione, S(xµ
1 , x

µ
2 ):

S =

∫ t2

t1

L(~x(t), ~v(t)) dt (2.16)La traiettoria e�ettivamente perorsa e' determinata dal Prinipio di Azione:
• La traiettoria della partiella orrisponde al minimo dell' Azione.Nota la funzione Lagrangiana, il prinipio di Minima Azione da' luogo alle equazioni diLagrange, he in Meania Classia rimpiazzano a tutti gli e�etti le equazioni di Newton, ~F =

m~a:
d

dt

∂L

∂~v
=
∂L

∂~x
(2.17)La rihiesta he le leggi del moto siano invarianti per ambiamento di SI si tradue nel semplieenuniato:

• L' Azione deve essere invariante per trasformazioni di Lorentz.Appliato al nostro aso, questo vuol dire:
L(~x(t), ~v(t)) dt = invariantePer una partiella libera, l' unio invariante non trivialmente ostante e' il tempo proprio, dτ equindi deve essere:

L(~x(t), ~v(t)) dt = −α dτ = −α
√

1 − v2(t)

c2
dt (2.18)



2.4 La relazione massa-energia 19on α una ostante. Il valore di α e' determinato dal limite non relativstio, in ui L deve tendereall' energia inetia della partiella, 1/2mv2, a meno di una ostante additiva irrilevante. Perpioli valori di v(t) troviamo:
L → −α+

αv2

2c2
; (2.19)

→ α = mc2quindi la Lagrangiana della partiella libera e':
L = −mc2

√
1 − v(t)2

c2
(2.20)La quantita' di moto e' data dal momento oniugato alla ~x mentre l' energia e' l' Hamiltoniana.Troviamo quindi:

~p =
∂L

∂~v
= mγ~v (2.21)

H = ~p · ~v − L = γmc2I risultati in (2.21) onfermano la de�nizione del 4-momento data nella (2.6).Le equazioni di Lagrange he disendono dalla (2.20) e dalla (2.17) sono:
d

dt
pi = 0; (i = 1, 2, 3) (2.22)Inoltre, dalla ondizione (2.7) troviamo:
p0dp0 − ~p · d~p = 0 (2.23)e quindi:

d

dt
p0 = 0 (2.24)In totale, abbiamo ottenuto le equazioni del moto ovarianti:

d

dt
pµ = 0 =

d

dτ
pµ (2.25)he esprimono la onservazione della quantita' di moto e dell' energia.2.4 La relazione massa-energiaPer illustrare il signi�ato dell' energia di riposo, onsideriamo un sistema ostituito da diversepartielle (in breve, un gas). Il 4-momento totale e' dato, naturalmente, da:

Pµ =
∑

i

pµ
i ; i.e. (2.26)

~P =
∑

i

~pi; cP 0 = E =
∑

ǫi



20 LA PARTICELLA LIBERA CLASSICAPer un sistema di questo tipo esiste un SI in ui ~P ′ = 0 (sistema del entro di massa). Questo sivede dalla (2.11): orientiamo ~P lungo l' asse x e rihiediamo he sia P ′1 = 0. Troviamo:
β =

cP

E
(2.27)he e' sempre in modulo minore di uno, visto he:

c|~P | < c
∑

i

|~pi| <
∑

ǫi = E (2.28)L' energia totale, E0, in questo sistema di riferimento de�nise la massa di riposo del sistema
E0 = M0c

2 (2.29)mentre l' energia in un altro SI, E′, e' data da una formula analoga alla (2.12):
E′ = γM0c

2 (2.30)Vediamo adesso piu' da viinoM0. Nel limite in ui le partielle del gas sono non-relativistihe,abbiamo:
M0 =

1

c2

∑

i

ǫi ≃
∑

mi +
T

c2
(2.31)dove T e' l' energia inetia ontenuta nel gas. Se aumentiamo o diminuiamo questa energia,saldando o ra�reddando il gas stesso, la massa di riposo varia seondo la legge:

∆M0 =
∆E

c2
(2.32)Se introduiamo un' interazione tra le partielle del gas, questo aggiunge al seonde termine della(2.31) una quantita' V he puo' essere positiva o negativa.La onlusione e' he la massa di riposo di un sistema omposto di�erise dalla somma dellemasse di riposo dei suoi ostituenti e la di�erenza puo' essere liberata (o deve essere fornita)sotto forma di una quantita' di energia data anora dalla relazione (2.32):

∆E = Q = (M0 −
∑

i

mi)c
2 (2.33)Le (2.32) e (2.33) fornisono la relazione massa-energia di Einstein, dalle innumerevoli appli-azioni in �sia e nella pratia.D' ora in avanti, le masse delle partielle atomihe e subatomihe saranno date sempre inunita' di energia, seondo la (2.32), usando le unita': 1 MeV = 1000 KeV = 106 eV.Da riordare:

• elettrone: Me = 0.511 MeV;
• protone: MP = 938.27 MeV; neutrone: MN = 939.57 MeV;
• deutone: MD = 1875.61 MeV.



2.4 La relazione massa-energia 21Un esempio importante. L' energia emessa dal Sole e' prodotta dalla fusione di quattroprotoni in due nulei di Elio. La fusione avviene attraverso una sequenza di rezioni, la osiddettasequenza P-P (questa e' la sequenza prinipale; i sono diverse sequenze seondarie studiate daH. Bethe negli anni '30; riordare he Protone = H1, Deutone = H2):
P + P → H2 + e+ + ν (2.34)
H2 + P → He3 + γ (2.35)
He3 +He3 → 2He4 + P + P (2.36)La reazione omplessiva puo' essere sritta ome:

4P + 2e− → 2He4 + 2e+ + 2e− + 2ν (2.37)I positroni si annihilano on gli elettroni del mezzo liberando energia. Quindi in totale, l' energiatermia liberata ogni 4 protoni e':
Eterm = Q− 2 < Eν > (2.38)
Q = 4MP + 2Me − 2MHe = 26.7MeV

< Eν > e' l' energia media portata via dai neutrini, he lasiano il Sole indisturbati. L'energiadei neutrini e' distribuita on ontinuita' tra zero (assumendo la massa del neutrino trasurabile)e il valore del Q nella formazione del deuterio:
Q(H1 +H1 → H2) = 2MP −MD −Me = 0.42MeV (2.39)Commento. Seondo la Meania Quantistia Relativistia, esistono reazioni in ui alunepartielle possono essere reate o distrutte, ad esempio l' annihilazione protone-antiprotone. Inquesti asi la variazione di energia nella relazione (2.32) inlude l' intera massa di riposo dellepartielle oinvolte.Problema. Sapendo he: (i) il Sole onteneva all' origine ira 1057 protoni, (ii) la ostantesolare (�usso di energia solare sulla Terra) e': K0 = 3.3 · 10−2cal cm−2 sec−1; (iii) la Terra distadal Sole 8 minuti− luce, (iv) l' energia portata dai neutrini e' trasurabile, sapreste stimare ladurata di vita del Sole dalle (2.37) e (2.38)?
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Capitolo 3TEORIA LAGRANGIANA DEICAMPI
3.1 Trasformazioni dei ampiIn Meania Classia si onsiderano due tipi di sistemi �sii. I punti materiali (partielle)he hanno per variabili dinamihe le oordinate ~x(t) e i ampi (onde): sistemi dinamii desrittida una o piu' funzioni ontinue delle oordinate e del tempo:

φ = φ(~x, t) (3.1)L' esempio piu' importante di questo tipo di sistema e' il ampo elettromagnetio desritto dadue vettori in ogni punto, orrispondenti, rispettivamente, ai valori del ampo elettrio, ~E(~x, t)e del ampo magnetio ~B(~x, t).Nella Teoria della Relativita' Speiale dobbiamo de�nire la legge di trasformazione del ampo,la relazione he lega il ampo osservato nel SI O, φ(x), al valore osservato in O′, φ′(x′), inorripondenza ad uno stesso evento nello spazio-tempo, desritto dalle oordinate xµ e x′µ in Oe in O′:
x′µ = Λµ

ν x
ν (3.2)Il aso piu' semplie e' quello di un ampo salare in ui i due valori sono gli stessi:

φ′(x′) = φ(x) (3.3)Le derivate di φ si trasformano ome vettori ontravarianti, Sez ??:
∂φ′(x′)

∂x′µ
=
∂φ(x)

∂x′µ
=
∂xλ

∂x′µ
∂φ(x)

∂xλ
= (Λ−1)λµ

∂φ

∂xλ
(3.4)E' immediato ontrollare he, invee, le derivate rispetto alle xµ trasformano ome vettoriovarianti:

∂φ′(x′)

∂x′µ
= Λµ

λ

∂φ

∂xλ
(3.5)



24 TEORIA LAGRANGIANA DEI CAMPIIn onseguenza, indiheremo le derivate ome:
∂φ

∂xµ
= φµ = ∂µφ;

∂φ

∂xµ
= φµ = ∂µφ. (3.6)Con le derivate suessive, si possono ostruire tensori a molti indii, on le orrispondentiproprieta' di trasformazione:

φν1,ν2,...
µ1,µ2,...(x) =

∂

∂xµ1

∂

∂xµ2
...

∂

∂xν1

∂

∂xν2

...φ(x); (3.7)
(φ′)ν1,ν2,...

µ1,µ2,...(x
′) = (Λ−1)λ1

µ1
(Λ−1)λ2

µ2
...Λν1

ρ1
Λν2

ρ2
...φρ1,ρ2,...

λ1,λ2,...(x)Estendendo il aso del ampo salare, possiamo de�nire dei ampi tensoriali, funzioni di
xµ dotate di un erto numero di indii in alto (ovarianti), ns, e in basso (ontravarianti), ng,
F ν1,ν2,...

µ1,µ2,...(x) le ui leggi di trasformazione sono le stesse della (3.7):
(F ′)ν1,ν2,...

µ1,µ2,...(x
′) = (Λ−1)λ1

µ1
(Λ−1)λ2

µ2
...Λν1

ρ1
Λν2

ρ2
...F ρ1,ρ2,...

λ1,λ2,...(x) (3.8)Esempi importanti sono il tensore antisimmetrio di Maxwell, Fµν(x) = −F νµ(x), he desriveil ampo elettromagnetio, ed il ampo vettoriale, Aµ(x), he desrive il potenziale vettore.Il rango di un tensore (il numero di indii ovarianti e ontravarianti) si puo' ridurre on-traendo gli indii on tensori invarianti (ioe' tali he T ′ = T ). Per le trasformazioni di Lorentzi sono tre tipi di operazioni invarianti:
• ontrazione di un indie ovariante e uno ontravariante on la delta di Kroneker: δµ

ν ;
• ontrazione di due indii ontravarianti on il tensore: gµν (ovvero due indii ovariantion gµν);
• ontrazione on il tensore di Levi-Civita: ǫµνρσ, ompletamente antisimmetrio e de�nitoome:

ǫ0123 = +1 (3.9)
ǫµ1µ2µ3µ4

= 0 (due indici uguali)

ǫµ1µ2µ3µ4
= ±1 : µ1, µ2, µ3, µ4 = permutazione pari/dispari di 0123Per mostrare he il tensore di Levi-Civita e' invariante, onsideriamo:

X0123 = ǫµ1µ2µ3µ4
Λµ1

0 Λµ2

1 Λµ3

2 Λµ4

3 (3.10)X e' la somma di tutti i prodotti formati on elementi presi da righe e da olonne tutte diversetra loro, on il segno della permutazione he trasforma (0, 1, 2, 3,) in (µ1, µ2, µ3, µ4). Quindi
X = detΛ = 1. Inoltre Xµνρσ = 0 se due indii sono eguali, Xµνρσ = ±1 a seonda he lapermutazione sia pari o dispari. Ne segue:

ǫµ1µ2µ3µ4
Λµ1

ρ1
Λµ2

ρ2
Λµ3

ρ3
Λµ4

ρ4
= ǫρ1ρ2ρ3ρ4

(3.11)



3.1 Trasformazioni dei ampi 25e quindi l' invarianza rihiesta.I tensori di un dato rango ns, ng desrivono una varieta' lineare. Un tensore si die riduibilese questa varieta' lineare ontiene sottospazi invarianti sotto le trasformazioni (3.8) he sianonon-triviali (ioe' diversi da 0 e dalla varieta' stessa). Altrimenti il tensore e' irriduibile.Eventuali sottospazi invarianti si possono ottenere proiettando il tensore generio on leoperazioni invarianti desritte prima. Per un tensore irriduibile le operazioni invarianti dannozero o proiettano su tutto lo spazio di partenza.Contraendo ompletamente gli indii di prodotti di ampi tensoriali e delle loro derivate siottengono tensori di rango nullo (privi di indii liberi) he sono invarianti (si trasformano omeil ampo salare nella (3.3)). Queste ombinazioni invarianti sono i blohi on ui ostruire ladensita' di lagrangiana, he desrive la dinamia del ampo.Esempio 1. Un aso importante e' quello dei tensori a due indii ovarianti antisimmetrii.Evidentemente, questi tensori hanno 4 · 3/2 = 6 omponenti indipendenti, he possono essereorganizzate in 3-vettori al modo seguente:
Fµν = −F νµ =




0 B3 −B2 E1

−B3 0 B1 E2

B2 −B1 0 E3

−E1 −E2 −E3 0


 (3.12)L' appliazione del tensore di Levi-Civita porta alla de�nizione del tensore duale, F̄µν :

F̄µν = gµµ1gνν1
1

2
ǫµ1ν1λρ F

λρ =
1

2
ǫµν

λρ F
λρ (3.13)Non e' di�ile vedere he F̄ si ottiene da F on le sostituzioni: ~E → − ~B; ~B → ~E:

F̄µν =




0 E3 −E2 −B1

−E3 0 E1 −B2

E2 −E1 0 −B3

B1 B2 B3 0


 (3.14)L' appliazione del tensore di Levi-Civita trasforma lo spazio di questi tensori in se stesso:

1

2
ǫµν

λρ F
λρ = F̄µν ;

1

2
ǫµν

λρF̄
λρ = −Fµν (3.15)(abbiamo usato la relazione ǫ0123 = −1). A partire da queste relazioni, possiamo de�nire dueomponenti irriduibili, he orrispondono agli autovalori ±i delle trasformazioni di dualita'(3.15):

(X±)µν = Fµν ± iF̄µν (3.16)
1

2
ǫµν

λρ (X±)λρ = ∓i(X±)λρ



26 TEORIA LAGRANGIANA DEI CAMPIPoihe' abbiamo usato solo operazioni invarianti, la deomposizione (3.16) e' invariante pertrasformazioni di Lorentz e lo spazio dei tensori antisimmetrii a due indii si deompone in duesottospazi invarianti di dimensione 3 iasuno.Questi due sottospazi formano un omplesso unio se aggiungiamo l' operazione Parita' (fr.Cap. 1). Sotto Parita', i vettori ~E e ~B si omportano, rispettivamente, ome un vettore polareed un vettore assiale:
P : ~E(~x, t) → − ~E(~−x, t); ~B(~x, t) → + ~B(~−x, t) (3.17)e quindi:

P : X±(~x, t) = f(~E ∓ i ~B) → f(− ~E ∓ i ~B) = −f( ~E ± i ~B) = −X∓(−~x, t) (3.18)Alle stesse onlusioni si arriva onsiderando i due invarianti quadratii he possiamo ostruirea partire da F e F̄ :
L1 =

1

2
FµνFµν = (~E)2 − ( ~B)2 (3.19)

L2 =
1

2
F̄µνFµν = (~E · ~B)La forma delle (3.19) suggerise di onsiderare i vettori omplessi:

(~Z)± = ~E ∓ i ~B; (3.20)
(~Z)± · (~Z)± = L1 ∓ 2L2I quadrati dei due 3-vettori sono separatamente onservati nelle trasformazioni di Lorentz, hequindi trasformano tra di loro le omponenti di iasuno di essi. La trasformazione di Parita'sambia evidentemente Z+ on −Z−.Esempio 2. Tensori a due indii simmetrii, entrambi ovarianti (o ontravarianti): T µν(ovvero Tµν). In questo aso, la proiezione on gµν da' un invariante e lo spazio si deomponenello spazio dei tensori simmetrii e senza traia, gµν T

µν = 0, di dimensione 9, e in uno spaziounidimensionale dei tensori della forma gµν T .Commento. La lassi�azione dei tensori irriduibili e' disussa in [?℄. Da un punto di vistaalgebrio, si trova he il gruppo di Lorentz e' equivalente al prodotto di due gruppi di rotazioni:
L↑

+ = SU(2) ⊗ SU(2). Quindi i tensori irriduibili sono aratterizzati da due momenti angolari:
j1 e j2. I tensori he appartengono alla rappresentazion irriduibile (j1, j2) hanno dimensione
d = (2j1 + 1)(2j2 + 1).I quadrivettori (ontravarianti o ovarianti) orrispondono alla rappresentazione (1/2, 1/2)di SU(2) ⊗ SU(2). I tensori a molti indii desritti prima si ottengono dai prodotti tensorialidi questa rappresentazione. Ad esempio, i tensori a due indii ontravarianti: Tµ,ν sono generatidal prodotto

(1/2, 1/2) ⊗ (1/2, 1/2) = (1 + 0, 1 + 0) = [(1, 1) ⊕ (0, 0)] ⊕ [(1, 0) ⊕ (0, 1)] (3.21)



3.2 Il Prinipio di Azione 27Abbiamo posto le parentesi per separare i tensori simmetrii (quelli senza traia piu' la tra-ia) da quelli antisimmetrii. Notiamo la sempliita' on ui la legge di omposizione dei mo-menti angolari riprodue la deomposizione in omponenti irriduibili, in partiolare la lorodimensionalita'.Problema. Srivere espliitamente le trasformazioni delle omponenti di Fµν per trasforma-zioni di Lorentz Speiali (veloita' lungo l' asse 1) e mostrare he queste trasformano separata-mente tra loro le omponenti di ~E + i ~B e ~E − i ~B. Questo risulatto dimostra anora una voltala deomposizione di Fµν in omponenti invarianti (infatti, la stessa proprieta' e' evidentementevera anhe per le rotazioni spaziali, quindi per tutte le trasformazioni di L↑
+ he si ottengonoombinando i due tipi di trasformazioni).3.2 Il Prinipio di AzioneIn analogia on la meania dei sistemi ad un numero �nito di gradi di liberta', e' onvenientederivare le equazioni del ampo da un Prinipio di Azione. Si introdue l' Azione ome integralesul tempo della Lagrangiana, tra due istanti �ssati, t1 < t2:

S =

∫ t2

t1

L dt (3.22)La Lagrangiana di un sistema di punti e' la somma sui diversi gradi di liberta'. Nel aso delampo, i gradi di liberta' sono loalizzate in ogni punto dell spazio, quindi:
L =

∫
d3x L(φ, φµ, x) (3.23)La funzione L prende il nome di densita' di Lagrangiana, o anhe sempliemente Langrangiana,per brevita', e dipende dai ampi (le variabili dinamihe) e dalle loro derivate. Le derivatetemporali sono la generalizzazione delle veloita', mentre la dipendenza della Lagrangiana dallederivate spaziali permette di aoppiare tra loro i gradi di liberta' in punti viini nello spazio.Abbiamo onsiderato una possibile dipendenza espliita della Lagrangiana dalle oordinatespazio-temporali, per desrivere l' azioni di possibili agenti esterni al sistema dei ampi. Per unsistema isolato, questa dipendenza non puo' esseri e la Lagrangiana dipende dalle oordinatesolo attraverso i ampi e le loro derivate.In termini di L:

S =

∫

V4

d4x L(φ, φµ, x) (3.24)dove V4 e' la regione dello spazio-tempo limitata dalle ipersuper�i Γ1 : t = t1 e , Γ2 : t = t2 .Immaginiamo di �ssare i valori dei ampi su Γ1,2. Il Prinipio di Minima Azione stabilisehe l' e�ettiva evoluzione del ampo tra questi valori e' data dalle funzioni φ(x) = φ̄(~x, t) herendono S minima.Possiamo generalizzare l' eq.(3.24) integrando l' azione tra due ipersuper�i spaziali (ioe'on un vettore normale di tipo tempo). L' invarianza relativistia della teoria si tradue nella



28 TEORIA LAGRANGIANA DEI CAMPIsemplie rihiesta he l' Azione sia relativistiamente invariante. La misura nello spazio-tempoe' essa stessa invariante, visto he, per una trasformazione di Lorentz, Λ:
d4x′ = det(Λ)d4x = d4x (3.25)quindi l' invarianza relativistia rihiede he L si omporti ome un ampo salare. Inoltre, poi-he' nel Prinipio di Azione si stipula di tenere �ssi i ampi sui bordi di V4, possiamo aggiungerealla densita' di Lagrangiana la divergenza di un qualsiasi 4-vettore senza ambiare il minimo dell'Azione e quindi le equazioni del moto.Per riavare le equazioni di�erenziali he determinano l' evoluzione del ampo, poniamo:

φ(x) = φ̄(x) + δφ(x); δφ(~x, t1) = δφ(~x, t2) = 0 (3.26)la ondizione di Minima Azione si tradue nell' equazione:
δS = 0 =

∫
d4x [

∂L

∂φ
δφ+

∂L

∂∂µφ
δ(∂µ)φ] =

∫
d4x [

∂L

∂φ
δφ+

∂L

∂∂µφ
∂µδφ] = (3.27)

=

∫
d4x [

∂L

∂φ
− ∂µ(

∂L

∂∂µφ
)]δφ +

∫
d4x ∂µ(

∂L

∂∂µφ
δφ)poihe' δ(∂µ)φ = ∂µδφ. Dato he le variazioni dei ampi si annullano al bordo della regione diintegrazione, l' ultimo termine nella (3.27) e' nullo. Inoltre, la (3.27) deve valere per variazioni δφarbitrarie, quindi la funzione tra parentesi quadre si deve annullare identiamente in x. Troviamoosi' le equazioni di Eulero-Lagrange:

∂µ(
∂L

∂∂µφ
) =

∂L

∂φ
(3.28)un sistema di equazioni di�erenziali alle derivate parziali. Naturalmente, se abbiamo diversiampi φi, i = 1, ..., N , abbiamo un' equazione per iasuna omponente.Nella meania Newtoniana, il moto di un punto e' determinato se diamo posizione e veloita'ad un istante �ssato. L' estensione di questo prinipio sta nel rihiedere he L sia al piu' quadra-tia nelle derivate dei ampi e noi seguiremo questo prinipio. In questo aso, ∂L/∂∂µφ e' linearein ∂µφ, l' equazione di Eulero-Lagrange e' alle derivate seonde e la soluzione e' determinata unavolta assegnati il ampo e la sua derivata temporale sull' ipersuper�ie t = t1.3.3 Hamiltoniana e formalismo anonioIl passaggio al formalismo anonio inizia on la de�nizione del momento oniugato a iasunavariabile dinamia. Nel aso di una teoria di ampo, de�niamo la densita' di momento oniugato:

π(~x, t) =
∂L

∂tφ
(3.29)e si intende he l' equazione (3.29) deve servire ad esprimere ∂tφ in funzione di φ, ~∇φ, π.Suessivamente si de�nise la densita' di Hamiltoniana:

H (π, φ) = π∂tφ− L; H =

∫
d3xH . (3.30)



3.4 Simmetrie ontinue 29Da notare he la densita' di Hamiltoniana e' una grandezza ausiliaria: solo l' Hamiltoniana e'�siamente rilevante mentre la densita' di Hamiltoniana e' de�nita a meno della 3-divergenza diun vettore, he si integra a zero quando i ampi si annullano all' in�nito.Le equazioni del moto dei ampi si ottengono sempliemente di�erenziando la (3.30) edusando le equazioni di Eulero-Lagrange.Poniamo:
φ(x) = φ̄(x) + δφ(x); π(x) = π̄(x) + δπ(x) (3.31)Troviamo allora:

δH =

∫
d3x

(
∂tφ δπ + πδ(∂tφ) − ∂L

∂φ
δφ− ∂L

∂~∇φ
· δ(~∇φ) − ∂L

∂∂tφ
δ(∂tφ)

)
− (3.32)

−
∫
d3x

∂L

∂t
δt =

=

∫
d3x

(
∂tφ δπ − ∂tπ δφ− ~∇ · ( ∂L

∂~∇φ
δφ)

)
−
∫
d3x

∂L

∂t
δt.dove abbiamo usato le equazioni di Eulero-Lagrange nella forma:

∂L

∂φ
+ ~∇ ∂L

∂~∇φ
= ∂t

∂L

∂∂tφ
= ∂tπ (3.33)Possiamo sartare la 3-divergenza dal di�erenziale dell' Hamiltoniana. Eguagliando i oe�-ienti dei di�erenziali alle orrispondenti derivate parziali, troviamo le equazion di Hamilton:

∂tφ =
δH

δπ(x)
=
∂H

∂π
; (3.34)

∂tπ = − δH

δφ(x)
= −(

∂H

∂φ
− ~∇ · ∂H

∂~∇φ
);

∂H

∂t
= −∂L

∂tNella seonda equazione appare la derivata rispetto a ~∇φ, dovuta al fatto he in L, e quindiin H , abbiamo trattato separatamente la dipendenza da φ e da ~∇φ. Di fatto tutto il terminetra parentesi orrisponde alla quantita' (∂H/∂q) nel aso di un grado di liberta'. Dalla terzaequazione troviamo:
dH

dt
=

∫
d3x

∂H

∂t
= −

∫
d3x

∂L

∂t
(3.35)Per un sistema isolato, ome abbiamo visto, la densita' di Lagrangiana puo' dipendere dal puntodello spazio-tempo solo attraverso i ampi. Di onseguenza, per un sistema isolato ritroviamola legge di onservazione dell' energia: l' Hamiltoniana di un sistema isolato e' una ostante delmoto. Lo stesso vale sotto la ondizione piu' debole he il sistema sia indipendente dal tempo.3.4 Simmetrie ontinueIn questa Sezione onsideriamo le trasformazioni assoiate ad un gruppo di simmetria, re-stringendoi ai gruppi ontinui. In questo aso, esistono trasformazioni in�nitesimamemnte viine



30 TEORIA LAGRANGIANA DEI CAMPIalla trasformazione identia e on i prodotti di trasformazioni in�nitesime possiamo raggiunge-re tutte le traformazioni del gruppo (almeno per quanto riguarda la omponente onnessa all'idenitita'). Possiamo quindi esplorare le onseguenze della simmetria sotto un gruppo ontinuorestringendoi alle trasformazioni in�nitesime.Consideriamo il aso generale in ui le trasformazioni agisono sia sulle oordinate he suiampi. Questo avviene, ad esempio, per le trasformazioni del Gruppo di Poinare', il omplessodelle trasfromazioni di Lorentz Speiali e delle traslazioni dell' origine dello spazio-tempo. IlGruppo di Pooinare' e' il gruppo di simmetria naturale della Relativita' Ristretta.Le simmetrie assoiate a trasformazioni he lasiano le oordinate invarianti prendono il nomedi simmetrie interne.Consideriamo un ampo φ e la trasformazione individuata dalle variazioni in�nitesime:
x′µ = xµ + δxµ; (3.36)
φ′(x′) = φ(x) + δTφPer sempliita', abbiamo omesso nella (3.36) eventuali indii del ampo φ, he sono sottointesi.Indihiamo δTφ ome la variazione totale del ampo. Possiamo deomporre δTφ al modo seguente:

δTφ = φ′(x′) − φ(x) = φ′(x′) − φ(x′) + φ(x′) − φ(x) = δφ(x) + ∂µφ(x)δxµ (3.37)La variazione totale e' la somma della variazione funzionale, δφ, e di una traslazione di δxµ.La simmetria della nostra teoria si esprime sempliemente rihiedendo he il minimo dell'Azione sia invariante sotto le trasformazioni (3.36). In termini matematii, questo implia he:
δS = 0 (3.38)ovvero he:

δT (L d4x) = 0 (3.39)In quanto segue, i limiteremo ai asi in ui le trasformazione di oordinate lasiano invariantela misura d4x (ome avviene per il Gruppo di Poinare'). Questo rihiede he:
d4x′ = ||∂x

′

∂x
||d4x = det(δλ

µ +
∂x′λ

∂xµ
)d4x = d4x (3.40)Se usiamo l' identita':

det(1 + ǫ) = 1 + Traccia(ǫ) (3.41)valida a meno di termini di ordine superiore nella matrie in�nitesima ǫ, la ondizione diinvarianza della misura di integrazione prende la forma:
1 = 1 + ∂µδx

µ; cioe′ (3.42)
∂µδx

µ = 0In queste ondizioni, la (3.39) rihiede sempliemente he la densita' di Lagrangiana sia inva-riante:
δT L = L′(φ′, ∂φ′, x′) − L(φ, ∂φ, x) = 0 (3.43)Nel aso delle trasformazioni di Lorentz, la rihiesta e' soddisfatta se ostruiamo la densita'di Lagrangiana ome polinomio nei ampi e nelle loro derivate, saturando gli indii in modoinvariante, ome indiato nella Lezione 3.



3.5 Il Teorema di Noether 313.5 Il Teorema di NoetherEspliitiamo la relazione (3.43) usando la (3.37). Troviamo:
0 = δL +

∂L

∂xµ
δxµ =

∂L

∂φ
δφ+

∂L

∂ ∂µφ
δ(∂µφ) +

∂L

∂xµ
δxµ = (3.44)

= [
∂L

∂φ
− ∂µ(

∂L

∂ ∂µφ
)]δφ+ ∂µ[(

∂L

∂ ∂µφ
)δφ] +

∂L

∂xµ
δxµUsando le equazioni del moto e la relazione (10.41), otteniamo l' equazione di onservazione:

∂µ[(
∂L

∂ ∂µφ
)δφ + Lδxµ] = 0 (3.45)Possiamo esprimere le variazioni in�nitesime dei ampi e delle oordinate ome ombinazionilineari dei parametri in�nitesimi he aratterizzano la trasformazione:

δxµ =
∑

A

ǫA (∆A)µ(x); δφ =
∑

A

ǫA (ΣA)φ (3.46)dove ∆A e ΣA sono le matrii he rappresentano i generatori delle trasformazioni in�nitesimesulle oordinate e sui ampi. Poihe' la (9.21) deve essere soddisfatta per valori arbitrari deiparametri in�nitesimi, otteniamo le equazioni di onservazione:
∂µ(JA)µ = ∂µ[(

∂L

∂ ∂µφ
)ΣAφ+ (∆A)µ L] (3.47)per le orrenti assoiate a iasun generatore in�nitesimo. Il risultato (3.47) rappresenta ilTeorema di Noether:

• Ad ogni generatore in�nitesimo di una simmetria ontinua e' assoiata una orrente on-servata.La orrente onservata e' determinata dalla densita' di Lagrangiana, seondo la formulaanonia:
(JA)µ = (

∂L

∂ ∂µφ
)ΣAφ+ (∆A)µ L (3.48)La orrente onservata determina una ostante del moto additiva, rappresentata dall' inte-grale su tutto lo spazio della sua omponente temporale. Sriviamo:

(JA)µ = ((JA)0,
1

c
~JA) (3.49)e integriamo l' equazione di onservazione su un volume �sso (x0 = ct):

∫

V
d3x[

∂

∂t
(JA)0 + ~∇ · ~JA] =

d

dt
QA +

∫

Σ
dσ ~n · ~JA = 0 (3.50)



32 TEORIA LAGRANGIANA DEI CAMPIdove QA =
∫
V d

3x (JA)0. L' equazione (3.50) esprime il fatto he una variazione della ariaontenuta all' interno del volume V e' bilaniata da un orrispondente �usso della densita' diorrente attraverso la super�ie Σ di V. Se estendiamo l' integrazione a tutto lo spazio, l' inte-grale di super�ie si annulla, visto l' annullarsi dei ampi all' in�nito, ed otteniamo la legge dionservazione della aria totale:
d

dt
QA = 0 (3.51)Se le trasformazioni di simmetria oinvolgono lo spazio tempo, l' indie A inlude uno o piu'indii vettoriali e la (3.48) si trasforma in realta' ome un tensore di rango superiore.Pr simmetrie interne, in ui le trasformazioni del gruppo di simmetria non oinvolgono lospazio tempo, la aria totale e' un invariante di Lorentz. Per veri�are questa proprieta',onsideriamo due ipersuper�i: Γ0, orrispondente a t = 0 nel nostro sistema di riferimento, e

Γ1, orrispondente a t′ = cost in un sistema trasformato di Lorentz. Integriamo l' equazione dionservazione nel volume 4-dimensionale limitato da queste due ipersuper�i. Otteniamo:
0 =

∫
∂µJ

µ d4x = −
∫

Γ0

nµJ
µdΓ0 +

∫

Γ1

n′µJ
µdΓ1 + I (3.52)dove nµ ed n′µ sono le normali alle due ipersuper�i, he puntano nella direzione tempo dei duesistemi di riferimento e I rappresenta il ontributo delle super�i laterali del nostro 4-volume.Se faiamo tendere verso l' in�nito queste super�i, I → 0 ed abbiamo dunque:

∫

Γ0

nµJ
µdΓ0 =

∫

Γ1

n′µJ
µdΓ1; i.e. (3.53)

∫
d3x J0(~x, t) =

∫
d3x′ J0(~x′, t′).Il teorema di Noether stabilise l' esistenza di un dato numero di orrenti onservate, manon ne determina univoamente la forma. Possiamo aggiungere alla orrente nella (3.48) unaltro 4-vettore purhe' onservato, in virtu' delle equazioni del moto o per motivi algebrii. Unesempio del seondo aso e' dato dalla 4-divergenza di un tensore antisimmetrio:

sµ = ∂λ T
λµ (3.54)Se T λµ = −T µλ la orrente sµ e' trivialmente onservata: ∂µ∂λT

µλ = 0 in virtu' dell'antisimmetria di T . In questo aso, l' aggiunta di sµ modi�a la orrente ma non la ariaonservata, in quanto: ∫
d3x s0 =

∫
d3x ∂i · T i0 = 0 (3.55)se i ampi si annullano all' in�nito.3.6 Tensore impulso-energia e tensore dei momentiConsideriamo espliitamente la trasformazioni del gruppo di Poinare', ottenute omponendole traslazioni nello spazio-tempo e le trasformazioni di Lorentz speiali.



3.6 Tensore impulso-energia e tensore dei momenti 331.Traslazioni nello spazio-tempo. Sono le trasformazioni di oordinate:
x′µ = xµ + aµ (3.56)on aµ = ostante. Per i ampi, poniamo:
φ′(x′) = φ(x) (3.57)(eventuali indii tensoriali di φ non sono toati dalla trasformazione).L' invarianza per traslazioni rihiede he la dipendenza funzionale di L′ dai ampi φ′ e dalleloro derivate sia la stessa di L dai ampi senza aento. Di onseguenza, usando la (3.57):

L′(φ′, (∂φ)′, x′) = L(φ′, (∂φ)′, x′) = L(φ, (∂φ), x + a) (3.58)L' invarianza per traslazioni dell' Azione, eq.(3.43), rihiede dunque he L non dipendaespliitamente da x.Dalla (3.57) riaviamo la forma della variazione funzionale dei ampi:
δTφ = 0 = δφ+ (∂µφ)aµ; (3.59)
δφ = −(∂µφ)aµLa orrente onservata riavata dalla (3.48) e dalla (3.59) e' un tensore di rango due heprende il nome di �tensore energia-impulso anonio:
T µ,ν =

∂L

∂∂µφ
∂νφ − gµνL; (3.60)

∂µ T
µ,ν = 0In e�etti, la omponente 00 e' proprio la densita' di Hamiltoniana, de�nita nella Lez. 3:

T 0,0 =
∂L

∂∂tφ
∂tφ − L = π ∂tφ − L (3.61)in orrispondenza, l' integrale spaziale di T 0,0 e' l' Hamiltoniana del sistema, l' integrale primoassoiata all' indipendenza dal tempo del sistema (ioe' all' invarianza rispetto a traslazioni deltempo: ct→ ct+ a0):

H =

∫
d3x T 0,0 = E (3.62)

d

dt
E = 0L' energia e' la omponente temporale di un 4-vettore, le ui omponenti spaziali sono laquantita' di moto (Lez.2). Possiamo dunque identi�are:

∫
d3x T 0,µ = Pµ (3.63)on il 4-momento omplessivo del ampo.



34 TEORIA LAGRANGIANA DEI CAMPIIl teorema di Noether i assiura he le omponenti di Pµ sono onservate per sistemi in-dipendenti dalla posizione nello spazio-tempo. Troviamo osi' l' importante risultato seondoui onservazione di energia e momento sono onseguenza dell' invarianza per traslazioni spazio-temporali. Per un sistema isolato, l' invarianza per traslazioni e' assoiata all' omogenita' dellospazio-tempo: la onservazione del 4-momento per questi sistemi fornise una prova onreta diquesto importante fatto �sio.2. Trasformazioni di Lorentz. Sono assoiate alle trasformazioni di oordinate:
x′µ = Λµ

ν x
ν (3.64)Per trasformazioni in�nitesime, poniamo:

Λµ
ν = δµ

ν + ǫµν (3.65)I parametri in�nitesimi ǫµν non sono tuttavia indipendenti, perhe' le matrii Λ devono essere talida lasiare invariante il tensore metrio (Lez. 1):
ΛT gΛ = g; i.e. (3.66)
ǫλµgλν + gµλǫ

λ
ν = ǫµν + ǫνµ = 0dove abbiamo tenuto i termini �no al primo ordine in ǫ ed abbiamo de�nito un nuove tensorein�nitesimo on due indii ontravarianti, ǫµν . La ondizione (3.66) i die he questo tensoredeve essere antisimmetrio nei due indii. Le (3.64) si risrivono ome:

x′µ = xµ + gµαxβǫαβ ; (3.67)
δxµ =

1

2
ǫαβ(gµαxβ − gµβxα)Le trasformazioni di Lorentz in�nitesime dipendono dunque da sei parametri: tre per lerotazioni spaziali (ǫij = −ǫji; i 6= j = 1, 2, 3) e tre per le trasformazioni di Lorentz speiali(ǫ0i = −ǫi0; i = 1, 2, 3).Per ampi tensoriali generii, le trasformazioni sono quelle date nella Lez. 3. Useremo qui unanotazione piu' ompatta he si applia anhe al aso piu' generale di ampi spinoriali. De�niamoun indie he perorre tutte le omponenti indipendenti del ampo, he indihiamo on M, N, et.La trasformazione in�nitesima assoiata ai parametri ǫµν (µ, ν = 0, 1, 2, 3) sono trasformazionisui ampi φM date dalla ombinazione lineare di ǫµν on sei matrii Σµν

MN , antisimmetrihe in
µν, assoiate ai generatori delle trasformazioni di Lorentz sui ampi stessi:

φ′M (x′) = (δMN +
1

2
ǫµνΣµν

MN )φN (x) (3.68)(Il fattore 1/2 e' onvenzionale, la somma sugli indii ripetuti e' sottointesa in tutti i asi).La variazione funzionale dei ampi si ottiene da δTφ:
δTφM =

1

2
ǫµνΣµν

MNφN (x) = δφM + ∂µφM δxµ; i.e. (3.69)
δφM =

1

2
[Σαβ

MNφN (x) − ∂µφM (gµαxβ − gµβxα)]ǫαβ



3.6 Tensore impulso-energia e tensore dei momenti 35Con queste posizioni, possiamo srivere la orrente onservata in�nitesima ome:
δM µ =

∂L

∂∂µφM
δφM + δxµ L = (3.70)

=
1

2
ǫαβ [− ∂L

∂∂µφM
∂λφM (gλαxβ − gλβxα) + (gµαxβ − gµβxα)L +

∂L

∂∂µφM
Σαβ

MN φN ] =

=
1

2
ǫαβ [(xα T µ,β − xβ T µ,α) +

∂L

∂∂µφM
Σαβ

MN φN ]Questo risultato i porta a de�nire il tensore anonio del momento angolare:
M µ[αβ] = (xα T µ,β − xβ T µ,α) + Σµ[αβ]; (3.71)
Σµ[αβ] =

∂L

∂∂µφM
Σαβ

MN φN ;

∂µM µ[αβ] = 0Le omponenti assoiate alle rotazioni spaziali (αβ = ij) danno ome aria onservata ilmomento angolare totale del ampo, ad es.:
J1 =

∫
d3x M 0[23] =

∫
d3x[(x2T 0,3 − x1T 0,2) + Σ0[23]] (3.72)Commento . Sarebbe suggestivo identi�are il primo termine nella (3.72) ome dovuto almomento angolare orbitale ed il seondo al momento angolare intrinseo del ampo (he in Me-ania Quantistia orrispondera' allo spin dei quanti del ampo). In e�etti, nel aso del amposalare, il seobndo termine e' assente. Tuttavia, i due termini separatamente sono ambigui, o-me vedremo nella Sezione prossima. Ad esempio, possiamo ride�nire il tensore energia-impulsoin modo da eliminare ompletamente il seondo termine. Le unihe quantita' �siamente nonambigue sono le ostanti del moto, ~J.Il tensore energia-impulso simmetrio Nella Teoria della Relativita' Generale, le equa-zioni di Einstein, he ollegano il tensore energia-impulso alla geometria dello spazio-tempo,rihiedono he il tensore energia-impulso sia simmetrio nei due indii. In generale, il tensoreenergia-impulso anonio de�nito dalla (3.60) non e' simmetrio. Tuttavia, faendo uso delle am-biguita' inerenti la sua de�nizione, e' possibile ostruire un nuovo tensore energia-impulso, θµν,simmetrio e onservato allo stesso tempo. La ostruzione generale del tensore energia-impulsosimmetrio a partire dal tensore anonio e' dovuta a Belinfante e Rosenfeld [2℄.Il punto di partenza per la ostruzione di θµν e' l' equazione di onservazione di M µ[αβ].Usando la (3.71), troviamo:

0 = ∂µM µ[αβ] = Tα,β − T β,α + ∂µΣµ[αβ] (3.73)La parte antisimmetria di T µ,ν puo' essere quinidi eliminata in favore della 4-divergenza di Σ,e possiamo de�nire la parte simmetria di T µ,ν seondo la :
Sµν = T µ,ν +

1

2
∂λΣλ[µν] = Sνµ (3.74)



36 TEORIA LAGRANGIANA DEI CAMPIQuesto tensore non e' anora la soluzione del problema, in quanto Sµν non e' onservato:
∂µS

µν =
1

2
∂λ∂µΣλ[µν] (3.75)Tuttavia, questo risultato oinide on la 4-divergenza del tensore simmetrio:

R(µν) =
1

2
[∂λΣµ[λν] + ∂λΣν[λµ]]; (3.76)

∂µR(µν) =
1

2
∂λ∂µΣµ[λα]De�niamo quinidi:

θµν = T µ,ν +
1

2
∂λ[Σλ[µν] + Σµ[νλ] − Σν[λµ]] (3.77)il nuovo tensore e' simmetrio e onservato. Caloliamo la aria orrispondente:

∫
d3x θ0ν =

∫
d3x[T 0,ν +

1

2
∂λ(Σλ[0ν] + Σ0[νλ] − Σν[λ0])] (3.78)Nei termini on le derivate dobbiamo tenere solo quelli on λ = 0, i termini on le derivatespaziali orrispondono a termini di super�ie he si annullano all' in�nito. Otteniamo:

∫
d3x θ0ν =

∫
d3x[T 0,ν +

1

2
(∂0(Σ

0[0ν] + Σ0[ν0] − Σν[00])] =

∫
d3x T 0,ν (3.79)data l' antisimmetria di Σµ[νλ] in νλ. Quindi il tensore θµν e' un sostituto perfettamente legittimodel tensore energia-impulso anonio.Una onseguenza importante di quanto visto dianzi e' he possiamo ostruire un nuovo tensoredei momenti basato su θµν:

M̃ µ[αβ] = xαθµβ − xβθµα (3.80)Questo nuovo tensore e' onservato, poihe' θ e' simmetrio e onservato, e rappresenta unlegittimo sostituto del tensore anonio. Notiamo he, apparentemente, il momento angolare e'ora eslusivamente orbitale, la prova he la separazione tra momento orbitale e momento di spinnon e' �siamente signi�ativa in una teoria relativistia.Con il nuovo tensore dei momenti possiamo analizzare le ostanti del moto assoiate alletrasformazioni di Lorentz speiali. Troviamo:
K i =

∫
d3xM̃ 0[0i] =

∫
d3x(ctθ0i − xiθ00) = cost. (3.81)La ostanza di Ki esprime sempliemente il fatto he il barientro dell' energia, per un sistemaisolato, si muove di moto rettilineo uniforme:

< xi >=

∫
d3x xiθ00

∫
d3x θ00

(3.82)
< xi >= ct ·

∫
d3x θ0i

∫
d3x θ00

+ cost.



3.6 Tensore impulso-energia e tensore dei momenti 37Problema. Mostrare he le arihe orrispondenti al tensore dei momenti nella (3.80) oini-dono on quelle del tensore anonio (3.71).
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Capitolo 4QUANTIZZAZIONE DELL'EQUAZIONE DI KLEIN GORDON
4.1 Il ampo salare realeIl ampo salare reale fornise l' esempio piu' semplie di quanto detto �nora. Possiamosegliere, in generale:

L =
1

2
(∂µφ)(∂µφ) − 1

2
m2φ2 − V (φ) (4.1)

m e' una ostante di dimensione [lunghezza]−1, V (φ) e' una funzione di grado superiore alseondo in φ.Dalla (4.1) troviamo le equazioni di Eulero-Lagrange:
2φ+m2φ+

∂V

∂φ
= 0 (4.2)nel aso V = 0, troviamo l'equazione di Klein-Gordon:

(2 +m2)φ = 0 (4.3)he ostituise la piu' semplie equazione di ampo relativistia.Per ostruire l' Hamiltoniana, aloliamo la densita' di momento oniugato (riordiamo he
x0 = ct):

π =
∂L

∂t
=

1

c2
∂tφ (4.4)osihe':

H = π ∂tφ− L =
1

2
[c2π2 + (∇̃φ)2 + m2φ2 + V (φ)] (4.5)La stabilita' del ampo rihiede he l' Hamiltoniana sia inferiormente limitata, al variare di

φ su tutte le on�gurazioni possibili. Restringendoi alle on�gurazioni spazialmente ostanti,vediamo dalla (4.5) he V (φ) deve essere limitata inferiormente.



40 QUANTIZZAZIONE DELL' EQUAZIONE DI KLEIN GORDONLe equazioni di Hamilton sono:
∂tφ = c2π; (4.6)
∂tπ = −(m2φ+

∂V

∂φ
− ~∇ · ~∇φ)sostituendo la prima nella seonda ritroviamo, naturalmente, l' equazione relativistiamenteinvariante (4.2).Commento . La (4.1) rappresenta la forma piu' generale di lagrangiana invariante e qua-dratia nelle derivate. Si potrebbe aggiungere un termine lineare in φ. Anhe in presenza diun termine di questo tipo, il potenziale V (φ) nell' Hamiltoniana deve avere un minimo assoluto.Possiamo quindi eliminare il termine lineare on un ambiamento di variabile: φ′ = φ − φ0,

∂µφ′ = ∂µφdove φ0 e' il punto di minimo. Lo sviluppo di L in φ′ non ontiene piu' il terminelineare.4.1.1 Soluzione generale dell' Equazione di Klein-GordonRiprendiamo l' equazione di Klein-Gordon (K-G):
(2 +m2)φ = 0he vogliamo risolvere on ondizioni periodihe ai bordi di un grande volume ubio spaziale dispigolo L:

φ(x, y, z, t) = φ(x+ L, y, z, ), etc.La soluzione generia ha la forma di un'onda piana:
φ = Ne−ikµxµ

; kµ = (k0, ~k)dove ~k e' il vettore numero d'onda. La ondizione di periodiita' implia:
k1L = 2πn1, etc.→ ~k =

2π

L
(n1, n2, n3) (4.7)dove ni sono interi relativi arbitrari. L'equazione di Klein-Gordon, a sua volta, rihiede:

kµk
µ −m2 = 0da ui deduiamo le due soluzioni:

k0 = ±ω
c
;
ω

c
=

√
(m)2 + (~k)2 (4.8)La soluzione generale dell' equazione di K-G e' una sovrapposizione delle onde piane appenatrovate. Per ogni ~k abbiamo due onde piane, a frequenza positiva, e−iωt, e frequenza negativa,

e+iωt. Sriviamo:
φ(x) = Σ~nN(ω)[a(~k) e−i(ωt−~k·~x) + c(~k) e+i(ωt+~k·~x)] (4.9)



4.1 Il ampo salare reale 41dove N e' un fattore di normalizzazione he de�niremo tra poo e la somma va su tutti i vettoria omponenti intere. Nel seondo termine possiamo sommare su −~n e de�nire c(−~k) = b∗(~k):
φ(x) = Σ~nN(ω)[a(~k) e−i(ωt−~k·~x) + b∗(~k) e+i(ωt−~k·~x)] = (4.10)
= Σ~nN(ω)[a(~k) e−ikµxµ

+ b∗(~k) e+ikµxµ

]dove, da ora in poi, porremo kµ = (ω
c ,
~k).La soluzione generale (4.10) produe un ampo in generale omplesso. Per un ampo reale,dobbiamo avere b(~k) = a(~k) e troviamo:

φ(x) = Σ~nN(ω)[a(~k) e−ikµxµ

+ a∗(~k) e+ikµxµ

] (4.11)La φ data dalla (4.11) e' reale e dipende da due funzioni reali di ~k, la parte reale e la parteimmaginaria di a(~k). Questo orrisponde al fatto he per determinare ompletamente φ oorredare due omplessi di dati iniziali: i valori di φ(~x, 0) e di ∂tφ(~x, 0).Per onludere questa Sezione, possiamo dare espliitamente la relazione tra a(~k) e i datiiniziali. Consideriamo il sistema di funzioni f~k(x), soluzioni delle' quazione di K-G a frequenzapositiva:
f~k(x) = Ne−ikµxµ (4.12)Usando le ondizioni di ortonormalita' delle funzioni esponenziali, possiamo alolare le dueproiezioni (riordiamo he ω(~k) = ω(−~k)):

X =

∫
d3x [(∂tf~k(~x, t))

∗ φ(~x, t)]t=0 = iω(~k)N2 V [a(~k) + a∗(−~k)];

Y =

∫
d3x [(f~k(~x, t))

∗ ∂tφ(~x, t)]t=0 = −iω(~k)N2 V [a(~k) − a∗(−~k)];da ui possiamo riavare a(~k). Se segliamo N = (2ω(~k)V )−1/2, si trova:
a(~k) = i(Y −X) = i

∫
d3x[f∗~k · (∂tφ) − (∂tf

∗
~k
) · φ]t=0

φ(x) = Σ~n
1√
2ωV

[a(~k) e−ikµxµ

+ a∗(~k) e+ikµxµ

] (4.13)Il ampo di Klein-Gordon omplesso. L' estensione al aso di un ampo omplesso e′immediata. La lagrangiana si srive:
L = (∂µφ)(∂µφ

∗) −m2φ2 − V (φ∗) (4.14)he ondue di nuovo all' equazione di Klein-Gordon (4.3) per φ e φ∗.La lagrangiana (4.14) esibise una simmetria per ambiamenti di fase ostante, questa voltauna simmetria interna:
φ(x) → eiαφ(x); φ(x)∗ → e−iαφ(x)∗ (4.15)In termini della parte reale ed immaginaria di φ:

φ =
φ1 + iφ2

√
2



42 QUANTIZZAZIONE DELL' EQUAZIONE DI KLEIN GORDONla lagrangiana (4.14) si ridue alla somma di due lagrangiane identihe per i ampi reali φ1 e φ2.La simmetria (4.15), in questa nuova rappresentazione, orrisponde ad una rotazione ortogonaledei ampi φ1,2 tra di loro:
φi = Oijφj OTO = 1 (4.16)Il ampo omplesso φ si puo′ di nuovo sviluppare nelle soluzioni dell' equazione di Klein-Gordon seondo la (4.10) ma ora a(~k) e b(~k) sono indipendenti:

φ(x) == Σ~n
1√
2ωV

[a(~k) e−ikµxµ

+ b∗(~k) e+ikµxµ

] (4.17)Problema Usando l' equazione di K-G, dimostrate he:
∫
d3x[f∗~k · (∂tφ) − (∂tf

∗
~k
) · φ]e' indipendente dal tempo: le ampiezze di osillazione di iasun modo normale del ampoostituisono un insieme di in�nite ostanti del moto.Limite del ontinuo L' inlusione del sistema in un ubo di spigolo L e' un arti�io ma-termatio he serve ad avere uno spettro disreto di soluzione per l' equazione di K-G. Alla �ne,oorre in genere passare al limite L → ∞. La somma sui vettori interi, in questo limite, tendead un integrale sulla densita' degli osillatori, di ui diamo la forma espliita. Dalla (4.7) si vedehe l' intervallo ∆n1 orrisponde a L

2π∆k1, et.. Quindi:
Σ~n...→ V

∫
∆k1∆k2∆k3

(2π)3
... = V

∫
d3k

(2π)3
...4.1.2 Le funzioni di Green del ampo salareConsideriamo, adesso, le soluzioni dell' equazione del moto del ampo reale in presenza diuna sorgente assegnata, J(x):

(−2 − µ2)φ(x) = J(x) (4.18)L' equazione omogenea assoiata e' l' equazione di Klein-Gordon, (4.3).Le soluzioni della (4.18) si ottengono a partire dalla funzione di Green del problema, lasoluzione dell' equazione relativa ad una sorgente puntiforme desritta da una funzione delta diDira loalizzata nell' origine dello spazio-tempo:
(−2 − µ2)G(x) = δ(4)(x) (4.19)Data la funzione di Green, la soluzione della (4.18) e' sempliemente:

φ(x) =

∫
d4x′ G(x− x′)J(x′) (4.20)ome si veri�a failmente.



4.1 Il ampo salare reale 43Di funzioni di Green e ne sono, naturalmente, un numero in�nito, iasuna determinatadalle partiolari ondizioni al ontorno he assegnamo alla (4.19). Queste soluzioni di�erisonotra loro per una soluzione dell' equazione omogenea, per ui la soluzione generale della (4.18) sisrive:
φ(x) =

∫
d4x′ G(x− x′)J(x′) + φ0(x) (4.21)dove G e' una funzione di Green �ssata e φ0 la soluzione generale dell' equazione di K-G omogenea(4.3), he abbiamo aratterizzato in preedenza, (4.13).Per risolvere la (4.19) si usano le trasformate di Fourier. Data una f(x), de�niamo la suatrasformata di Fourier (i poniamo direttamente nel limite V → ∞):

f̃(k) =

∫
d4x f(x)ei(k·x); f(x) =

1

(2π)4

∫
d4kf̃(k)e−i(k·x) (4.22)L' eq.(4.19) e la (4.20) diventano quindi:

G̃(k) =
1

k2 − µ2
;

φ̃(k) = G̃(k) · J̃(k) (4.23)Una soluzione partiolare della (4.18) si trova formalmente dalla (4.23):
φ(x) =

∫
d4ke−i(k·x) 1

k2 − µ2
· J̃(k) (4.24)Per dare un signi�ato preiso alla (4.24) dobbiamo tenere onto del fatto he il denominatorenell' integrale e' singolare nei punti he orrispondonon alla propagazione delle onde libere, (4.8).Per fare questo, e' onveniente porsi nel piano omplesso della variabile k0. Le singolarita' di

G̃(k) si trovano sull' asse reale, per k0 = ±ω, ed ogni partiolare soluzione si trova assegnandoun ammino nel piano omplesso per l' eseuzione dell' integrale in k0.Per essere de�niti onsideriamo l' integrale:
F (x) =

∫

C

d4k
−1

k2 − µ2
g̃(k)e−i(kx) (4.25)on g̃(k) una funzione data, analitia in k0 e C un ammino assegnato nel piano omplesso di

k0. Dobbiamo distinguere separatmente l' integrazione sui ammini hiusi e sui ammini aperti.1. Cammini hiusi. Questi integrali danno soluzioni dell' equazione omogenea. Infatti, appli-ando l' operatore di Klein-Gordon, si ottiene un fattore k2 − µ2 al numeratore dell'integrando,he elimina il polo; a questo punto possiamo ridurre a zero il ammino di integrazione, ottenendoquindi:
(2 + µ2)F (x) = 0Usando il teorema dei residui, si vede failmente he l' integrale e' uguale a zero, se il amminonon inlude aluna delle due singolaritá, ovvero e' una ombinazione delle due soluzioni dell'omogenea, rappresentate dai residui degli integrali intorno a iasune singolaritá.



44 QUANTIZZAZIONE DELL' EQUAZIONE DI KLEIN GORDONIndihiamo on C+ un ammino he gira (una sola volta!) in senso orario intorno al punto
k0 = +ω(k) e de�niamo:

i∆(+)(x) =
1

(2π)4

∫

C+

d4k e−i(k·x) i

k2 − µ2
=

=
1

(2π)4

∫
d3k

∫

C+

dk0 i

(k0 − ω)(k0 + ω)
e−i(k·x);

i∆(+)(x) =
1

(2π)3

∫
d3k

2ω
e−i(ωt−~k·~x) =

1

(2π)3

∫
d3k

2ω
e−i(k·x) (4.26)Analogamente, indihiamo on C− il ammino he gira in verso orario intorno alla singolarita'in k0 = −ω(k) e de�niamo:

i∆(−)(x) =
1

(2π)4

∫

C−

d4k e−i(k·x) i

k2 − µ2
;

i∆(−)(x) =
−1

(2π)3

∫
d3k

2ω
e−i(−ωt−~k·~x) =

=
−1

(2π)3

∫
d3k

2ω
e+i(ωt−~k·~x) =

−1

(2π)3

∫
d3k

2ω
e+i(k·x) (4.27)Nella (4.26) e nella (4.27), kµ = [+ω(k), ~k]. Evidentemente,

∆(−)(x) = −∆(+)(−x) = −[∆(+)(x)]∗. (4.28)In onlusione, l' integrale (4.25) su un ammino hiuso, C0, da' una soluzione dell' equazioneomogenea, ombinazione lineare dei residui nei due poli:
φ0(x) =

1

(2π)3

∫
d3k

2ω(k)
g̃(~k)e−i(k·x) +

−1

(2π)3

∫
d3k

2ω(k)
g̃(−~k)e+i(k·x) =

=

∫
∆(+)(x− x′)g(x′) +

∫
∆(−)(x− x′)h(x′) (4.29)dove abbiamo posto g̃(~k) = g̃(ω(k), ~k) e g ed h sono due funzioni indipendenti. La (4.29) ida' una rappresentazione della soluzione generale della equazione omogenea he riprodue quelladata in preedenza, nella (4.13), nel aso omplesso (in ui g̃(~k) e g̃(−~k) sono indipendenti) e nellimite ontinuo, in ui:

g̃(~k) =
√

2ω(k)V a(~k) (4.30)(da notare he nel limite ontinuo, V → ∞, le a(~k) devono tendere a zero ome 1/
√
V se vogliamoon�gurazoini del ampo in ui l' energia totale del ampo, piuttosto he la densitá di energia,sia �nita).2. Cammini aperti. Questi ammini danno, in genere, una soluzione dell' equazione inomoge-nea. Due ammini diversi danno lo stesso risultato se possiamo deformarli l' uno nell' altro senzainontrare i punti di singolarita' di G̃, altrimenti di�erisono per ombinazioni degli integraliintorno ai punti singolari, ioe' per soluzioni dell' equazione omogenea.



4.1 Il ampo salare reale 45Tra le soluzioni partiolari dell' equazioni omogenea, sono utili da notare quelle he orri-spondono alla funzione di Green ritardata o alla funzione di Green avanzata o alla funzione diFeynman.
• La funzione di Green ritardata, Gret orrisponde alla ondizione he sia G(x) = 0 per t < 0,ioe' he la risposta sia diversa da zero solo dopo l' aensione della sorgente nell' originedelle oordinate (ondizione di ausalità). In questo aso, il ammino di integrazionedeve essere tutto al di sopra delle singolaritá. Poniamo k0 = Re k0 + iη e sriviamoespliitamente l' esponenziale nella (4.25):

e−i(k·x) = e(−iRek0t+ηt+...)Per t < 0 devo hiudere il ammino di integrazione nella parte superiore del piano om-plesso (η > 0). Per ottenere un risultato nullo, il ammino hiuso in questo modo non deveontenere le singolaritá, he devono quindi essere al disotto del ammino di integrazione.Al ontrario, quando pongo t > 0 e hiudo il ammino di integrazione nel semipiano infe-riore, il ammino inlude le due singolaritá, girando intorno in senso orario. Il risultato e'dunque:
i∆ret(x) =

1

(2π)4

∫

Imk0>0
d4k

i

k2 − µ2
= θ(t)[i∆(+)(x) + i∆(−)(x)] (4.31)

• La ondizione simmetria, he G sia nulla per t > 0 porta alla funzione di Green avanzata:
i∆adv(x) =

1

(2π)4

∫

Imk0<0
d4k

−1

k2 − µ2
= −θ(−t)[i∆(+)(x) + i∆(−)(x)] (4.32)

• La funzione di propagazione di Feynman si ottiene dalla ondizione he essa oinida oni∆(+)(x) per t > 0 e on -i∆(−)(x) per t < 0. Questa ondizione identi�a un amminodi integrazione, CF , he provenendo dall' asse reale negativo di k0 passa al di sotto dellasingolarita' in k0 < 0, e al di sopra di quella in k0 > 0. In questo modo, per t > 0, quandodevo hiudere nel semipiano inferiore, il ammino gira intorno al punto k0 = ω in sensoorario ed ottengo i∆(+)(x), mentre per t < 0 hiudo il ammino nel semipiano superiore,girando in senso antiorario intorno alla singolaritá in k0 < 0. Lo stesso risultato si ottiene,evidentemente, integrando sull' asse reale, dopo aver spostato i poli nel piano omplesso,di una grandezza in�nitesima ǫ > 0, al modo seguente:
k0 = −ω(k) → k0 = −ω + iǫ;

k0 = +ω(k) → k0 = +ω − iǫIn formule, otteniamo la de�nizione seguente:
i DF (x) =

∫

CF

d4k

(2π)4
i

k2 − µ2
e−i(k·x) =

=

∫
d4k

(2π)4
i

(k0 − ω + iǫ)(k0 + ω − iǫ)
e−i(k·x) =

∫
d4k

(2π)4
i

k2 − µ2 + iǫ
e−i(k·x) =

= θ(t)i∆(+)(x) − θ(−t)i∆(−)(x). (4.33)



46 QUANTIZZAZIONE DELL' EQUAZIONE DI KLEIN GORDONLe funzioni di propagazione ∆(±)(x) si possono esprimere in termini di funzioni note,vedi [4℄.4.2 Quantizzazione del ampo salareRiprendiamo la Lagrangiana lassia del ampo salare omplesso:
L = ∂µφ

†∂µφ−m2φ†φ (4.34)he riprodue l' equazione di Klein -Gordon (KG):
(∂µ∂

µ +m2)φ = 0La Lagrangiana (4.34) é invariante per traslazioni nello spazio-tempo e per trasformazioni diLorentz, sotto ui φ si trasforma ome uno salare:
φ′(x′) = φ(x) (4.35)La Lagrangiana é, inoltre, invariante sotto le trasformazioni di fase:

φ′(x) = eiαφ(x); φ′†(x) = e−iαφ† (4.36)on α ostante.Dal Teorema di Noether seguono:
• il tensore energia-impulso (simmetrio, poihé non 'e' parte di spin):

θµν = ∂µφ†∂νφ− gµνL (4.37)
• il tensore dei momenti:

M µ,αβ = xαθµβ − xβθµα (4.38)
• la orrente onservata orrispondente alle (4.36) (il fattore 1/~ e′ inserito per una norma-lizzazione onveniente della aria):

Jµ(x) =
i

~
[φ†(∂µφ) − (∂µφ†)φ] (4.39)Dalla (4.34) si trovano immediatamente i momenti oniugati e l' Hamiltoniana:

π =
∂L

∂∂tφ
= ∂tφ

†; π† = ∂tφ

H = π†π + ∇φ† · ∇φ+ m2φ†φ; H =

∫
d3 x H

Q =

∫
d3xJ0(x, t) =

i

~

∫
d3x

[
φ†(∂0φ) − (∂0φ†)φ

] (4.40)



4.2 Quantizzazione del ampo salare 47La quantizzazione anonia prevede he le variabili oniugate soddis�no regole di ommuta-zione analoghe a quelle della Meania Quantistia non-relativistia:
[q1, qj] = [pi, pj] = 0

[qi, pj ] = i~δij (4.41)Le (4.41) si traduono in regole di ommutazione a tempi uguali:
[φ(x, t), φ(y, t)] = [φ(x, t), φ†(y, t)] = 0

[π(x, t), π(y, t)] = [π(x, t), π†(y, t)] = 0

[φ(x, t), π†(y, t)] = 0

[φ(x, t), π(y, t)] = [φ†(x, t), π†(y, t)] = i~δ(3)(x − y) (4.42)Possiamo anhe riassumere i ommutatori non nulli ome:
[φ(x, t), ∂tφ

†(y, t)] = i~δ(3)(x − y) (4.43)insieme alla equazione hermitiana oniugata. Le equazioni (4.43) determinano la struttura ope-ratoriale della teoria, in partiolare i ommutatori delle variabili dinamihe on l' Hamiltonianae quindi le equazioni del moto. É immediato infatti ottenere le equazioni di Hamilton:
i~
∂

∂t
φ = [φ,H] = i~φ†;

i~
∂

∂t
π = [π,H] = i~(∇ · ∇ −m2)φ† (4.44)da ui segue la (4.34). Notiamo la regola di ommutazione aria-ampo:

[φ,Q] = +φ (4.45)Le soluzioni dell' equazione di KG sono della forma trovata nella Sez. 4.1.1. Infatti, l' equa-zione KG essendo lineare in φ, le soluzioni sono le stesse, he φ sia un -numero o un operatore.Quelle he erano le ampiezze dei modi normali di osillazione, a(~k) e b(~k), diventano ora deglioperatori lineari, on regole di ommutazione determinate dalle (4.43). (normalizziamo a(~k) e
b(~k) in modo da eliminare ~ dalle loro regole di ommutazione):

φ(x) = Σ~k

√
~

2ωV
[a(~k)e−i(kx) + b†(~k)ei(kx)] (4.46)Invertendo la relazione (4.46) troviamo:

a(~k) = i

∫
d3x[f∗~k · (∂tφ) − (∂tf

∗
~k
) · φ]t=0 =;

b(~k) = i

∫
d3x[f∗~k · (∂tφ

†) − (∂tf
∗
~k
) · φ†]t=0

f~k =

√
1

2~ω(~k)V
e−ikx (4.47)



48 QUANTIZZAZIONE DELL' EQUAZIONE DI KLEIN GORDONDalle (4.43) troviamo quindi:
[a(~k), a†(~k′)] = [b(~k), b†(~k′)] = δ~k,~k′

(4.48)on tutti gli altri ommutatori uguali a zero.
• Le regole di ommutazione anonia danno agli operatori a, a† e b, b† la struttura dioperatori di reazione e distruzione di osillatori armonii quantistii, due tipi di osillatoreper ogni modo di vibrazione del ampo lassio.Lo spazio di Hilbert su ui agisono gli operatori di ampo é ostituito dal prodotto tensorialedegli stati dei diversi osillatori. Piú preisamente, lo spazio degli stati omprende:
• lo stato di vuoto, lo stato in ui tutti gli osillatori sono nel livello fondamentale. Mate-matiamente, |0 > é determinato dalla ondizione di essere annullato dall' appliazione diiasun operatore di distruzione:

as(~p)|0 >= br(~q)|0 >= 0, per ogni s, r, ~p, ~q; (4.49)
• gli stati on dati numeri di eitazione dei diversi osillatori, ottenuti appliando al vuotogli operatori di reazione a† e b†:

|n1, n2, . . . ;m1,m2, · · · >=
1√

n1!n2! . . . m1!m2! . . .
·

·[a†s1
(~p1)]

n1 [a†s2
(~p2)]

n2 . . . [b†r1
(~q1)]

m1 [b†r2
(~q2)]

m2 . . . |0 > (4.50)La natura �sia di questi osillatori é hiarita dalla onsiderazione delle grandezze onservate,energia e momento del ampo, H e P, e aria onservata, Q. Sostituendo lo sviluppo (4.46)nelle (4.37) e (4.39) ed usando l' ortogonalitá delle onde piane, troviamo (senza mai ambiare l'ordine in ui ompaiono gli operatori nelle diverse espressioni):
H =

∫
d3x θ00 = Σ~k

~ω(k) [a†(~k)a(~k) + b(~k)b†(~k)]

Pi =

∫
d3x θ0i = Σ~k

~ki [a†(~k)a(~k) + b(~k)b†(~k)]

Q =

∫
d3x J0 = Σ~k

[a†(~k)a(~k) − b(~k)b†(~k)] (4.51)Possiamo adesso riordinare gli operatori in modo da avere sempre gli operatori di distruzione adestra, trovando:
H = Σ~k ~ω(k) [a†(~k)a(~k) + b†(~k)b(~k)] + cost.

Pi = Σ~k ~ki [a†(~k)a(~k) + b†(~k)b(~k)]

Q = Σ~k
[a†(~k)a(~k) − b†(~k)b(~k)] (4.52)Gli operatori ordinati danno tutti zero sullo stato di vuoto e danno il numero di oupazionedell' osillatore orrispondente, quando appliati agli stati (4.50).



4.3 Propagatore del ampo salare 49La ostante (in�nita) nell' espressione dell' energia rappresenta l' energia dello stato di vuotohe (�nhé restiamo nell' ambito della Teoria della Relativitá Speiale) é inosservabile. Misurandole energie a partire dall' energia del vuoto, la prima delle (4.52) mostra he tutti gli stati hannoenergia positiva.I valori dell' energia e del momento orrispondenti agli stati a†(~k)|0 > sono quelli di unapartiella relativistia on 4-momento pµ = (~ω(k),~~k) e pµp
µ = (~m)2. Il omplesso degli statihe abbiamo trovato é quello di un gas perfetto quantistio formato da partielle identihe di duetipi (le partielle reate dagli operatori a† e b†), on eguale massa e on aria ±1, rispettivamente.Dalle regole di quantizzazione anonihe (4.43) vediamo he le partielle obbedisono allastatistia di Bose-Einstein: n1, n2, . . . ,m1,m2, . . . = 0, 1, 2, . . ..Prodotti Normali La traduzione della Lagrangiana lassia e delle altre osservabili del am-po (energia, momento, et.) so�re di una ambiguitá intrinsea, perhé dobbiamo tradurre deiprodotti di grandezze lassihe (ommutanti) in prodotti di operatori lineari (in genere, nonommutanti tra loro). Possiamo rimuovere questa ambiguitá de�nendo, ome abbiamo appenafatto, i prodotti di operatori quantistii in modo he essi abbiano valore sul vuoto uguale a zero.Quando imponiamo questa ondizione, diiamo di avere a he fare on prodotti normali, o beneordinatiPer formalizzare questa ondizione, osserviamo he gli operatori di ampo sono la sommadue omponenti, aratterizzate dal segno del' esponenziale in t nello sviluppo in onde piane:

φ(+)(x) ∼ e−i(px) (convenzionalmente, frequenza positiva)

φ(−)(x) ∼ e+i(px) (convenzionalmente, frequenza negativa) (4.53)Il prodotto normale di due operatori di ampo é de�nito ome quello ottenuto portando glioperatori a frequenza positiva alla destra dell' espressione ed ignorando il risultato di eventualiommutatori. Il prodotto normale si india omunemente ol simbolo N o, piú sempliementeinapsulando il prodotto tra i simboli dei due punti (: · · · :). Ad esempio:
N(φ(x)φ†(y)) =: φ(x)φ†(y) :=: (φ(+)(x) + φ(−)(x))((φ†)(+)(x) + (φ†)(−)(x)) :=

= φ(+)(x)(φ†)(+)(y) + (φ†)(−)(y)φ(+)(x) + φ(−)(x)(φ†)(+)(y) + φ(−)(x)(φ†)(−)(y)(4.54)Nel seguito, intenderemo he Lagrangiana, Hamiltoniana ed altre osservabili siano ostruiteon i prodotti normali dei ampi. In orrispondenza, l' espressione dell' energia é data dalla(4.52) senza la ostante in�nita.4.3 Propagatore del ampo salareIn questa Sezione poniamo ~ = c = 1. Il valore medio sul vuoto:
< 0| T{φ(x)φ†(y)} |0 > (4.55)fornise l' ampiezza quantistia per il piú semplie proesso osservabile on un ampo quantizzato:(i) reazione di una partiella da parte di una sorgente loalizzata in y e orrispondenteassorbimento in x, se x0 > y0, ovvero



50 QUANTIZZAZIONE DELL' EQUAZIONE DI KLEIN GORDON(ii) reazione di un' antipartiella da una sorgente loalizzata in x e orrispondente assorbi-mento in y, se y0 > x0.La funzione (4.55) prende il nome di propagatore del ampo orrispondente e la sua formaespliita dipende dallo spin dei quanti assoiati al ampo. Studiamo in questa sezione la formadel propagatore per ampi di spin 0.In una teoria di ampo invariante per traslazioni il propagatore é funzione della sola di�erenza
x− y.Questo si puó vedere inserendo nella (4.55) i prodotti U †U = 1, dove U é l' operatore hetrasla di −y. Essendo il vuoto invariante per l' appliazione di U , otteniamo:

< 0| T{φ(x)φ†(y)} |0 >=< 0| T{φ(x− y)φ†(0)} |0 >= P (x− y) (4.56)Quando la partiella assoiata al ampo possiede una aria, ome avviene se il ampo éomplesso, la aria �uise in entrambi i asi da y verso x. Il propagatore puó essere rappresentatoda una linea orientata he va da y verso x.Il propagatore del ampo salare. Per il ampo salare, il prodotto tempo-ordinato éde�nito ome:
T{φ(x)φ†(0)} =

{
φ(x)φ†(0) x0 > 0
φ†(0)φ(x) 0 > x0 , (4.57)Possiamo sempli�are l' espressione di P (x) nei due asi, ome segue. Separiamo le om-ponenti a frequanza positiva o negativa he danno luogo a valori sul vuoto diversi da zero.Otteniamo:

< 0| T{φ(x)φ†(0)} |0 >=

=

{
< 0| φ(+)(x)(φ†)(−)(0) |0 >=< 0|[φ(+)(x), (φ†)(−)(0)]|0 >; x0 > 0

< 0| (φ†)(+)(0)φ(−)(x) |0 >= − < 0|[φ(−)(x), φ†)(+)(0)]|0 >; 0 > x0 , (4.58)De�niamo le due funzioni:
i∆(+)(x) =< 0|[φ(+)(x), (φ†)(−)(0)]|0 >; (4.59)
i∆(−)(x) =< 0|[φ(−)(x), (φ†)(+)(0)]|0 > (4.60)é immediato onvinersi he queste due funzioni sono proprio le soluzioni dell' equazione omo-genea di Klein-Gordon he abbiamo introdotto, on lo stesso nome, nella Sez. 4.1.2, Eq. (4.26)e (4.27). Ad esempio, a partire dallo sviluppo (4.46) e tenendo onto dei ommutatori anonii,troviamo:

i∆(+)(x) =< 0|[φ(+)(x), (φ†)(−)(0)]|0 >=
∑

k

1

2ω(k)V
e−i(kx) =

=
1

(2π)3

∫
d3k

2ω(k)
e−i(kx)he oinide on la (4.26).



4.3 Propagatore del ampo salare 51

Figura 4.1: Seguendo la presrizione iǫ di Feynman, i poli della funzione di Green si spostanonel piano omplesso ome indiato in �gura. Il ammino di integrazione per ottenere iDF , Eq.(4.64), é adesso l' asse reale. In �gura é indiato il modo in ui dobbiamo hiudere il amminoper ottenere: iDF = i∆(+) per x0 > 0. Per x0 < 0 il ammino si deve hiudere nel semipianosuperiore.A sua volta, il propagatore, he indihiamo ome:
< 0| T{φ(x)φ†(0)} |0 >= iDF (x) (4.61)si puó srivere ome:

iDF (x) = θ(x0)i∆(+)(x) − θ(−x0)i∆(−)(x) (4.62)e quindi oinide on la soluzione dell' equazione inomogenea on le ondizioni al ontorno diFeynman riportata nell' Eq. (4.33) on lo stesso nome. Le ondizioni al ontorno di Feynmansono le ondizioni appropriate per riprodurre il propagatore quantistio.Riassumendo, se il ampo salare soddisfa l' equazione:
(−2 − µ2)φ = 0 (4.63)il propagatore di Feynman in termini della sua trasformata di Fourier é dato da:

iDF (x) =< 0| T{φ(x)φ†(0)} |0 >=

∫
d4k

(2π)4
i

k2 − µ2 + iǫ
e−i(kx). (4.64)Come disusso nella Sez. 4.1.2 l' integrazione nel piano omplesso di k0 é fatta lungo l' assereale e la presrizione dell' iǫ nella (4.64) sposta i poli dell' integrando seondo quanto indiatonella Fig.4.1.Nel limite di massa in�nita, il propagatore ompleto diventa ompletamente loalizzato nellospazio-tempo. In questo limite, le singolaritá nell' integrazione su k0 nella (4.64) vanno all'in�nito, ed otteniamo:

lim(µ→∞DF (x) =
−i
µ2

δ(4)(x). (4.65)



52 QUANTIZZAZIONE DELL' EQUAZIONE DI KLEIN GORDONCommento. É utile mostrare on un alolo diretto he il prodotto tempo-ordinato deiampi salari soddisfa l' equazione di Klein-Gordon on sorgente puntiforme. Consideriamol' espressione in (4.57) he sriviamo espliitamente ome:
T{φ(x)φ†(0)} = θ(t)φ(x)φ†(0) + θ(−t)φ†(0)φ(x) (4.66)Dalle relazioni:

∂

∂t
θ(t) = − ∂

∂t
θ(−t) = δ(t) (4.67)e dalle regole di ommutazione (4.42), si alola:

∂t T{φ(x)φ†(0)} = T{∂tφ(x)φ†(0)} + δ(t)[φ(x, 0), φ†(0)] = T{∂tφ(x)φ†(0)}
∂2

t T{φ(x)φ†(0)} = T{∂2
t φ(x)φ†(0)} + δ(t)[∂tφ(x, 0), φ†(0)] =

= T{∂2
t φ(x)φ†(0)} − iδ4(x) (4.68)ovvero, dato he φ soddisfa la (4.63), otteniamo:

(−2 − µ2)T{φ(x)φ†(0)} = iδ(4)(x) (4.69)oerentemente on la (4.64).



Capitolo 5QUANTIZZAZIONE DEL CAMPOELETTROMAGNETICO
5.1 Equazioni di Maxwell in forma ovarianteLe equazioni he desrivono il omportamento del ampo elettrio e del ampo magnetio inpresenza di densitá di aria, ρ(~x, t) e di orrente, ~J(~x, t), assegnate si srivono al modo seguente:

~∇ · ~E = ρ (5.1)
~∇ · ~B = 0 (5.2)
rot ~B − 1

c

∂ ~E

∂t
= ~J (5.3)

rot~E +
1

c

∂ ~B

∂t
= 0 (5.4)Queste equazioni si possono trasrivere immediatamente in forma ovariante per trasforma-zioni di Lorentz [3℄.Introduiamo il tensore antisimmetrio Fµν , ollegato al ampo elettrio e magnetio dallerelazioni:

Fµν = −F νµ

F 0i = Ei; F 12 = B3, etc. (5.5)e la 4-densitá di orrente:
jµ = (ρ,

1

c
~j) (5.6)Le equazioni di Maxwell non omogenee equivalgono alle equazioni:

∂ν F
µν = jµ (5.7)mentre le equazioni omogenee si riduono alle equazioni:

∂µFνλ + ∂νFλµ + ∂λFµν = 0;

(µ 6= λ 6= ν) (5.8)



54 QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO ELETTROMAGNETICOLe equazioni omogenee prendono una forma piú simmetria se esprimiamo i tre indii antisim-metrii in termini del tensore di Levi-Civita e Fµν in termini del tensore duale introdotto nelaParte 1. Le equaioni diventano allora:
ǫµνρσ∂νFρσ = 0 =

= ∂ν(F̃
µν) (5.9)L' eq. (5.9) esprime il fatto he il tensore duale non possiede sorgenti, a di�erenza di Fµν . Poihéil passaggio tra F ed F̃ omporta lo sambio tra ampi elettrii e magnetii, le (5.9) indiano l'assenza di monopoli magnetii, ioé dell' analogo magnetio della aria elettria.Potenziale vettore Le equazioni (5.8) sono un vinolo sulle omponenti di Fµν . In onse-guenza, non tutte le sei omponenti di ~E e di ~B sono variabili indipendenti.I modi di segliere tre indii diversi, iasuno on quattro possibili valori, sono evidente-mente quattro e tante sono le equazioni omogenee indipendenti. In totale, quindi, il ampoelettromagnetio ontiene solo due variabili dinamihe. Un primo passo, per isolare le ompo-nenti indipendenti, onsiste nell' osservare he le equazioni (5.8) sono identiamente soddisfattedalla posizione:

Fµν = ∂νAµ − ∂µAν (5.10)ome si veri�a immediatamente usando la forma data in (5.9). L' equazione (5.10) de�niseun nuovo ampo, indiato ol nome di potenziale vettore. Notiamo le espressioni espliite (Φ =
A0 = potenziale salare):

F 0i = ∂iA0 − ∂0Ai = −∂iΦ − 1

c

∂

∂t
~A; (5.11)

~B = rot ~A (5.12)Se usiamo ome variabili dinamihe le omponenti del potenziale vettore, le equazioni diMaxwell nel vuoto si possono riavare da un Prinipio di Azione, a partire dalla lagrangiana diMaxwell:
Le.m. = −1

4
FµνF

µν =
1

2
(E2 − B2) (5.13)Invarianza di gauge Le omponenti di Aµ sono quattro variabili, quindi anora ridondanti.Se eseguiamo una trasformazione di gauge:

Aµ → A′µ = Aµ + ∂µf (5.14)il nuovo potenziale vettore da' luogo alle stesse osservabili ~E e ~B, qualunque sia la funzione f.E' possibile e onveniente usare l' arbitrarieta' nella de�nizione di Aµ per imporre unaondizione ovariante su Aµ. Una ondizione spesso usata e' la ondizione di Lorentz:
∂µA

µ = 0 (5.15)



5.1 Equazioni di Maxwell in forma ovariante 55E' faile vedere he questa ondizione puo' sempre essere imposta. Se partiamo da un Aµ datohe non soddisfa la (5.15), possiamo ottenere un A′µ equivalente he la soddisfa risolvendo l'equazione:
0 = ∂µA

′µ = ∂µA
µ(x) + 2f(x) (5.16)he ha per inognita la f(x). Possiamo dare espliitamente una soluzione partiolare di questaequazione in termini dell' inverso dell' operatore 2. Tuttavia la soluzione non e' unia, in quantol' equazione omogenea orrispondente

2f = 0 (5.17)ammette soluzioni non triviali (ome abbiamo visto nel aso dell' equazione di Klein-Gordon).Questo e' in linea on il onteggio dei gradi di libertà. Tenendo onto della (5.15) sendiamo atre gradi di libertà per Aµ, ma il onteggio preedente i die he i gradi di libertà devono esseredue.Purtroppo, la ulteriore ondizione non puo' essere data, in generale, in forma ovariante.Questa e' la fonte di numerosi problemi, he verrano a�rontati e risolti nel seguito.5.1.1 Funzioni di Green del ampo eletromagnetioIn termini del potenziale vettore, le equazioni di Maxwell inomogenee, (5.7) si srivono:
∂νF

µν = 2Aµ − ∂µ(∂νA
ν) = Jµhe, se Aµ soddisfa la ondizione di Lorentz (5.15), si ridue all' equazione delle onde:

∂ν∂
νAµ = Jµ (5.18)on la ondizione supplementare he la orrente sia onservata:

∂µJ
µ = 0 → kµJ̃

µ(k) = 0 (5.19)Nel aratterizzare le soluzioni della (5.18) possiamo usare i risultati della Sezione preedente,nel limite di massa nulla, µ2 → 0. Come abbiamo visto, le funzioni di Green dell' equazionedi Klein-Gordon presentano singolaritá nella trasformata di Fourier, loalizzate nei punti k0 =

±
√
µ2 + (~k)2. Nel disutere il ampo elettromagnetio, onviene tenere in un primo tempo unamassa �ttizia, λ, piola ma non nulla, per evitare he le singolaritá ollidano tra loro quando

~k → 0. Il limite λ→ 0 si puo' e�ettuare alla �ne dei aloli.Dalla (5.18), vediamo he la funzione di Green del potenziale vettore soddisfa l' equazione:
−2Gµν(x) = −gµνδ(4)(x) (5.20)ovvero, per la trasformata di Fourier:

k2G̃µν(k) = −gµν (5.21)La soluzione della (5.18) si srive quindi (nella gauge di Lorentz, on le ondizioni al ontornodi Feynman):
Aµ(x) = limλ→0

(∫
d4k

(2π)4
−gµν

k2 − λ2 + iǫ
J̃ν(k) e

−i(k·x)

)
+Aµ

0 (x) (5.22)



56 QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO ELETTROMAGNETICOdove Aµ
0 soddisfa l' equazione delle onde libere.Come indiato nel paragrafo preedente, la ondizione di Lorentz non determina ompleta-mente la gauge e possiamo imporre un' ulteriore ondizione. Per proedere, dobbiamo individuareuna base appropriata su ui proiettare le quattro omponenti di Aµ.Fissiamo il quadrivettore kµ = (ω(k), ~k) e, in orrispondenza, un sistema di oordinate nellospazio-tempo individuato dai seguento quadrivettori:

ǫµ1,2 = (0,~ǫ1,2); ~k · ~ǫ(1,2) = 0;

ǫµ3 = (0,
~k

|~k|
);

ǫµ0 = ηµ = (1,~0) (5.23)Notiamo le ondizioni di normalizzazione:
ǫµαǫ

ν
β gµν = gαβ (5.24)e le relazioni di ompletezza:

Σi=1,2 ǫ
m
i ǫ

n
i = (δmn − kmkn

|~k|
);

Σα gααǫ
µ
αǫ

ν
α = gµν (5.25)Questi quadrivettori formano una base in ui si puo' sviluppare qualsiasi vettore.Usando la seonda relazione di ompletezza nelle (5.25), risriviamo la funzione di Green diFeynman nella (5.22) al modo seguente (il limite di massa nulla e' sottointeso):

−gµν

k2 + iǫ
=

−(Σα gααǫ
µ
αǫνα)

k2 + iǫ
=

(Σ1,2 ǫ
µ
i ǫ

ν
i )

k2 + iǫ
+

+
(ǫµ3ǫ

ν
3 − ηµην)

k2 + iǫ
(5.26)Avendo in mente la ondizione (5.19), elimiamo ǫ3 in favore di kµ e di ηµ:

ǫµ3 =
kµ

|~k|
− ω

|~k|
ηµ (5.27)e di onseguenza:

ǫµ3ǫ
ν
3 − ηµην =

kµkν

(~k)2
− ω

(~k)2
(kµην + ηµkν) − (1 − ω2

(~k)2
)ηµην (5.28)In onlusione, possiamo risrivere l' integrando nella (5.22):

−gµν

k2 + iǫ
J̃ν(k)e

−i(k·x) =

=
(Σ1,2 ǫ

µ
i ǫ

ν
i )

k2 + iǫ
J̃ν(k) e

−i(k·x) +

+
1

k2 + iǫ
[
kµkν

(~k)2
− ω

(~k)2
(kµην + ηµkν)] J̃ν(k) e

−i(k·x) + (5.29)
+

1

(~k)2
ηµην J̃ν(k)e

−i(k·x) (5.30)



5.2 Le equazioni di Maxwell Lorentz 57Analizziamo i diversi termini.
• I termini nella prima linea orrispondono alle onde generate dalla orrente, sono ondetrasverse rispetto alla direzione di propagazione, e rappresentano i due gradi di libertáe�ettivamente presenti nel ampo;
• Nella seonda linea, i termini proporzionali a kµ ontribuisono, dopo integrazione, ontermini del tipo ∂µf , he possono essere eliminati on una ulteriore (l' ultima) trasfor-mazione di gauge; i termini proporzionali a kν J̃

ν si annullano per la onservazione dellaorrente; in totale possiamo ignorare la seonda linea;
• nella terza linea il propagatore di Feynman e' stato sostituito dalla trasformata di Fourierdel ampo oulombiano: questo termine rappresenta il potenziale elettrostatio generatodalla densita' di aria elettria in Jµ.Espliitamente:

Ai(x) =

∫
d4k

(2π)4
1

k2 + iǫ
(δij − kikj

|~k|2
)J̃j(k)e−i(k·x);

A0(x) =

∫
d4k

(2π)4
1

|~k|2
ρ̃(k)e−i(k·x) (5.31)notiamo:

~∇ · ~A(x) = 0;

−~∇ · ~∇A0(x) = ρ(x)In generale, possiamo �ssare la gauge in modo tale he il ampo elettrio si divida in unaparte longitudinale e una parte trasversa:
~E = ~EL + ~ET ;

~∇ · ~ET = 0; ~∇ · ~EL = ρ (5.32)Dai risultati preedenti, otteniamo espliitamente:
~EL(~x, t) = −~∇A0 = −~∇

∫
d3y

1

4π

1

|~x− ~y|ρ(~y, t);

~ET = − ∂

∂t
~A = − ∂

∂t

∫
d4k

(2π)4
1

k2 + iǫ
e−ikx [ ~̃J −

~k(~k · ~̃J)

|~k|2
]. (5.33)5.2 Le equazioni di Maxwell LorentzSpeializziamo al aso in ui il ampo elettromagnetio è aoppiato ad una partiella pun-tiforme di aria q. Per l' elettrone, q = −e, dove e è la aria elettria elementare:

e = +1.60217653(14)10−19C (5.34)



58 QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO ELETTROMAGNETICOPer una partiella puntiforme:
jµ = (ρ,

1

c
~j);

ρ = q δ(3)[x− x(t)]; ~j = q ~v δ(3)[x− x(t)] (5.35)Notiamo le equazioni:
1

c

∂

∂t
ρ = −q d~x(t)

dt
· ~∇ δ(3)[x− x(t)]

1

c
~∇ ·~j = q~v(t) · ~∇ δ(3)[x− x(t)] (5.36)Come onseguenza, jµ veri�a l' equazione di ontinuitá:

1

c

∂

∂t
ρ+

1

c
~∇ ·~j = 0 (5.37)L' estensione al aso di molte arihe è immediata.L' Azione omplessiva del sistema ampo+aria si ottiene dalle equazioni della Sez. 5.1,spei�ando la orrente seondo la (5.35) ed aggiungendo l' Azione della aria. Nel omplesso,abbiamo la densitá di Lagrangiana:

L(x ) = −1

4
FµνF

µν + δ(3 )[x − x (t)](−mc2

√
1 − ṽ2

c2
) − jµ Aµ(x ) (5.38)Da qui si ottengono, ome prima, le equazioni del ampo, nella forma:

∂νF
µν = jµ = q

1

γ
uµA

µ[x(t)] δ(3)[x− x(t)] (5.39)dove uµ è la 4-veloitá e, ome al solito, γ = 1/
√

1 − v2

c2
.Per riavare le equazioni del moto della aria, aloliamo il momento oniugato (L =∫

d3xL):
∂L

∂~v
= mγ ~v + q ~A[~x(t), t] (5.40)da ui:

d

dt

∂L

∂~v
=

d

dt
(mγ~v) + q

∂ ~A

∂t
+ q

1

c
(~v · ~∇) ~A (5.41)e la forza generalizzata:

∂L

∂~x
= −q[~∇A0 − Σi v

i ~∇Ai] (5.42)



5.2 Le equazioni di Maxwell Lorentz 59Le equazioni del moto sono quindi:
d

dt

∂L

∂~v
=
∂L

∂~x
;

d

dt
(mγ~v) =

d

dt
(~p) = −q ∂

~A

∂t
− q~∇A0 + q

1

c
[−(~v · ~∇) ~A+ Σi v

i(~∇Ai)] =

= q ~E + q
1

c
~v × rot( ~A) = q ~E + q

1

c
~v × ~B (5.43)Queste sono le equazioni per le omponenti spaziali del 4-momento della aria, ~p. L' equazioneper la omponente temporale si ottiene moltipliando la preedente equazione per ~p ed usandole relazioni:

p0dp0 = ~p · d~p;
~v/c = ~β = ~p/p0Troviamo quindi:

dǫ

dt
= c

dp0

dt
= q ~v · ~E (5.44)L' equazione (5.44) esprime la onservazione dell' energia: l' energia aquisita dalla partiellanell' unitá di tempo è pari alla potenza fornita dal ampo elettrio (la forza di Lorentz, il seondotermine a seondo membro della (5.43), non ompie lavoro).Le preedenti equazioni si possono porre in forma ovariante, notando he:

~v · ~E =
1

γ
F 0µuν

dp1

dt
= qF 01 +

q

c
(v2F 12 − v3F 31) =

1

cγ
F 1µuµOtteniamo quindi:

dpµ

dt
=
q

c

1

γ
Fµνuν ; ovvero

dpµ

dτ
=
q

c
Fµνuν (5.45)in termini del tempo proprio. Nel aso di piú partielle, otteniamo un' equazione del tipo(5.45) per iasuna partiella, mentre nelle equazioni (5.39) dobbiamo inludere nella orrente ilontributo di iasuna partiella.Con la ondizione al ontorno he non i siano ampi esterni e ampi all' in�nito, le equazionidi Maxwell-Lorentz (5.39, 5.45) desrivono l' evoluzione temporale di un sistema di partiellearihe, iasuna sotto l' azione del ampo generato da essa stessa e dalle altre partielle.



60 QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO ELETTROMAGNETICOAssumendo he le altre forze siano trasurabili, questo sistema di equazioni desrive il om-portamento della materia in termini dei loro ostituenti elementari. Le equazioni di Maxwell-Lorentz sono il primo esempio di una Teoria del Tutto, una teoria atta a desrivere tutti i fenomenipresenti in Natura.La desrizione sistematia delle proprietá della materia sulla base delle equazioni (5.39, 5.45)e' stata a�rontata da H. A. Lorentz [5℄ nei primi del Noveento on notevole suesso, ed haostituito un passo fondamentale nella omprensione della ostituzione della materia.Per quanto riguarda il omportamento della materia alla sala di laboratorio, l' ipotesi hele forze elettromagnetihe siano dominanti e' assolutamente adeguata. Su sale astronomihe,oorre tenere onto delle forze gravitazionali, he possono essere inserite nello shema estendendoil Prinipio di Relativitá Speiale alla Relativitá Generale di Einstein. Le equazioni di Maxwell-Lorentz-Einstein danno una desrizione aurata dei fenomeni su sala marosopia, non anorasuperata.Su sala mirosopia, alle dimensioni atomihe (10−8 m) e subatomihe, lo shema diMaxwell-Lorentz deve essere sostituito dalla Elettrodinamia Quantistia (Quantum Eletro-Dynamis, QED in breve). E' un fatto assolutamente notevole he le equazioni di Maxwell-Lorentz, una volta tradotte nello shema della Teoria Quantistia dei Campi, matengono es-senzialmente inalterata la loro forma e sono apai di desrivere in modo straordinariamenteaurato le proprieta' della materia ondensata e degli atomi.A livello nuleare e subnuleare (al disotto di 10−13 m) entrano in gioo altre forze: le ForzeNuleari desritte per la prima volta in modo ovariante e quantistio da H. Yukawa, all' iniziodegli anni '30, e le Interazioni Deboli, identi�ate da E. Fermi, sempre all' inizio degli anni '30,ome responsabili del deadimento del neutrone e della radioattivitá β dei nulei.5.2.1 Conservazione dell' energia e del momentoA partire dalla Lagrangiana di Maxwell-Lorentz, possiamo ostruire le grandezze onservateorrispondenti all' energia ed alla quantitá di moto totali (ampo piú arihe).E' onveniente partire dal aso del ampo elettromagnetio in assenza di arihe (fr Sez. 5.1):
Le.m. = −1

4
FµνFµν (5.46)Il tensore impulso-energia anonio é dato da (fr. Parte 1):

T µ,ν
e.m. =

∂L

∂µAβ
∂νAβ − gµνLe.m. =

= Fµβ∂νAβ +
gµν

4
FµνFµν (5.47)Aanto a T µ,ν

e.m. onsideriamo il tensore simmetrio, Θµν
e.m. ottenuto on la proedura diBelinfante e Rosenfeld. Θµν

e.m. si ottiene, piú sempliemente, sommando alla (5.47) il tensoreonservato:
Sµ,ν = −∂β(FµβAν) = −Fµβ(∂βA

ν)



5.2 Le equazioni di Maxwell Lorentz 61in quanto, in assenza di arihe, ∂βF
µβ = 0. Notiamo he:
∂µS

µ,ν = 0;

∫
d3xS0ν = 0In onlusione:

Θµν
e.m. = −gρσF

ρµF σν +
gµν

4
FαβFαβ (5.48)Espliitamente, le densitá di energia e momento ottenute dalla (5.48) sono:

Ee.m. = Θ00
e.m. =

1

2
(Ẽ · Ẽ + B̃ · B̃);

P i
e.m. = Θ0i

e.m. = (Ẽ × B̃)i (5.49)Consideriamo adesso la densitá di lagrangiana ompleta, (5.38), he risriviamo per omoditá:
L = Le.m. + Lq + Lint ;

Lq = −mc2 1

γ
δ(3 )[x̃ − x̃ (t)]; Lint = −jµA

µ = q
1

γ
δ(3 )[x̃ − x̃ (t)]uµAµIl tensore impulso-energia anonio omplessivo si ottiene di�erenziando rispetto ai gradidi libertá del ampo e della partiella. Ci limitiamo a onsiderare l' integrale spaziale delleomponenti temporali (Lq + Lint =

∫
d3x(Lq + Lint):

Etot =

∫
d3xT 0,0

tot =

∫
d3x[

∂L

∂0Aβ
∂0Aβ − g00Le.m.] +

∂(Lq + Lint)

∂ṽ
· ṽ − (Lq + Lint) =

=

∫
d3xT 0,0

e.m. +mc2γ + qA0[~x(t), t] (5.50)
Pi

tot =

∫
d3xT 0i

e.m. +
∂(Lq + Lint)

∂vi
=

∫
d3xT 0i

e.m. +mγvi + qAi[~x(t), t] (5.51)Il tensore T µ,ν
e.m. non é piú onservato. Usando l' eqazione del moto di Fµν , eq. (5.39) si trova:

dPν
e.m.

dt
=

∫
d3x∂0T

0,ν
e.m. =

∫
d3x∂µT

µ,ν
e.m. =

= −
∫
d3xjβ∂

νAβ +

∫
d3x

1

2
Fµσ(∂µF σν + ∂σF νµ + ∂νFµσ)Nella parentesi del seondo termine σ 6= µ. Se abbiamo anhe: ν 6= σ 6= µ, la parentesié nulla per le equazioni di Maxwell omogenee, (5.8), se invee: ν = σ 6= µ, si annulla per l'antisimmetria di Fµν . In ogni aso, quindi:

dEe.m.

dt
= −

∫
d3xjβ∂

0Aβ = −q∂0A
0 + q~v · (∂0

~A);

dPi
e.m.

dt
= q~v · (∂i

~A)



62 QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO ELETTROMAGNETICOda ui:
dEtot

dt
=
dEe.m.

dt
+
dEq

dt
= −q∂0A

0 + q~v · (∂0
~A) +

d(mc2γ)

dt
+ q∂0A

0 + q~v · ∂A0 =

= −q~v · ~E +
d(mc2γ)

dt
= 0 (5.52)ome onseguenza della equazione del moto della partiella, (5.44). In modo analogo, sulla basedell' equazione del moto (5.43), troviamo;

dPi
tot

dt
=
dPi

e.m.

dt
+
dPi

q

dt
= q~v · (∂i

~A) +
dmγvi

dt
+ q∂0A

i + ~v · ~∇Ai =

=
dmγvi

dt
− qEi − q(~v × ~B)i = 0 (5.53)L' evoluzione nel tempo del sistema onsiste in uno sambio ontinuo di energia e quantitá dimoto tra ampo e partiella, onservando ostanti i valori dell' energia e del momento omplessivi.Tuttavia, la de�nizione dell' energia e della quantitá di moto assoiate alla partiella o alampo ad un dato istante non é univoa, in quanto queste grandezze non sono, individualmente,ostanti del moto. Una desrizione partiolarmente semplie si ottiene eliminando T µ,ν

e.m. in favoredi Θµν
e.m.. Confrontando la (5.47) e la (5.48) si ottiene:

T µ,ν = Θµν + Fµβ∂βA
ν = Θµν + ∂β(FµβAν) − jµAνLa derivata totale si puó omettere e possiamo ombinare l' ultimo termine on l' espressione delmomento-energia della partiella. In questo modo ottieniamo:

Etot =
1

2

∫
d3x(E2 +B2) +

mc2√
1 − v2

c2

Pi
tot =

∫
d3x( ~E × ~B)i +

mvi

√
1 − v2

c2

(5.54)Nelle espressioni in (5.54) ompare apparentemente solo l' energia della partiella libera. Nelaso di piú partielle, i si puó hiedere dove sia �nita l' energia di interazione elettrostatiatra le partielle stesse. La risposta é he questa energia é inglobata nel primo termine, ome sivede al modo seguente. Separiamo il ampo elettrio nelle omponenti longitudinale e trasversa,seondo la (5.32). Troviamo:
1

2

∫
d3x E2 =

1

2

∫
d3x(E2

L + E2
T ) =

1

2

∫
d3x E2

T +
1

2

∫
d3x (~∇Φ) · (~∇Φ) =

=
1

2

∫
d3x E2

T − 1

2

∫
d3xΦ(~∇ · ~∇Φ) =

1

2

∫
d3x E2

T +

∫
d3x Φρ (5.55)dove Φ é il potenziale elettrostatio. Il seondo termine nell' espressione �nale é l' energiaelettrostatia he, per un sistema di partielle puntiformi, si ridue all' espressione:

VCoul =
1

2
Σij

1

4π

qi qj
|~xi(t) − ~xj(t)|

(5.56)



5.2 Le equazioni di Maxwell Lorentz 63Troviamo:
Etot =

1

2

∫
d3x(E2

T +B2) +
1

2
Σij

1

4π

qi qj
|~xi − ~xj|

+
mc2√
1 − v2

c2

(5.57)Il primo termine ontiene solo i gradi di libertá del ampo di radiazione, il seondo e terzo i gradidi libertá delle partielle.A partire dalle (5.54) si puó riavare, in�ne, il tensore impulso-energia non integrato, nellaforma:
Θµν = Θµν

e.m. + θµν;

θµν = mc2
1

γ
uµuν δ(3)[~x− ~x(t)]Problema . Partendo dalla legge di trasformazione:(Aµ)′(x′) = Λµ

νAν(x) alolare le matriidel momento angolare, (Σαβ)µν , introdotte nella Parte 1 e mostrare he Θµν
e.m. in eq.(5.48) siottiene dal tensore anonio T µ,ν

e.m. on la ostruzione di Belinfante e Rosenfeld.Commento. Per una partiella puntiforme abbiamo introdotto le densitá di lagrangiana,orrente e impulso-energia nella forma:
L = −mc2 1

γ
δ[~x− ~x(t)];

jµ = q
1

γ
uµ δ[~x− ~x(t)];

θµν = mc2
1

γ
uµuν δ[~x− ~x(t)];E' interessante osservare he il fattore 1/γ é essenziale per ompensare la non ovarianza dellafunzione delta e produrre delle grandezze appropriatamente ovarianti, ome si vede on l' argo-mento seguente. Moltiplihiamo jµ per una 4-densitá espliitamente ovariante e per un elemento�nito ma piolo di 4-volume intorno a (~x(t), t):

∆(jA) = ∆3x∆t(jµA
µ) = q

∆t

γ
uµA

µ(~x(t), t) = q∆τ [uµA
µ(~x(τ), τ)] (5.58)dove τ é il tempo proprio della partiella. Abbiamo ottenuto un risultato invariante qualunque siail 4-vettore Aµ, quindi jµ deve esso stesso trasformare ome un 4-vettore. Analogo ragionamentovale per le altre densitá.5.2.2 Formalismo Hamiltoniano e sostituzione minimaleIl momento oniugato della partiella é stato giá alolato nella (5.51):

~p = mγ~v + q ~A[~x(t), t] (5.59)



64 QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO ELETTROMAGNETICOdi qui dobbiamo riavare ~v ome funzione di ~p. Troviamo
~v =

c~π√
|~π|2 + (mc)2

;

~π = ~p− q ~AL' Hamiltoniana della partiella aria si ottiene da:
Hp = ~p · ~v − (Lp + Lint) = ~p · ~v + qA0 − q~v · ~A+mc2

√
1 − v2

c2
=

= qA0 + ~v · ~π +mc2
√

1 − v2

c2Eliminando ~v troviamo in�ne:
Hp = qA0 +

√
(mc2)2 + c2(~p− q ~A)2 (5.60)Se onfrontiamo on l' Hamiltoniana della partiella libera:

Hp =
√

(mc2)2 + (c~p)2 (5.61)vediamo he l' interazione di una partiella aria in un ampo elettromagnetio assegnato siintrodue on la Sostituzione Minimale:
Hp → Hp − qA0;

~p→ ~p− q ~A (5.62)ovvero, in termini ovarianti:
pµ → pµ − qAµ (5.63)Conludiamo on l' Hamiltoniana del ampo elettromagnetio. Si parte dalla de�nizione delmomento oniugato di Aµ:

Πµ =
∂L

∂∂0Aν
= F 0µ (5.64)Notiamo he Π0 = F 00 = 0, oerentemente on il fatto he A0 non é una reale variabile delampo elettromagnetio. Inoltre, ome abbiamo visto nelle equazioni (5.31) e seguenti, possiamosegliere una gauge in ui il potenziale vettore é trasverso: ∂iA

i = 0. In questa gauge,
Πi = −∂0A

i = Ei
T (5.65)L' Hamiltoniana del ampo é data da:

He.m. =

∫
d3x{~Π · (∂0

~A) − Le.m.} =

∫
d3 x{E 2

T − 1

2
(E 2 − B2 )} =

=
1

2

∫
d3x{(E2

T +B2)} − 1

2

∫
d3xE2

L



5.2 Le equazioni di Maxwell Lorentz 65Dobbiamo aggiungere questo risultato all' Hamiltonian della partiella (5.60). Consideriamo ilaso di diverse partielle arihe, troviamo (Aµ
i = Aµ[~xi(t), t]):

Htot =
1

2

∫
d3x(E2

T +B2) − 1

2

∫
d3x E2

L + ΣiqA
0
i + Σi

√
(mic2)2 + c2(~pi − ~Ai)2} =

=
1

2

∫
d3x(E2

T +B2) +
1

2
Σij

qiqj
4π|~xi − ~xj |

+ Σi

√
(mic2)2 + c2(~pi − ~Ai)2 (5.66)Nel limite non-relativistio troviamo il risultato ben noto:

Htot =
1

2

∫
d3x(E2

T +B2) +
1

2
Σij

qiqj
4π|~xi − ~xj |

+ Σi
(~pi − qi ~Ai)

2

2m2
i

(5.67)L' e�etto Zeeman lassio. La sostituzione minimale ondue alla forza di Lorentz e quindila sua validitá trova numerose onferme nei fenomeni elettromagnetii lassii.Un' appliazione aratteristia della sostituzione minimale é quella dell' e�etto Zeeman, lamoltipliazione delle righe spettrali emesse o assorbite dagli atomi quando sono posti in un ampomagnetio, onsiderata nella teoria lassia da H. A. Lorentz [5℄. Consideriamo un elettrone inun sistema atomio desritto dall' Hamiltoniana:
H =

p2

2m
+ · · · + V (x, . . .) (5.68)dove ~x, ~p sono le variabili anonihe dell' elettrone e i punti di sospensione indiano ulterioritermini nell' energia inetia o nel potenziale dovuti agli altri gradi di libertá del sistema. Sup-poniamo inoltre he V abbia una simmetria sferia, V = V (r2, . . .) on r2 = x2 + y2 + z2. Leequazioni di Hamilton sono:

dx

dt
=
∂H

∂~p
=

~p

m
;

dp

dt
= −∂H

∂~x
= −∂V

∂~x
= − ∂V

∂r2
2~x (5.69)Adesso introduiamo un ampo magnetio ostante diretto lungo l' asse z, generato dalpotenziale vettore:

A =
B

2
(−y, x, 0); rotA = BSeondo la sostituzione minimale, la nuova Hamiltoniana é adesso:

H =
(~p+ e ~A)2

2m
+ . . . + V (r2, . . .) (5.70)La simmetria sferia é ridotta ad una simmetria assiale, intorno alla direzione di ~B, per uidobbiamo trattare separatamente le variabili z, pz dalle x, px e y, py. Introduiamo, al posto diqueste ultime, le variabili omplesse:

ζ = x+ iy; p = px + ipy (5.71)



66 QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO ELETTROMAGNETICOed inoltre:
A = Ax + iAy = i

B

2
ζ (5.72)Le equazioni di Hamilton per le oordinate trasverse a B sono:

dζ

dt
=
∂H

∂px
+ i

∂H

∂py
=

p

m
+ iωLζdove abbiamo introdotto la frequenza di Larmor:

ωL =
eB

2m
. (5.73)De�niamo una nuova variabile χ(t) ponendo:

ζ(t) = χ(t)eiωLt (5.74)L' equazione preedente i dá:
dχ

dt
eiωLt =

p

m
(5.75)he suggerise di ride�nire anhe il momento oniugato, ponendo:

p(t) = π(t)eiωLt (5.76)La equzione di Hamilton per p si srive allora:
dp

dt
= (

dπ

dt
+ iωLπ)eiωLt = −(

∂H

∂x
+ i

∂H

∂y
) =

= − ∂V

∂r2
2ζ + iωLp = (− ∂V

∂r2
2χ+ iωLπ)eiωLt (5.77)dove abbiamo omesso termini quadratii nel ampo magnetio, he sono trasurabili nelle on-dizioni sperimentali usuali.La onlusione he si ottiene dalle equazioni (5.73) e (5.77) é he le variabili χ e π obbedi-sono alle stesse equazioni del moto dell' atomo imperturbato. Dalla (5.74) vediamo he al motoimperturbato si sovrappone un movimento di preessione intorno al ampo magnetio on la fre-quenza di Larmor. Il moto lungo z non é in�uenzato a�atto dal ampo (del resto, la omponente

z della forza di Lorentz é nulla).Se assumiamo he il moto imperturbato sia armonio on frequenza ω0, abbiamo:
χ(t) = ae+iω0t + be−iω0t, z = ceiω0tper le soluzioni della (5.69) mentre:

ζ(t) = ae+i(ω0+ωL)t + be−i(ω0−ωL)t, z = ceiω0t (5.78)per il moto nel ampo magnetio.La riga spettrale on frequenza ω0 assorbita o emessa dall' atomo in ondizioni normali, nelampo magnetio si sinde in tre omponenti di frequenza ω0 ± ωL, ω0. Inoltre, la lue he va



5.3 Quantizzazione del ampo elettromagnetio nel vuoto 67nella direzione del ampo magnetio, ui non puó ontribuire il moto lungo z, ontiene solo leprime due omponenti.Le previsioni lassihe sono rispettate in un erto numero di asi (e�etto Zeeman normale).In altri asi, tuttavia, la struttura delle linee nel ampo magnetio é piú ompliata. L' e�ettoZeeman anomalo si puó spiegare solo tenendo onto del momento magnetio di spin dell' elettrone,su ui torneremo nella Sez. 6.1.4.5.3 Quantizzazione del ampo elettromagnetio nel vuo-toA dispetto del fatto he l'osservazione dei fenomeni elettromagnetii è stata all'origine del-lo sviluppo della teoria dei ampi lassii, la quantizzazione del ampo elettromagnetio nelformalismo anonio presenta problemi non banali.Il punto di partenza è la densità di lagrangiana (5.13)
L = −1

4
FµνFµν = −1

2
(∂νAµ − ∂µAν) ∂νAµ =

1

2

(
|E|2 − |B|2

) (5.79)dalla quale si riavano, attraverso il prinipio di azione, le equazioni di Maxwell in assenza diarihe e orrenti. Le variabili anonihe oniugate alle omponenti del potenziale vettore Aµ,he si ottengono dalla
πµ =

∂L
∂Ȧµ

= F 0µ (5.80)sono (i = 1, 2, 3)
π0 = F 00 = 0 , πi = F 0i = ∂iA0 − ∂0Ai = Ei . (5.81)Dall'espressione orrispondente della densità hamiltoniana

H =

3∑

i=1

πiȦi − L =

3∑

i=1

EiȦi −
1

2

(
|E|2 − |B|2

)
=

1

2

(
|E|2 + |B|2

)
+ E · ∇φ , (5.82)on φ = A0, segue he (si onfronti on la (5.54))

H =
1

2

∫
d3x

(
|E|2 + |B|2

)
, (5.83)one si vede failmente integrando per parti ed usando la ∇ ·E = 0.Le regole di ommutazione anonihe per le Aµ e πi (i, k = 1, 2, 3)

[
Aµ(x, t), Aν(x′, t)

]
= 0 (5.84)[

πi(x, t), πk(x′, t)
]

= 0 (5.85)
[
πk(x, t), A0(x′, t)

]
= 0 (5.86)



68 QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO ELETTROMAGNETICOmostrano he, a ausa dell'annullarsi del momento oniugato π0, la omponente A0 del potenzialevettore, a di�erenza delle Ai, ommuta on tutte le Aµ e πi, e può quindi essere desritta daun numero, invee he da un operatore. Ci si può quindi limitare ad appliare il formalismoquantistio alle sole omponenti Ai, e trattare A0 ome un ampo lassio. Questa proedura,seguita originariamente da Dira [?℄, pur essendo di grande utilità in molte appliazioni ha losvantaggio di non essere manifestamente ovariante, in quanto le omponenti del quadrivettore
Aµ sono trattate in modo asimmetrio. La quantizzazione ovariante del ampo elettromagnetiopresenta problemi tenii non banali e sarà disussa più avanti.5.3.1 Energia e impulso del ampo elettromagnetioNella gauge de�nita dalla ondizione

∇ · A = 0 , (5.87)il potenziale vettore sodisfa alla
2A(x) = j(x) − ∇

∂φ(x)

∂t
, (5.88)ome segue dalla (5.3), mentre la (5.1) implia he il potenziale salare A0 = φ, soluzionedell'equazione di Poisson

∇2φ(x) = −ρ(x) , (5.89)è il potenziale oulombiano generato dalla distribuzione di aria ρ(x)
φ(x) =

∫
d3x′

ρ(x′, t)

|x− x′| . (5.90)Per questo motivo la gauge (5.87) è hiamata gauge di Coulomb.In linea di prinipio, il termine ontenente φ nel seondo membro della (5.88) si può otteneredalla (5.90). Tuttavia, separando le omponenti longitudinale e trasversa della orrente, ioèsrivendo
j(x) = jT (x) + jL(x) (5.91)on

∇ × jT = 0 , ∇ · jL = 0 (5.92)e usando l'identità ∇ × (∇ × j) = ∇(∇ · j) −∇2j si dimostra failmente he
∇
∂φ(x)

∂t
= jL(x) , (5.93)ioè he il termine di sorgente nell'equazione he determina il potenziale vettore A si ridue allaomponente trasversa della orrente, jT (x).In assenza di arihe e orrenti, φ(x) ≡ 0 e la (5.88), diventa

2A = 0 . (5.94)



5.3 Quantizzazione del ampo elettromagnetio nel vuoto 69Una soluzione partiolare della (5.94) he soddisfa alle ondizioni di periodiità sui bordi diuna satola ubia, disusse nella sezione 4.1.1, si può srivere nella la forma
uk(x, t) =

1

V
ǫk e−i(ωkt−k·x) , (5.95)dove V è il volume di normalizzazione e

ωk = |k| . (5.96)La ondizione di gauge (5.87) implia he il vettore di polarizzazione gode della proprietà
k · ǫk = 0 , (5.97)ioè he per ogni vettore d'onda k, ǫk giae sul piano perpendiolare a k. Possiamo quindide�nire due vettori unitari reali, ǫk1 and ǫk2, tali he (r, r′ = 1, 2)

ǫkr · ǫkr′ = δrr′ (5.98)e
ǫkr · k = 0 . (5.99)La soluzione generale della (5.94) he soddisfa alla ondizione di gauge (5.87) si ottiene dallaombinazione lineare delle uk(x, t) (riordiamo he A(x, t) è una funzione reale)

A(x, t) =
∑

k

2∑

r=1

[ckrukr(x, t) + c∗kru
∗
kr(x, t)]

=
∑

k

2∑

r=1

[ckr(t)ukr(x) + c∗kr(t)u
∗
kr(x)] , (5.100)dove abbiamo de�nito

ckr(t) = ckre
−iωkt (5.101)e le funzioni

ukr(x) =
1√
V

ǫkr eik·x . (5.102)soddisfano le relazioni di ortonormalità
∫
d3x u∗

kr(x)uk′r′(x) =
ǫkr · ǫk′r′

V

∫
d3x ei(k−k′)·x = δrr′δkk′ . (5.103)Sostituendo nell'espressione dell'energia del ampo elettromagnetio lassio (si onfronti onla (5.54))

H =
1

2

∫
d3x

(
|B|2 + |E|2

)
=

1

2

∫
d3x

(
|∇ × A|2 +

∣∣∣∣
∂A

∂t

∣∣∣∣
2
) (5.104)



70 QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO ELETTROMAGNETICOlo sviluppo di Fourier (5.100) si ottiene
H =

1

2

∑

kr

∑

k′r′

∫
d3x

{
[ckr(t) ∇ × ukr(x) + c.c.] · [c∗k′r′(t) ∇ × u∗

k′r′(x) + c.c.]

+

[
∂ckr

∂t
ukr(x) + c.c.

]
·
[
∂c∗k′r′

∂t
u∗

k′r′(x) + c.c.

]}
. (5.105)Il alolo del ontributo del ampo magnetio rihiede integrazioni del tipo

∫
d3x (∇ × ukr(x)) · (∇ × u∗

k′r′(x))

=

∫
d3x ∇ · [ukr(x) × (∇ × u∗

k′r′(x))] +

∫
d3x ukr(x) · [∇ × (∇ × u∗

k′r′(x))]

= −
∫
d3x ukr(x)∇2u∗

k′r′(x)

=
|k′|2
V

ǫkr · ǫk′r′

∫
d3x ei(k−k′)·x = ω2

k′ δrr′δkk′ ,he si e�ettuano failmente usando le ondizioni di periodiità sui bordi del volume di integrazionee le identità (∇×u)·(∇×v) = ∇·[u×(∇×v)]+u·[∇×(∇×v)] e ∇×(∇×u) = ∇·(∇·u)−∇2u.Gli integrali orrispondenti al ontributo del ampo elettrio sono invee del tipo
∫
d3x

∂ckr

∂t
ukr(x) · ∂c

∗
k′r′

∂t
u∗

k′r′(x) = ωkωk′ δrr′δkk′ ckr(t)c
∗
k′r′(t) .Il risultato �nale è

H =
∑

kr

ω2
k [ckr(t)c

∗
kr(t) + c∗kr(t)ckr(t)] , (5.106)dove le funzioni ckr(t) soddisfano all'equazione di�erenziale

c̈kr(t) = −ω2
k ckr(t) , (5.107)ioè all'equazione del moto di un osillatore armonio lassio di frequenza angolare ωk e massaunitaria. Si noti he, se le funzioni ckr(t) sono numeri omplessi, [ckr(t)c

∗
kr(t) + c∗kr(t)ckr(t)] =

2ckr(t)c
∗
kr(t). Il motivo per ui abbiamo sritto H nella forma (5.106) sarà hiaro tra poo.L'energia di un sistema di osillatori lassii di massa unitaria, osillanti nelle direzioniindividuate dai vettori d'onda k on frequenza angolare ωk è

Hosc =
∑

kr

1

2
(p2

kr + ω2
kx

2
kr) , (5.108)dove xkr and pkr sono le variabili anonihe lassihe, he soddisfano alle equazioni del moto

ẍkr(t) = −ω2
k xkr(t) , p̈kr(t) = −ω2

k pkr(t) . (5.109)Confrontando la (5.106) alla (5.108) vediamo subito he H oinide on Hosc se
ckr =

1

2ωk
(ωkxkr + ipkr) , c∗kr =

1

2ωk
(ωkxkr − ipkr) , (5.110)



5.3 Quantizzazione del ampo elettromagnetio nel vuoto 71ovvero se
xkr = ckr + c∗kr , pkr = −iωk(ckr − c∗kr) . (5.111)Questo risultato suggerise di interpretare H ome l'energia di un insieme di osillatori lassii.Il passaggio al aso quantistio, usando il formalismo desritto nell'Appendie ?? è immediato.L'energia di un sistema di osillatori quantistii ha infatti la forma

H =
∑

kr

ωk

2

(
a†
krakr + akra

†
kr

)
, (5.112)he oinide on quella dell'energia del ampo elettromagnetio (5.106) se si interpretano ioe�ienti dello sviluppo in serie di Fourier di A ome operatori quantistii de�niti dalle relazioni

ckr =
1√
2ωk

akr , c∗kr =
1√
2ωk

a†kr . (5.113)Il potenziale vettore A si può quindi esprimere in termini degli operatori di reazione edistruzione a†
kr e akr

A(x) =
∑

kr

1√
2V ωk

ǫkr

[
akr(t)e

−ik·x + a†
kr(t)e

ik·x
] (5.114)

=
∑

kr

1√
2V ωk

ǫkr

[
akre

−i(ωkt−k·x) + a†kre
i(ωkt−k·x)

]

= A+(x) + A−(x) . (5.115)ed è un'operatore nello spazio di Hilbert i ui vettori di stato sono
|nk1r1

, nk2r2
, . . . nknrn

. . .〉 , (5.116)dove nkr è il numero di quanti nel modo di osillazione aratterizzato dal vettore d'onda k e dalvettore di polarizzazione ǫkr. Lo stato (5.116) si può ottenere a partire dallo stato di vuoto, heorrisponde a nkr ≡ 0, usando la
|nk1r1

, nk2r2
, . . .〉 =

∏

kiri

(a†
kiri

)nkiri

√
nkiri

!
|0〉 . (5.117)Si noti he nella (5.115) abbiamo separato il ontributo dei termini ontenenti operatori direazione (A−(x)) e annihilazione (A+(x)). Ovviamente si ha he

A+(x)|0〉 = 0 . (5.118)Segliendo 〈0|H|0〉 ome zero della sala delle energie, l'hamiltoniana del ampo elettroma-gnetio ri ridue a
H =

∑

kr

ωk Nkr , (5.119)



72 QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO ELETTROMAGNETICOon Nkr = a†
krakr, e soddisfa l'equazione agli autovalori

H|nk1r1
, nk2r2

, . . .〉 =
∑

kiri

nkiri
ωki

|nk1r1
, nk2r2

, . . .〉 . (5.120)Poihè A(x) è lineare negli operatori di reazione e distruzione, dalle regole di ommutazione
[akr, Nk′r′ ] =

[
akr, a

†
k′r′ak′r′

]
= δrr′δkk′akr (5.121)e [

a†
kr, Nk′r′

]
=
[
a†
kr, a

†
k′r′ak′r′

]
= δrr′δkk′a†

kr , (5.122)segue he l'operatore Nkr non ommuta on A(x), e quindi neppure on i ampi elettrio emagnetio E e B. Questo risultato implia he i valori di E e B e gli nkr non possono esseremisurati simultaneamente on preisione arbitraria. Inoltre, dalla linearità di A(x) negli akr e
a†
kr, segue anhe he i valori di aspettazione 〈E〉 and 〈B〉 negli stati (5.116) sono tutti nulli.Classiamente, l'impulso del ampo elettromagnetio è dato dal vettore di Poynting (sionfronti on la (5.54))

P =

∫
d3x E × B = −

∫
d3x

∂A

∂t
× (∇ × A) . (5.123)Sostituendo la (5.114) nella (5.123) troviamo

P =
∑

kr

k
1

2

(
a†krakr + akra

†
kr

)

=
∑

kr

k

(
a†
krakr +

1

2

)

=
∑

kr

k Nkr . (5.124)Per ottenere la (5.124) è onveniente risrivere la (5.123) nella forma
P = −1

2

∫
d3x (E × B− B × E) . (5.125)In questo modo si vede subito he i termini ontenenti due operatori di reazione o due operatoridi distruzione non ontribuisono. Per il alolo degli altri termini si utilizza la

∫
d3x

∑

kr

∑

k′r′

1

2V

1√
ωkωk′

ǫkr × (k × ǫk′r′)ωk

[
akra

†
k′r′e

−i(k−k′)x + a†krak′r′e
i(k−k′)x

]

=
∑

kr

∑

k′r′

1

2

ωk√
ωkωk′

ǫkr × (k × ǫk′r′)
(
akra

†
k′r′ + a†krak′r′

)
δkk′

=
∑

kr

k

(
a†krakr +

1

2

)
, (5.126)



5.3 Quantizzazione del ampo elettromagnetio nel vuoto 73dove, ovviamente, ∑k k = 0.L'equazione (5.124) mostra he il quanto del ampo eletromagnetio di energia ωk = |k|ha impulso k, e può quindi essere identi�ato on una partiella di massa nulla (ome seguedalla ω2
k − |k2| = 0), il fotone. La natura orpusolare della radiazione elettromagnetia è stataonfermata nel 1922 dall'osservazione dell'e�etto Compton, ioè della onservazione di impulsoed energia nell'urto elastio tra fotoni ed elettroni atomii.5.3.2 Spin del fotoneLo stato di polarizzazione del fotone è determinato dalla proiezione del suo momento angolarelungo l'asse di quantizzazione, he possiamo prendere lungo x3. Appliando la de�nizione deltensore anonio del momento angolare del Capitolo ?? (eq.(3.71) e (3.72)), al aso del ampoelettromagnetio si ottiene risultato

J3 =

∫
d3x

[
3∑

i=1

Ȧi

(
x1 ∂

∂x2
− x2 ∂

∂x1

)
Ai − (Ȧ1A2 − Ȧ2A1)

]
. (5.127)Sostituendo la (5.114) nella (5.127) troviamo he J3 soddisfa alle regole di ommutazione

[
J3, a†kr

]
= i
(
ǫ1kra

†
k2 − ǫ2kra

†
k1

)
, (5.128)dove abbiamo selto l'asse x3 lungo la direzione del vettore d'onda k. Si noti he solo il seondotermine nell'integrando della (5.127), he possiamo interpretare ome momento angolare di spin,dà ontributo non nullo al ommutatore (5.128).De�niamo ora i due nuovi operatori

a†kR =
1√
2

(
a†k1 + ia†k2

)
, a†kL =

1√
2

(
a†k1 − ia†k2

)
, (5.129)he reano fotoni polarizzati irolarmente, ioè fotoni il ui stato di polarizzazione è desrittodai vettori

ǫkR =
1√
2

(ǫk1 + iǫk2) , ǫkL =
1√
2

(ǫk1 − iǫk2) . (5.130)Ponendo ǫk1 ≡ (1, 0, 0) e ǫk2 ≡ (0, 1, 0) e risrivendo la (5.128) in termini dei nuovi operatoriotteniamo le regole di ommutazione
[
J3, a†

kR

]
= a†

kR ,
[
J3, a†

kL

]
= −a†

kL , (5.131)dalle quali segue he la terza omponente del momento angolare dello stato on un fotone è datadalle
J3a†

kR|0〉 =
[
J3, a†

kR

]
|0〉 = a†

kR|0〉 , (5.132)
J3a†

kL|0〉 =
[
J3, a†

kL

]
|0〉 = −a†

kL|0〉 . (5.133)Questo risultato mostra he il fotone ha spin |J| = 1, ome rihiesto dalla natura vettoriale delampo elettromagnetio, e he le due proiezioni J3 = ±1 orrispondono agli stati polarizzati ir-olarmente. L'assenza dello stato on J3 = 0 è una onseguenza della ondizione di trasversalità(5.87), he abbassa di uno il numero di gradi di libertà.
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Capitolo 6L' EQUAZIONE DI DIRACIn questo Capitolo e nei seguenti useremo unitá di misura naturali, in ui ~ = c = 1.Seondo la meania quantistia non relativistia, l'evoluzione della funzione d'onda di unapartiella libera di massa m ed impulso p è desritta dall'equazione di Shrödinger
i
∂ψ

∂t
= Hψ , (6.1)on l'operatore hamiltoniano H = −∇

2/2m he si ottiene dall'espressione dell'energia
E =

p2

2m
, (6.2)on le sostituzioni

E → i
∂

∂t
, p → −i∇ . (6.3)Lo stesso Shrödinger [?℄ suggerì per primo una generalizzazione della (6.1) basata sull'usodell'espressione relativistia

E2 = p2 +m2 . (6.4)Il risultato di questa proedura è l'equazione di Klein-Gordon
(2 +m2)ψ = 0 , (6.5)Moltipliando per ψ∗ e sotttraendo al risultato il prodotto tra la ψ e la omplessa oniugatadella (6.5) si ottiene l'equazione di ontinuità

∂ρ

∂t
= ∇j , (6.6)on

ρ = ψ∗ ∂ψ

∂t
− ψ

∂ψ∗

∂t
(6.7)e

j = −∇ (ψ∗
∇ψ − ψ∇ψ∗) . (6.8)



76 L' EQUAZIONE DI DIRACTuttavia, la ρ he ompare a primo membro della (6.6) non può essere identi�ata on ladensità di probabilità, ome la quantità analoga he si ottiene dall'equazione di Shrödinger, poi-hè non gode della proprietà di essere sempre positiva. Per onvinersi di questo basta sostituire
i∂/∂t→ E nella (6.7). Il risultato,

ρ = E|ψ|2 ,mostra infatti he la ρ può essere sia positiva sia negativa, dal momento he l'equazione diKlein-Gordon ha soluzioni on energia di entrambi i segni
E = ±

√
p2 +m2 ,Si noti he nel limite non relativistio E ≈ m > 0 e si trova il familiare risultato ρ ∝ |ψ|2.La presenza della derivata seonda rispetto al tempo ontraddie, inoltre, il postulato dellameania quantistia seondo il quale la funzione d'onda ontiene tutta l'informazione sullostato di un sistema �sio, e deve quindi essere ompletamente determinata dal suo valore altempo iniziale.A ausa di questi problemi l'equazione di Klein-Gordon venne inizialmente aantonata, �noa quando Pauli e Weisskopf [?℄ suggerirono he la sua soluzione doveva essere intepretata omeun ampo quantistio, anzihè ome la funzione d'onda di una partiella.6.1 Forma e proprietá dell'equazione di DiraSe la funzione d' onda ad un dato istante deve ontenere tutta l' informazione sullo stato, l'e-quazione d'onda deve essere del primo ordine rispetto al tempo. Poihè la trattazione relativistiarihiede he il tempo e le oordinate spaziali siano trattate in modo simmetrio, questo impliahe anhe le derivate spaziali devono apparire al primo ordine. Inoltre, le soluzioni debbonoessere ompatibili on l'equazione di Klein Gordon, he si ottiene direttamente dall'espressionerelativistia dell'energia (6.4).Per soddisfare a tutte queste ondizioni, Dira propose di srivere l'equazione d'onda nellaforma

i
∂ψ

∂t
= (−iα · ∇ + βm)ψ , (6.9)dove ψ è un vettore ad N omponenti
ψ =




ψ1

ψ1

. . .
ψN


 (6.10)e le αi (i = 1, 2, 3) e β sono matrii N ×N , on N da determinare. Si noti he funzioni d'ondadel tipo (6.10) si inontrano anhe in meania meania quantistia non relativistia. Peresempio, la funzione d'onda di una partiella di spin 1/2 è un vettore a due omponenti.Poihè l' Hamiltoniana è un operatore hermitiano, deve essere α = α† e β = β†. Inoltre,dalla rihiesta he la (6.9) sia ompatibile on l'equazione di Klein Gordon, ioè he
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(α · p + βm)(α · p + βm) = E2 = p2 +m2segue la ondizione:

αiαjpipj +m(αiβ + βαi)pi + β2m2

=
1

2
({αi, αj} + [αi, αj ]) pipj +m {αi, β} pi + β2m2

= pipjδij +m2 ,Si noti he pipj è un tensore simmetrio, la ui ontrazione ol tensore antisimmetrio [αi, αj ] ènulla. Troviamo quindi:
{αi, αj} = 2δij (6.11)
{αi, β} = 0 (6.12)
α2

i = β2 = 1 . (6.13)È onveniente introdurre un nuovo set di matrii γµ (µ = 0, 1, 2, 3) de�nito dalle (i = 1, 2, 3)
γ0 = β , γi = βαi = γ0αi . (6.14)he soddisfano alle regole di antiommutazione

{γµ, γν} = 2gµν (6.15)e godono delle proprietà
(γ0)2 = 1 , (γi)2 = −1 , (6.16)

γµ† = γ0γµγ0 . (6.17)Usando le matrii γµ si può risrivere l'equazione di Dira nella forma data da Feynman.Moltipliando la (6.9) da sinistra per β = γ0 si ottiene:
iβ
∂ψ

∂t
= iγ0∂ψ

∂t
= (βαipi + β2m)ψ =

(
−iγi ∂

∂xi
+m

)
ψ ,ioè

(iγµ∂µ −m)ψ = 0 . (6.18)In�ne, introduendo la notazione ∂/ = γµ∂µ si può porre la (6.18) nella forma
(i∂/ −m)ψ = 0 . (6.19)



78 L' EQUAZIONE DI DIRACProprietà delle matrii di Dira Le regole di antiommutazione (6.11)-(6.12) e la (6.13)determinano le proprietà ui devono soddisfare le matrii αi e β. La (6.13) implia he gliautovalori delle matrii αi e β sono tutti uguali a ±1, mentre dalla (6.11) segue he, per j 6= i

αiαjαj = αi = −αjαiαj

Tr(αi) = −Tr(αjαiαj) = −Tr(αjαjαi) = −Tr(αi) ,ioè
Tr(αi) = 0 . (6.20)Usando lo stesso proedimento si dimostra anhe he dalla (6.11) segue he
Tr(β) = 0 . (6.21)Una matrie N ×N i ui autovalori sono tutti uguali a ±1 può avere traia nulla solo se N èun numero pari. Quindi le dimensioni possibili delle matrii di Dira sono N = 2, 4, . . ..Possiamo esludere subito il aso N = 2. Le matrii di Pauli

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (6.22)utilizzate nella Meania Quantistia non relativistia per desrivere partielle di spin 1/2,soddisfano le regole di antiommutazione:

{σi, σj} = 2δij , (6.23)analoghe alle (6.11). È però impossibilie trovare una quarta matrie indipendente he antiom-muti on le σi. Infatti, le matrii di Pauli formano, insieme alla matrie unità I, una base per lematrii 2 × 2, per ui ogni matrie 2 × 2, M , si può somporre seondo la
M = M0I +Miσion
I =

(
1 0
0 1

)
.Una matrie M he sia indipendente dalle σi deve avere M0 6= 0, ma in questo aso non puòovviamente antiommutare on le σi stesse.La dimensione minima della matrii αi e β è N = 4. Si può veri�are failmente he lematrii 4 × 4

αi =

(
0 σi

σi 0

)
, β =

(
1 0
0 −1

)
, (6.24)soddisfano alle (6.11)-(6.13).La rappresentazione della matrii γµ ottenute dalle (6.24), hiamata rappresentazione diPauli, non è unia. Data una matrie non singolare S, le nuove matrii:

γ̃µ = S−1γµS . (6.25)



6.1 Forma e proprietá dell'equazione di Dira 79soddisfano alle stesse regole di antiommutazione delle γµ:
{γ̃µ, γ̃ν} = S−1γµSS−1γνS + S−1γνSS−1γµS = S−1 {γµ, γν}S = 2gµν .Si può dimostrare he, dati due set di matrii γµ e γ̃µ he soddisfano alle regole di anti-ommutazione (6.15), esse sono sempre ollegate da una trasformazione del tipo (6.25), on unapartiolare matrie non-singolare S.6.1.1 SpinL'operatore hamiltoniano dell'equazione di Dira

H = α · p + βm (6.26)non ommuta on il momento angolare orbitale:
L = x× p . (6.27)Usando le regole di ommutazione [pi, xj ] = −iδij si ottiene, ad esempio:

[H,L3] = [αipi, x1p2 − p2x1]

= α1p2 [p1, x1] − α2p1 [p2, x2]

= −i(α1p2 − α2p1) 6= 0 .Le ostanti del moto assoiate all' invarianza per rotazioni della (6.9) sono le omponenti delmomento angolare totale, de�nito ome
J = L +

1

2
Σ;

Σ =

(
σ 0
0 σ

)
, (6.28)he infatti ommuta on l'hamiltoniana (6.26). Per vedere questo, de�niamo il tensore antisim-metrio

σµν =
i

2
[γµ, γν ] , (6.29)le ui omponenti σij (i, j = 1, 2, 3) sono

σij = − i

2

(
[σi, σj ] 0

0 [σi, σj ]

)
= ǫijk

(
σk 0
0 σk

)
= ǫijk Σk .Otteniamo quindi:

Σ3 =
i

2
(γ1γ2 − γ2γ1) = − i

2
(α1α2 − α2α1) .In questa forma possiamo alolare agevolmente il ommutatore di H on Σ3:

1

2
[H,Σ3] = − i

4
[αipi, α1α2 − α2α1] = −i(α2p1 − α1p2) = − [H,L3] ,
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[H,J3] =

[
H,L3 +

1

2
Σ3

]
= 0 .Gli autovalori di Σ3 sono ±1. La (6.28) mostra he l'equazione di Dira desrive partielle onspin 1/2.Quando l'impulso della partiella non è nullo, mentre la proiezione dello spin lungo un assegenerio non si onserva, ome abbiamo appena visto, la proiezione dello spin lungo la direzionedel moto ommuta on l' Hamiltoniana. Questa grandezza prende il nome di eliità, ed è desrittadall'operatore

σp =
(Σ · p)

|p| , (6.30)Commento 1. La omparsa dello spin spiega perhé la funzione d' onda he soddisfa l' equa-zione di Dira deve essere un vettore multidimensionale. Tuttavia, per spin 1/2 i aspetteremmouna funzione d' onda a due omponenti, mentre la dimensione minima delle matrii di Dira é
N = 4. La dupliazione delle omponenti é dovuta alla neessaria presenza dell' antipartiella,ome vedremo piú avanti.6.1.2 Invarianza relativistiaVogliamo dimostrare he se ψ(x) soddisfa l' equazione di Dira in un dato sistema di riferi-mento O , la funzione d' onda determinata da un osservatore in un altro sistema O′, soddisfa l'equazione di Dira in O′.Questo é analogo a quanto suede nel aso del tensore del ampo elettromagnetio: leomponenti di E e B si trasformano da un riferimento all' altro, ma la forma delle equazioni diMaxwell rimane invariata.Consideriamo la trasformazione di Lorentz omogenea da O ad O′

x′
µ

= Λµ
νx

ν ,In orrispondenza, le omponenti della ψ si devono trasformare linearmente1, on una matriehe dipende dalla trasformazione Λ

ψ′(x′) = S(Λ)ψ(x) (6.31)La dipendenza di S da Λ deve essere tale da rispettare la regola di omposizione delle tra-sformazioni di Lorentz, almeno per quanto riguarda le trasformazioni prossime all' identitá (fril Cap. ??):
S(Λ1Λ2) = S(Λ1)S(Λ2) (6.32)Si noti he noi non onosiamo a priori la forma di S(Λ). L' invarianza relativistia dellaequazione di Dira rihiede he sia possibile determinare delle S(Λ) tali he:1per rispettare il Prinipio di Sovrapposizione
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• soddis�no le legge di omposizione (6.32)
• onduano ad una ψ′ he soddisfa l' equazione di Dira in O′ se ψ la soddisfa in O.Consideriamo adesso l' equazione di Dira in O:

0 =

(
iγλ ∂

∂xλ
−m

)
ψ(x) =

(
iγλ ∂

∂xλ
−m

)
S−1(Λ)ψ′(x′) =

=

(
iγλ ∂x

′µ

∂xλ

∂

∂x′µ
−m

)
S−1(Λ)ψ′(x′) =

=

(
iγλΛµ

λ
∂

∂x′µ
−m

)
S−1(Λ)ψ′(x′)Moltipliando per la matrie S(Λ), otteniamo:

(
iγ̃µ ∂

∂x′µ
−m

)
ψ′(x′) = 0;

γ̃µ = Λµ
ν S(Λ)γνS−1(Λ) (6.33)L' equazione (6.33) oinide on l' equazione di Dira nel sistema O′ se le matrii γ̃µoinidono on γµ, ovvero se S(Λ) soddisfa la relazione:

S−1(Λ)γµS(Λ) = Λµ
νγ

ν (6.34)Per risolvere la (6.34), i restringiamo alle trasformazioni in�nitesime, he abbiamo vistonella (3.66) essere della forma (fr. la Sez. 3.6):
Λµ

ν = δµ
ν + ǫµν ,on

ǫµν = gµαǫαν ;

ǫαβ = −ǫβα (6.35)Ora sriviamo
S = 1 + T , S−1 = 1 − Ton T in�nitesimo:

T =
1

2
ǫαβT

αβ , (6.36)e Tαβ è antisimmetrio.Sostituendo nell'equazione (6.34) ottieniamo (al primo ordine in ǫ)
Λµ

νγ
ν = γµ + ǫµνγ

ν = S−1γµS = γµ + (γµT − Tγµ) .ioè (usiamo la (6.36) e la (6.35))
(
gβµγα − gαµγβ

)
=
[
γµ, Tαβ

]
. (6.37)



82 L' EQUAZIONE DI DIRACLa (6.37) ammette ome soluzione il tensore antisimmetrio (si onfronti on la (6.29))
Tαβ =

1

4

[
γα, γβ

]
= − i

2
σαβ ,La trasformazione S he eravamo è quindi:

S = 1 − i

4
ǫαβσ

αβ , (6.38)Notiamo la proprietà
γ0S†γ0 = S−1 . (6.39)La (6.39) si dimostra usando la
σµν† = γ0 σµνγ0 , (6.40)he implia

γ0S†γ0 = 1 +
i

4
ǫµνγ

0σµν†γ0 = 1 +
i

4
ǫµνσ

µν = S−1 . (6.41)Si noti he la (6.39) vale per qualsiasi trasformazione di Lorentz propria, he può essereottenuta ome prodotto di trasformazioni in�nitesime. Per onvineri di iò, onsideriamo ilaso in ui
S = S1S2 , S−1 = S−1

2 S−1
1 ,on S1 e S2 trasformazioni in�nitesime. Dalla (6.39) segue he

γ0S†γ0 = γ0S†
2S

†
1γ

0 = γ0S†
2γ

0γ0S†
1γ

0 = S−1
2 S−1

1 = S−1 .Lo spinore aggiunto In generale ψ é una funzione d' onda omplessa. Aanto a ψ possiamointrodurre lo spinore omplesso oniugato ψ∗. Se onsideriamo ψ ome un vettore olonna, vedila (6.10), possiamo introdurre lo spinore ψ†, un vettore riga he ha per omponenti gli elementidi ψ∗:
ψ† = (ψ∗)T (6.42)Notiamo he ψ†ψ non é invariante sotto trasformazioni di Lorentz, visto he la matrie S(Λ) noné unitaria. Un invariante si ostruise onsiderando lo spinore aggiunto:
ψ̄ = ψ†γ0 (6.43)Usando la relazione (6.41) si vede he

ψ̄′(x′) = ψ†(x)S†γ0 = ψ̄(x)S−1 (6.44)in modo tale he:
(ψ̄ψ)′(x′) = ψ̄(x)S−1Sψ(x) = (ψ̄ψ)(x) (6.45)



6.1 Forma e proprietá dell'equazione di Dira 83Forme bilineari ovarianti Moltipliando tra loro due o più matrii γ si genera un'algebradi matrii. Poihè il prodotto simmetrio di due matrii γ è ±I, possiamo limitari a onside-rare i prodotti antisimmetrizzati negli indii di Lorentz. Si trovano osì quindii matrii 4 × 4linearmente indipendenti (le quattro matrii γ , sei prodotti di due γ, quattro di tre ed uno diquattro), he insieme all'identità formano l'algebra di Dira
ΓS = I , ΓV

µ = γµ , ΓT
µν = σµν ,

ΓP = γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 , ΓA
µ = γµγ5 .Notiamo he γ5 é hermitiana mentre per le altre matrii dell' algebra valgono relazioni analoghealle (6.17):

Γ = γ0Γ†γ0 (6.46)Usando i risultati del paragrafo preedente si ottengono failmente le leggi di trasformazionedelle forme bilineari del tipo
ψ†γ0Γψ = ψ̄Γnψ , (6.47)in termini dello spinore aggiunto ψ̄, he si trasforma seondo la (6.44). Le forme bilineari (6.47)svolgono un ruolo importante, poihè hanno proprietà di trasformazione de�nite sotto trasforma-zioni di Lorentz. Sono gli ingredienti base on ui ostruire le grandezze osservabili e le densitádi Lagrangiana invarianti.Consideriamo, per esempio, l'equazione di ontinuità (6.6) he si ottiene dall'equazione diDira. Si trova failmente he

ρ = ψ†ψ = ψ̄γ0ψ , j = ψ†αψ = ψ̄γψ .La forma bilineare ψ̄γµψ è la quadriorrente assoiata alla partiella desritta dall'equazionedi Dira e j0 = ρ è la densità di probabilità, il ui integrale di volume è una grandezza onservata.Possiamo ora proedere a determinare le leggi di trasformazione delle forme bilineari.
• ψ̄ΓSψ = ψ̄ψ trasforma ome uno salare, perhè

ψ̄′ψ′ = ψ̄S−1Sψ = ψ̄ψ .

• Le ψ̄Γµ
V ψ = ψ̄γµψ trasformano ome le omponenti di un quadrivettore ovariante, perhè

ψ̄′γµψ′ = ψ̄S−1γµSψ = Λµ
ν ψ̄γ

νψ .

• Le ψ̄Γµν
T ψ = ψ̄σµνψ = ψ̄ i[γµ, γν ]/2 ψ trasformano ome gli elementi di un tensoreantisimmetrio, perhè

ψ̄′γµγνψ′ = ψ̄S−1γµSS−1γνSψ = Λµ
αΛν

βψ̄γ
αγβψ .

• ψ̄ΓPψ = ψ̄γ5ψ trasforma seondo la
ψ̄′γ5ψ′ = det(Λ) ψ̄γ5ψ ,



84 L' EQUAZIONE DI DIRACioè trasforma ome uno salare nel aso di trasformazioni di Lorentz proprie (det(Λ) =
1) ma ambia segno nel aso di trasformazioni di parità (x0, xi) → (x0,−xi), il uideterminante vale −1. Quindi ψ̄γ5ψ é una densitá pseudosalare.La legge di trasformazione si ottiene usando la de�nizione

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =
i

4!
ǫµναβγ

µγνγαγβ ,dove ǫµναβ è il tensore unità antisimmetrio nei quattro indii. Si trova osì
S−1γ5S =

i

4!
ǫµναβΛµ

δΛ
ν
λΛα

σΛβ
ργ

δγλγσγρ

=
i

4!
det(Λ)ǫδλσργ

δγλγσγρ = det(Λ)γ5 .

• Le ψ̄Γµν
A ψ = ψ̄γ5γµψ trasformano seondo la

ψ̄′γ5γµψ′ = det(Λ) Λµ
νψ̄γ

5γνψ ,ioè ome le omponenti di un quadrivettore nel aso di trasformazioni di Lorentz proprieed in modo opposto sotto trasformazioni di parità.Commento 1. Una orrispondenza Λ → S(Λ) tra gli elementi di un gruppo ed un insieme dimatrii he veri�ano la stessa legge di omposizione del gruppo, de�nise una rappresentazionedel gruppo stesso. Le relazioni (6.31), (6.32) de�nisono una rappresentazione del gruppo diLorentz, he si aggiunge a quelle giá viste nella Sez. 3.1 a proposito dei tensori irriduibili.Seondo la lassi�azione ivi onsiderata, la rappresentazione 4-dimensionale degli spinori diDira, orrisponde alla (0, 1/2) ⊕ (1/2, 0). Si tratta di una rappresentazione riduibile, infattiesiste una matrie non triviale (la matrie γ5) he ommuta on tutti i generatori del gruppo. Iprodotti tensoriali di un numero dispari di rappresentazioni spinoriali generano una nuova seriedi rappresentazioni he, dal punto di vista delle rotazioni, ontengono rappresentazioni di spinsemintero.Commento 2. Seondo la (6.39) le matrii S(Λ) sono pseudounitarie, quindi non unitarie.In e�etti si puó dimostrare he le rappresentazioni on operatori unitari del gruppo di Lorentzsono neessariamente in�nito-dimensionali. Questo é dovuto al fatto he L↑
+ é un gruppo nonompatto: lo spazio dei parametri he desrivono le trasformazioni ostituise un insieme nonompatto, a di�erenza delle rotazioni. Per queste ultime, infatti, gli elementi di matrie sonofunzioni limitate degli angoli di rotazione, sempre ompresi nell' intervallo (0, 2π). Al ontrario,il parametro γ = 1/

√
1 − β2 he ompare in Λµ

ν é illimitato.Commento 3. In vista del ommento preedente é interessante hiederi in he modo i pro-dotti salari tra stati he sono soluzioni dell' equazioni di Dira possano soddisfare la ondizionedi Wigner (??) di avere prodotto salare invariante di Lorentz, he implia una rappresentazioneunitaria del gruppo di Lorentz. Nella teoria di Dira, per due stati |A > e |B >, si ha:
< A|B >=

∫
d3x ψ∗

A(x, t)ψB(x, t)



6.1 Forma e proprietá dell'equazione di Dira 85La densitá all' interno dell' integrale non é invariante. Piuttosto, la forma della S(Λ) implia heessa sia la omponente temporale di una 4-orrente, onservata per l' equazione di Dira:
ψ∗

A(x, t)ψB(x, t) = ψ̄A(x, t)γ0ψB(x, t) = J0
A,B ;

∂µJ
µ
A,B = 0Come abbiamo visto nella Sez. 3.5, l' integrale sullo spazio della omponente temporale di una4-orrente onservata é un invariante relativistio. Quindi, per una qualsiasi trasformazione diLorentz:

< ΛA|ΛB >=< A|B >he é proprio la ondizione di invarianza dei prodotti salari. Questo mostra he le matrii S(Λ)induono sugli stati �sii una rappresentazione unitaria del gruppo di Lorentz, L↑
+, he garantisehe quest' ultimo sia una vera simmetria. Questo risultato sará derivato nel seguito, Sez. 7.26.1.3 Soluzioni dell'equazione di Dira liberaL' equazione di Dira, nella forma (6.9) o (6.18) ammette soluzioni nella forma di onde pianerelativistihe. Sriviamo:

ψ(x) = u(p)e−i(px); pµ = (E, ~p) (6.48)L' equazione per la u(p) prende la forma:
(p/−m)u(p) = (pµγ

µ −m)u(p) = 0 (6.49)dove u è uno spinore a quattro omponenti.Consideriamo, per ominiare, le soluzioni dell'equazione di Dira per una partiella in quiete.In questo aso la (6.49) si ridue a
(γ0E −m)u(p) = 0 , (6.50)ovvero, espliitamente:




E −m 0 0 0
0 E −m 0 0
0 0 −E −m 0
0 0 0 −E −m







u1

u2

u3

u4


 = 0 . (6.51)La (6.51) ammette i quattro autovalori E(1) = E(2) = m ed E(3) = E(4) = −m, e gli autovettoriorrispondenti sono

u(1) =




1
0
0
0


 , u(2) =




0
1
0
0


 , u(3) =




0
0
1
0


 , u(4) =




0
0
0
1


 . (6.52)Anhe l' equazione di Dira, ome l'equazione di Klein Gordon, ammette quindi soluzioni onenergia sia positiva he negativa. Le due soluzioni ad energia positiva orrispondono ai due stati



86 L' EQUAZIONE DI DIRACpossibili di una partiella di spin 1/2. Disuteremo piú avanti il signi�ato delle soluzioni adenergia negativa.Nel aso generale ~p 6= 0 sriviamo il quadrispinore u(r)(p) in termini di due spinori a dueomponenti uA ed uB

u(r)(p) =

(
uA

uB

)
, (6.53)dalla (6.49) otteniamo il sistema

(
E −m −σ · p
σ · p −E −m

)(
uA

uB

)
= 0 , (6.54)he ha soluzioni non banali per

E2 −m2 = (σ · p)2 = p2 . (6.55)Risrivendo la (6.54) nella forma
uA =

(σ · p)

E −m
uB (6.56)

uB =
(σ · p)

E +m
uA , (6.57)si vede subito he le soluzioni ad energia positiva si possono ottenere dalla (6.57), segliendo uAuguale ad uno degli spinori di Pauli a due omponenti

χ1 =

(
1
0

)
, χ2 =

(
0
1

)
. (6.58)Le soluzioni ad energia negativa si ottengono in modo analogo a partire dalla (6.56). Possiamoquindi srivere le quattro soluzioni della (6.49) nella forma

u(+)
r (p) =

(
χr

(σ·p)
Ep+mχr

)
, u(−)

r (p) =

(
− (σ·p)

Ep+mχr

χr

)
, (6.59)on r = 1, 2 e Ep = +

√
p2 +m2 = |E|. Ovviamente, per p → 0 le (6.59) si riduono alle (6.52).Per desrivere gli stati ad energia negativa, è onveniente introdurre due nuovi quadrispinori

vr(p) (r = 1, 2), de�niti dalle
v1(p) = u

(−)
2 (−p) , v2(p) = u

(−)
1 (−p) . (6.60)Poniamo inoltre:

ur(p) = u(+)
r (p) (6.61)Dalle de�nizioni segue immediatamente he ur e vr soddisfano alle equazioni:

(p/−m)ur = 0 , (p/+m)vr = 0 . (6.62)



6.1 Forma e proprietá dell'equazione di Dira 87La normalizzazione dei quadrispinori si determina srivendo la soluzione della (6.49) nellaforma
ψ(x) = N

(
m

V Ep

)1/2

×





ur(p)e−ipx (energia positiva)

vr(p)eipx (energia negativa)
(6.63)e rihiedendo he sia ∫

d3x ψ†(x)ψ(x) = 1 , (6.64)ioè
ur

†(p)ur(p) = vr
†(p)vr(p) =

Ep

m
. (6.65)Si ottiene osì N = [(Ep +m)/2m]1/2.Con questa selta della normalizzazione le relazioni di ortonormalità per i quadrispinori sono:

ur
†(p)us(p) = vr

†(p)vs(p) = δrs
Ep

m

ur
†(p)vs(−p) = u(+)

r

†
(p)u(−)

s (p) = 0 (6.66)inoltre, on semplii manipolazioni formali 2 otteniamo dalle (6.62) le relazioni:
m ū(p)γµu(p) = pµ ū(p)u(p)

ū(p)v(p) = 0 (6.67)Dalla prima di queste seguono le relazioni di ortonormalitá delle u e v rispetto alla moltipliazioneper gli spinori aggiunti:
ūr(p)us(p) = −v̄r(p)vs(p) = δrs .

ūr(p)vs(p) = v̄r(p)us(p) = 0 . (6.68)La ompletezza dell'insieme formato dalle soluzioni dell'equazione di Dira è espressa dallarelazione ∑

r

[(ur)α(p)(ūr)β(p) − (vr)α(p)(v̄r)β(p)] = δαβ , (6.69)dove (ur)α(p) è la omponente α del quadrispinore. La (6.69) si ottiene failmente dalle de�ni-zioni dei quadrispinori, he impliano
∑

r

(ur)α(p)(ūr)β(p) =
(
Λ+

p

)
αβ

=

(
p/+m

2m

)

αβ

(6.70)
−
∑

r

(vr)α(p)(v̄r)β(p) =
(
Λ−

p

)
αβ

= −
(
p/−m

2m

)

αβ

. (6.71)2moltipliando a sinistra la (6.62) per ū(p)γµ e sommando l' aggiunta della stessa equazione moltipli-ata a destra per γµu(p) si ottiene la prima delle (6.67); la seonda si ottiene on manipolazioni similisull' equazione per v(p) in (6.62).
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p e Λ−

p sono proiettori sugli stati di energia rispettivamente positiva e negativa,ioè
Λ+

p ur = ur , Λ−
p vr = vr , (6.72)

Λ+
p vr = Λ−

p ur = 0 (6.73)Sulla base della ompletezza delle soluzioni dell' equazioni di Dira, posiamo sviluppare ognisoluzione, seondo l' espressione:
ψ(x) =

∑

p,r

√
m

E(p)V
[ar(p)ur(p)e−i(px) + (br(p))∗vr(p)ei(px)] (6.74)Per gli ulteriori sviluppi registriamo l' espressione della normalizzazione della funzione d'onda nonhé il valore medio dell' energia e del momento in termini delle ampiezze dei modinormali di osillazione he appaiono nella (6.74). Con l' aiuto delle relazioni di ortogonalitá(6.66) troviamo:

N =

∫
d3x ψ†(x, t)ψ(x, t) =

∑

p,r

[ar(p)(ar(p))∗ + (br(p))∗br(p)]; (6.75)
< E >=

∫
d3x ψ†(x, t)[−iα · ∇ + βm]ψ(x, t) =

=
∑

p,r

E(p)[ar(p)(ar(p))∗ − (br(p))∗br(p)]; (6.76)
< P >=

∫
d3x ψ†(x, t)(−i∇)ψ(x, t) =

=
∑

p,r

p[ar(p)(ar(p))∗ − (br(p))∗br(p)] . (6.77)(il fattore di normalizzazione √m/EV é stato preso in modo he l' energia del modo di osilla-zione p, r sia uguale ad E(p) per ampiezza di osillazione unitaria).Soluzioni on p6= 0 e boost di Lorentz. Le soluzioni a p 6= 0 si possono ottenere onuna trasformazione di Lorentz a partire da quelle he desrivono una partiella in quiete.Consideriamo un boost on veloità β nella direzione x1, ioè la trasformazione




x0′ = γ(x0 − βx1)

x1′ = γ(x1 − βx0)

x2′ = x2

x3′ = x3

, (6.78)on γ = 1/
√

1 − β2. Introduendo la rapidità θ, de�nita dalle relazioni
cosh θ = γ , sinh θ = γβ , tanh θ = β , (6.79)possiamo risrivere la (6.78) nella forma

xµ′ = Λµ
ν xν , (6.80)
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Λµ

ν =




cosh θ − sinh θ 0 0
− sinh θ cosh θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 . (6.81)Dallo sviluppo in serie delle funzioni iperbolihe otteniamo l'espressione

Λµ
ν =




1 −θ 0 0
−θ 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 + O(θ2) , (6.82)he mostra he ad un boost in�nitesimo è assoiata la trasformazione (si onfronti on la (6.35))

xµ′ = (δµ
ν + ǫµν )xν , (6.83)on

ǫµν =




0 −θ 0 0
−θ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 . (6.84)Dalla (6.84) segue he le unihe omponenti non nulle del tensore antisimmetrio ǫµν , de�nitodalla gµλǫλν = ǫµν , sono ǫ10 = θ e ǫ01 = −θ.A questo punto possiamo usare i risultati delle sezioni preedenti e srivere la forma espliitadell'operatore S he trasforma gli spinori di Dira

S = 1 − i

4
ǫµνσ

µν = 1 +
i

2
θ σ01 , (6.85)on

σ01 =
i

2

[
γ0, γ1

]
= iα1 . (6.86)La trasformazione orrispondente ad un boost on rapidità �nita θ si ottiene e�ettuando ilprodotto di N trasformazioni in�nitesime on rapidità θ/N e faendo il limite N → ∞. Usandole relazioni (α1)

2n
= 1 e (α1)

2n+1
= α1, valide per ogni n intero, arriviamo osì al risultato �nale

S = e−
θ
2
α1

= cosh

(
θ

2
α1

)
− sinh

(
θ

2
α1

)
= cosh

(
θ

2

)
− α1 sinh

(
θ

2

)
. (6.87)Si noti he, se vogliamo trovare le soluzioni dell'equazione di Dira per una partiella diimpulso p = mγβ, diretto lungo l'asse x1, a partire da quelle orrispondenti a p = 0 , dobbiamoe�ettuare una trasformazione di Lorentz on veloità −β, alla quale orrisponde la rapidità θtale he tanh θ = −β = −p/E, on E = γm. Valgono quindi le relazioni

tanh

(
θ

2

)
=

tanh θ

1 +
√

1 − tanh2 θ
= − p

E +m
, (6.88)
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cosh

(
θ

2

)
=

√
E +m

2m
. (6.89)Sostituendo le (6.88) e (6.89) nella (6.87) otteniamo �nalmente la forma espliita della trasfor-mazione erata

S =

√
E +m

2m




1 0 0 p
E+m

0 1 p
E+m 0

0 p
E+m 1 0

p
E+m 0 0 1


 , (6.90)dalla quale segue he (si onfronti on le de�nizioni (6.59)-(6.52))

ur(p) = Sur(0) , vr(p) = Svr(0), (6.91)per r = 1, 2. Si noti he la (6.91) mostra he le soluzioni orrispondenti a energia positiva enegativa non vengono mesolate dalla trasformazione di Lorentz.6.1.4 Il momento magnetio dell'elettroneConsideriamo un elettrone in un ampo elettromagnetio assegnato Aµ ≡ (φ,A). L' equa-zione di Dira in presenza del ampo si ottiene on la sostituzione minimale onsiderata nellaSez. 5.2.2:
i∂µ → i∂µ + eAµ , (6.92)dove e è la aria elettronia. Otteniamo:

(i∂/+ eA/−m)ψ = 0 , (6.93)ovvero [
β

(
i
∂

∂t
+ eφ

)
− βα · (p + eA) −m

]
ψ = 0 (6.94)Se i restringiamo alle soluzioni on energia positiva, l' equazione (6.92) fornise una desrizio-ne straordinariamente aurata del omportamento dell' elettrone in un ampo elettromagnetiodato, sia esso il ampo elettrio generato da un nuleo atomio sia un un ampo esterno lassio.Vogliamo ora studiare l'equazione (6.94) in quest' ultimo aso, nel limite non relativistio, per

E =
√

p2 +m2 ≈ m

(
1 +

p2

2m2

)
= m+

p2

2m
, (6.95)onm≫ p2/2m. In queste ondizioni è onveniente isolare il fattore di fase rapidamente variabilehe orrisponde all' energia di riposo, e risrivere la soluzione della (6.94) nella forma

ψ = ψ̃e−imt , (6.96)dove ψ̃ osilla molto più lentamente he exp(−imt).Sostituendo la (6.96) nella (6.94) e moltipliando da sinistra per βexp(imt) si ottiene
(
i
∂

∂t
+m

)
ψ̃ = [α · (p + eA) + βm− eφ] ψ̃ , (6.97)
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ψ̃ è unno spinore a quattro omponenti he possiamo srivere nella forma

ψ̃ =

(
ϕ
η

)
, (6.98)on ϕ ed η spinori a due omponenti. Dalle

αψ̃ =

(
0 σ

σ 0

)(
ϕ
η

)
=

(
ση
σϕ

) (6.99)
βψ̃ =

(
I 0
0 −I

)(
ϕ
η

)
=

(
ϕ
−η

)
, (6.100)si ottiene un sistema di equazioni aoppiate per ϕ e η

(
i
∂

∂t
+ eφ

)
ϕ = σ · (p + eA)η (6.101)

(
i
∂

∂t
+ eφ+ 2m

)
η = σ · (p + eA)ϕ . (6.102)Utilizziamo ora di nuovo l' approssimazione non relativistia, per ui:

(
i
∂

∂t
− eφ+ 2m

)
η ≈ 2mη (6.103)e quindi

η ≈ σ · (p + eA)

2m
ϕ . (6.104)L' equazione (6.104) mostra he η è la omponente piola di ψ̃, essendo di ordine p/m rispettoa ϕ.Sostituendo la (6.104) nella (6.101) si ottiene l'equazione per ϕ

(
i
∂

∂t
+ eφ

)
ϕ =

[σ · (p + eA)]2

2m
ϕ , (6.105)he può essere risritta in una forma più familiare usando la relazione

[σ · (p + eA)]2 = (p + eA)2 + iσ · [(p + eA) × (p + eA)]

= (p + eA)2 + ieσ · (p ×A + A× p)

= (p + eA)2 + eσ · (∇ × A + A × ∇)

= (p + eA)2 + eσ · (∇ × A)

= (p + eA)2 + eσ · B ,dove B = (∇ × A) è il ampo magnetio. Si ottiene osì la
(
i
∂

∂t
+ eφ

)
ϕ =

[
1

2m
(p + eA)2 +

e

2m
σ · B

]
ϕ , (6.106)



92 L' EQUAZIONE DI DIRACioè l'equazione di Shrödinger per una partiella on aria eletria −e e spin s = σ/2, ininterazione ol ampo elettromagnetio desritto dai potenziali φ e A.L'ultimo termine nel seondo membro dell'equazione (6.106) è l'energia di interazione tra ilampo magnetio B ed un dipolo magnetio di momento
µ =

−e
2m

σ = g
−e
2m

s , (6.107)Il oe�iente g prende il nome di fattore giromagnetio ed esprime il rapporto tra il momentomagnetio, espresso in magnetoni di Bohr, ed il momento angolare orrispondente.L' interazione ompleta on il ampo magnetio si ottiene espliitando nella (6.106) il poten-ziale vettore orrispondente ad un ampo ostante lungo l' asse z:
A =

B

2
(−y, x, 0); ∇ ·A; rotA = BTrasurando termini di ordine B2, otteniamo:

H =
p2

2m
+

e

2m
(p · A + A · p) +

e

2m
σ · B =

=
p2

2m
+
eB

2m
(xpy − ypx) +

e

2m
σ · B =

=
p2

2m
+

e

2m
(L + 2S) · B (6.108)Il termine he ontiene il momento orbitale fornise la spiegazione quantistia dell' e�ettoZeeman normale. L' emissione o assorbimento di un fotone obbedise alla regola di selezione

∆Lz = ±1, 0. Per gli atomi in ui Lz é un buon numero quantio, la linea spettrale in presen-za del ampo magnetio si divide in tre omponenti distanziate di ±eB/2m, 0, he restituiseproprio la frequenza di Larmor (5.73). Negli atomi omplessi, tuttavia, Lz ed Sz non sono se-paratamente diagonali e la di�erenza tra i livelli oinvolti nella transizione é funzione anhe delfattore giromagnetio di spin [6℄. La (6.107) desrive orrettamente il omportamento dell' elet-trone: si trova g = 2, ome originariamente ipotizzato da S. A. Goudsmit e G. Uhlenbek perspiegare l'e�etto Zeeman anomalo.Il risultato (6.108) ostitutise uno straordinario suesso della teoria di Dira, nella qualeil termine d'interazione spin-ampo magnetio, he nella Meania Quantistia non Relativi-stia deve essere aggiunto ad ho all'equazione di Srödinger, emerge in modo naturale dallasostituzione minimale quantistia appliata all' equazione di Dira libera.6.2 Partielle e antipartielleCome abbiamo visto, l' equazione di Dira é l' unia equazione per la funzione d' onda inlinea on le rihiesta della Meania Quantistia e della Relativitá, e ondue univoamentea partielle on spin 1/2 e ad una desrizione straordinariamente aurata delle proprietá dell'elettrone, libero o legato negli atomi. Tuttavia, l' equazione di Dira possiede soluzioni onenergia negativa, di di�ile interpretazione quantistia.



6.2 Partielle e antipartielle 93Dai prinipi generali segue he uno stato quantistio deve evolvere nel tempo seondo la:
|t >= e−iHt|0 > (6.109)da ui, se ψ é autofunzione dell' energia, segue:

ψ(~x, t) = e−iEtψ(~x, 0) (6.110)Inoltre, per avere un sistema stabile sotto piole perturbazioni, E deve essere limitata in-feriormente al variare degli altri numeri quantii, osa evidentemente non vera per le soluzionidell' equazioni di Dira on E = −ω(p) = −
√

(~p)2 +m2 ≤ −m.La soluzione del problema della stabilitá proposta da Dira é semplie e radiale: tutti glistati ad energia negativa sono oupati, il vuoto é in realtá un mare di elettroni he riempionotutto i livelli on E ≤ −m. Il Prinipio di Eslusione impedise ad un elettrone on energiapositiva di �nire in uno degli stati proibiti.Eitando un elettrone da uno stato ad energia negativa ad uno stato di energia positiva sirea una launa nel mare di Dira, he si omporta in tutto e per tutto ome una partiella dimassa m, uguale alla massa dell' elettrone, spin 1/2 e aria elettria positiva.Una partiella rispondente a questa desrizione, il positrone, é stata soperta da C. D. An-derson nel 1932, osservando i prodotti delle interazioni dei raggi osmii in una amera a nebbia,Fig. 6.1.La soluzione proposta da Dira, tuttavia, non é soddisfaente sotto diversi punti di vista. Traquesti, il fatto he la soluzione non funzionerebbe per partielle di spin zero, he sono bosoni. Sipuó rispondere, on Dira, he per queste partielle la oordinata x non é osservabile e quindiuna partiella di spin zero non ammette una funzione d'onda: Per tali partielle vi é anora unarappresentazione dell' impulso he é su�iente per gli sopi pratii [6℄.In realtá, si puó arguire, sulla base del Prinipio di Indeterminazione, he la oordinata diuna partiella relativistia non é un' osservabile, indipendentemente dal valore del suo spin.Immaginiamo di misurare la oordinata di un elettrone on un mirosopio. Ovviamentedobbiamo usare lue di lunghezza d' onda, λ, via via deresente per ottenere preisioni sempremaggiori. In orrispondenza, l' elettrone rieve un impulso asuale dell' ordine della quantitá dimoto del fotone, k = ~/λ, in modo tale he l' indeterminazione raggiunta per la oordinata equella dell' impulso soddis�no la relazione di inertezza:
∆x ∼ λ =

~

∆p
(6.111)Quando l' energia del fotone supera il valore ω = ck ∼ 2mc2 si veri�a un nuovo fenomeno: lareazione di una oppia elettrone-positrone. Nel linguaggio del mare di Dira, un elettrone inuno stato di energia negativa assorbe il fotone e passa ad uno stato di energia positiva lasiandouna launa dietro di se. Abbiamo adesso due elettroni nel nostro stato e non é piú possibileneanhe parlare di oordinata dell' elettrone.A�nhé le oordinate dei due elettroni si possano onfondere, essi si devono trovare a distanzedell' ordine della lunghezza d' onda del fotone. Quindi l' e�etto di non loalitá si instaura quandoarriviamo a preisioni nella oordinata del' elettrone dell' ordine di:

∆x ∼ λ =
~c

mc2
≃ 4.0 · 10−11 cm (6.112)
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Figura 6.1: Foto di una amera a nebbia on una delle prime immagini di un positrone, C.D. Anderson, 1932. Il positrone si muove dal basso verso l' alto, ome indiato dal fatto he laurvatura é inferiore nella parte alta della traiettoria, dovuto alla perdita di energia del posi-trone nell' attraversare la lastra di piombo, visibile in sezione a metá della amera. Da questainformazione si dedue he la aria della partiella é positiva, mentra la massa é onsistente onla massa di un elettrone.La lunghezza de�nita dalla (6.112) si india ol nome di lunghezza Compton, λC . Per ilprotone, λC ∼ 0.2 fermi = 0.2 · 10−13 cm.Si arriva allo stesso risultato se erhiamo di ostruire pahetti d' onda sempre piú piolion le soluzioni dell' equazione di Dira. Utilizzando le soluzioni on energia positiva, he evi-dentemente non formano un sistema ompleto, non si possono ottenere dimensioni del pahettoinferiori a λC .La onlusione é he la rappresentazione x e quindi la funzione d' onda, sempliemente nonesistono per partielle relativistihe. Anhe per l' elettrone, tuttavia, vi é anora una rappresen-tazione dell' impulso he é su�iente per gli sopi pratii. Il modo in ui soddisfare questi sopipratii é fornito dalla seonda quantizzazione.Seondo la seonda quantizzazione, piu′ modernamente indiata ol nome di Teoria dei Cam-pi Relativistii e Quantistii (Relativisti Quantum Field Theory), l' oggetto he soddisfa l'equazione di Dira é un ampo quantizzato, desritto matematiamente da un operatore linearefunzione del punto nello spazio tempo, ψ(x, t).Il ampo e′ una variabile dinamia quantistia nella reppresentazione di Heisenberg. Come



6.3 Seonda quantizzazione: ome funziona 95operatore, Il ampo agise sullo spazio degli stati �sii he, sempre nella rappresentazione diHeisenberg, sono ostanti nel tempo.La di�oltá ollegata alle soluzioni a energia negativa (adesso, piú propriamente, a frequenzanegativa) si risolvono perhé la dipendenza dal tempo di un operatore nella rappresentazione diHeisenberg é un esponenziale il ui segno non é de�nito. Il segno puó essere positivo o negativo,a seonda della di�erenza di energia degli stati tra ui l' operatore stesso indue transizioni.Nella seonda quantizzazione, le quantitá riportate nelle (6.75) sono anh' esse operatorilineari, piuttosto he valori medi rappresentati da -numeri. Come vedremo nel prossimo Capi-tolo, la prima di queste quantitá deve essere identi�ata on la aria assoiata alle partielle,he deve essere opposta tra le partielle distrutte da ψ(+) e quelle reate da ψ(−), ome avvieneper l' elettrone ed il positrone.É ragionevole identi�are la seonda e la terza nelle (6.75) on l' Hamiltoniana e la quantitádi moto totale del ampo. La struttura operatoriale degli operatori di reazione e distruzionee ulteriori aratteristihe �sihe delle partielle assoiate ad essi si ottengono dalla rihiestadi stabilitá, he l' Hamiltoniana abbia uno spettro limitato inferiormente. Questa ondizionei porterá univoamente alla statistia di Fermi-Dira per le partielle reate o distrutte dalleomponenti del ampo di Dira.6.3 Seonda quantizzazione: ome funzionaConsideriamo separatamente nella (6.74) le soluzioni on frequenza positiva e negativa, hesriviamo generiamente ome:
ψ(+)(x) = Xe−i(px); (frequenza positiva) (6.113)
ψ(−)(x) = Y e+i(px); (frequenza negativa) (6.114)
pµ = (E(p), ~p); E > m; p2 = m2. (6.115)Il ampo in x si puó ottenere dal ampo nell' origine on una traslazione spazio-temporaleseondo la espressione (fr. Rihiami di Meania Quantistia):

ψ(x) = eiPµxµ

ψ(0)e−iPµxµ (6.116)dove Pµ é l' operatore energia-momento. Prendiamo adesso l' elemento di matrie di questaequazione tra autostati del 4-momento:
< E′, ~P ′|ψ(x)|E, ~P >= e−i(P−P ′)µxµ

< E′, ~P ′|ψ(0)|E, ~P >Se onfrontiamo la (6.117) on le (6.113) vediamo he deve essere:
P ′ = P − p; (frequenza positiva) (6.117)
P ′ = P + p; (frequenza negativa) (6.118)ovvero:

• le omponenti del ampo a frequenza positiva o negativa distruggono o reano, rispettiva-mente, una partielle di massa m.



96 L' EQUAZIONE DI DIRACSulla base di queste onsiderazioni, risriviamo lo sviluppo (6.74) sostituendo le ampiezzedei modo normali di osillazione on operatori di distruzione e reazione di elettroni e positroni,rispettivamente a, a† e b, b† :
ψ(x) =

∑

p,r

√
m

E(p)V
[ar(p)ur(p)e−i(px) + br(p)†vr(p)ei(px)] (6.119)La struttura algebria di questi operatori si determina onsiderando le espressioni in (6.75) headesso interpretiamo ome energia e quantitá di moto del ampo. Eseguendo la moltipliazionedi operatori senza ambiare l' ordine in ui essi appaiono nella (6.75) otteniamo:

H =

∫
d3x ψ†(x, t)[−iα · ∇ + βm]ψ(x, t) =

=
∑

p,r

E(p)[ar(p)†ar(p) − br(p)br(p)†]; (6.120)
P =

∫
d3x ψ†(x, t)(−i∇)ψ(x, t) =

=
∑

p,r

p[ar(p)†ar(p) − br(p)br(p)†] . (6.121)Consideriamo il seondo termine nell' Hamiltoniana. L' operatore bb† é semi-de�nito po-sitivo 3. Questo impedise di assegnare relazioni di ommutazione agli operatori di reazionee distruzione uguali a quelle dell' osillatore armonio quantistio. In questo aso, infatti, siavrebbe, per p �ssato:
−bb† = −b†b− 1 = −N(p) − 1 (6.122)dove N(p) é il numero di oupazione del modo p. Il seondo membro puó assumere valoriarbitrariamente negativi e l' Hamiltoniana risultante sarebbe illimitata inferiormente.Per ottenere una teoria onsistente l' operatore b†b deve essere limitato, ome aade per l'osillatore di Fermi 4 he soddisfa regole di antiommutazione. In questo aso otteniamo:
−bb† = +b†b− 1 = +N(p) − 1 (6.123)he ha autovalori 0,−1 (-1 per il vuoto). Usando le relazioni (6.123) per tutti i valori di p e di

r, si ottiene:
H =

∑

pr

Ep

(
Nr(p) + N̄r(p)

)
, (6.124)dove Nr(p) = a†r(p)ar(p) ed N̄r(p) = b†r(p)br(p) sono gli operatori numero per le partiellee le antipartielle. Nel passare dalla (6.120) alla (6.124) abbiamo omesso un termine ostante3infatti, < A|bb†|A >=

∑
n < A|b|n >< n|b†|A >=

∑
n | < A|b|n > |2 ≥ 0, qualunque sia lo stato

|A >.4L' osillatore di Fermi é de�nito dalle regole di antiommutazione {b, b} = {b†, b†} = 0; {b, b†} = 1.Dalla prima segue b2 = 0 e quindi N2 = b†bb†b = b†b = N , ovvero N(N − 1) = 0. Gli autovalori di Nsono dunque 0, 1.



6.4 Trae delle matrii gamma 97orrispondente all' energia di punto zero degli osillatori. Fisiamente, questo equivale a segliereil valore 〈0|H|0〉 ome zero della sala delle energie.Le equazioni preedenti si generalizzano alle seguenti regole di antiommutazione:
{ar(p), a†r′(p

′)} = {br(p), b†r′(p
′)} = δrr′δpp′ (6.125)

{ar(p), ar′(p
′)} = {br(p), br′(p

′)} = {ar(p), br′(p
′)} = {a†r(p), b†r′(p

′)} = 0 , (6.126)Consideriamo adesso il fattore di normalizzazione nella (6.75), he rionosiamo essere l'integrale della omponente temporale della 4-orrente Jµ = ψ̄γµψ. Proedendo in modo analogoa prima ed omettendo una ostante (in�nita!) he rappresenta la aria del vuoto, otteniamo:
∫
d3x J0(x) =

∑

pr

(
Nr(p) − N̄r(p)

) (6.127)rionosiamo quindi he le partielle reate da b†, mentre hanno proprietá meanihe, massa espin, uguali a quelle reate da a†, hanno aria opposta.6.4 Trae delle matrii gammaLe trae di prodotti delle matrii gamma entrano in pratiamente tutti i aloli di teoria deiampi. Diamo qui le presrizioni per alolare queste trae, e il risultato espliito nei asi piúsemplii. Oggi i sono programmi in grado di eseguire numeriamente o simboliamente traedi prodotti �no a gradi moto elevati, ma é omunque utile aquistare una erta familiaritá on leproprietá delle trae ed i metodi di alolo. La de�nizione delle matrii gamma e di γ5 é quelladella Sez. 6.1.Il punto di partenza sono le proprietá elementari giá disusse:
Tr(γµ) = 0; (6.128)
Tr(γµγν) = 4gµν (6.129)

γ5 La matrie γ5 é de�nita ome:
γ5 = iγ0γ1γ2γ3 (6.130)di qui, segue he5:

• la traia di γ5 on un numero di matrii gamma ≤ 3 é nulla
•

Tr (γµγνγργσγ5) = +4iǫµνρσ (6.131)5riordiamo he il tensore di Levi-Civita ompletamente antisimmetrio é de�nito da ǫ0123 = +1 =
−ǫ0123, Eq. (3.9).



98 L' EQUAZIONE DI DIRACNumero dispari di matrii gamma La regola (6.128) implia he le matrii gammahanno dimensione pari ed un numero uguale di autovalori +1 e −1. La sua generalizzazione éhe
• la traia di un numero dispari di matrii gamma é = 0.Numero pari di matrii gamma Consideriamo dapprima il aso di quattro matriigamma:

Tr (γµγνγργσ)Possiamo avanzare di un posto la prima matrie utilizzando le regole di antiommutazione:
Tr (γµγνγργσ) = −Tr (γνγµγργσ) + 2gµνTr (γργσ)il seondo termine ontiene due matrii gamma di meno ed é elementare. Se ontinuiamo adavanzare usando le regole di antiommutazione, otteniamo:
Tr (γµγνγργσ) =

= +8gµνgρσ − 8gµρgνσ + 8gµσgνρ − Tr (γνγργσγµ)L' ultima traia é eguale a quella di partenza, per la proprietá ilia, quindi, portandolo aseondo membro, possiamo risolvere:
Tr (γµγνγργσ) = +4 (gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ) (6.132)La regola si generalizza, in quanto, on un numero pari di matrii gamma, se spostiamoin avanti la prima matrie �no a portarla all' ultimo posto si �nise sempre on la traia dipartenza moltipliata per −1. Quindi possiamo ridurre la traia di 2n matrii gamma ad unaombinazione on segni alternati di trae di 2n − 2 matrii gamma. Iterando, i riduiamo a

n = 2.Naturalmente, il numero di termini nello sviluppo della traia aumenta molto rapidamente,ome 2n− 1!!, rendendo neessario l' uso di programmi di alolatore.In alternativa al metodo preedente, possiamo ridurre il numero di matrii in una traia,usando la relazione he ridue il prodotto di tre matrii gamma ad una ombinazione di γα e
γαγ5, he segue dalla ompletezza della base di matrii introdotta nell(6.46):

γµγνγλ = gµνγλ + gνλγµ − gµλγν − iǫµνλργργ5 . (6.133)



Capitolo 7QUANTIZZAZIONE CANONICADEL CAMPO DI DIRAC
7.1 Quantizzazione del ampo di DiraPerorriamo, per quanto possibile, un perorso analogo a quello della Sezione preedente, perostruire un ampo quantizzato he obbedisa all' equazione di Dira.La densitá di Lagrangiana (in assenza di interazione) si srive (ψ̄ = ψ†γ0):

L = ψ̄(i∂µγ
µ −m)ψ (7.1)Di qui, si trova;

∂L

∂∂µψ
= iψ̄γµ;

∂L

∂ψ
= −mψ̄

∂L

∂∂µψ̄
= 0;

∂L

∂ψ̄
= (i∂µγ

µ −m)ψ (7.2)le equazioni di Eulero-Lagrange sono quindi:
(i∂µγ

µ −m)ψ = 0; i∂µ(ψ̄γµ) +mψ̄ = 0 (7.3)Usando la relazione γ0(γµ)†γ0 = γµ, si vede he la seonda equazione é l' aggiunta della prima.In altre parole, se onsideriamo ψ e ψ̄ ome variabili indipendenti, le due equazioni i diono he
ψ̄γ0 é l' hermitiano oniugato di ψ.La Lagrangiana (7.1) é invariante per traslazioni e per trasformazioni di Lorentz. Questeultime, per trasformazioni in�nitesime, si srivono:

x′µ = Λµ
νx

ν = xµ +
1

4
ǫαβ(gαµδβ

ν − gβµδα
ν )xν

ψ′(x′) = S(Λ)ψ(x) = ψ(x) − i
1

4
ǫαβσ

αβψ(x) (7.4)on:
σαβ =

i

2
[γα, γβ ] (7.5)



100 QUANTIZZAZIONE CANONICA DEL CAMPO DI DIRACLa Lagrangiana (7.1) possiede, inoltre, una simmetria globale, assoiata alle trasformazioni deiampi on una fase ostante:
ψ(x) → eiαψ(x); ψ̄ → e−iαψ̄(x) (7.6)Dalle (7.2), (7.4) e (7.6) si trovano immediatamente:

• il tensore impulso-energia anonio:
T µ,ν = iψ̄γµ∂νψ − gµνL (7.7)

• l' energia ed il momento del ampo:
E =

∫
d3xψ†(−i~α · ~∇ +mβ)ψ

~P =

∫
d3xψ†(−i~∇)ψ (7.8)

• il tensore impulso-energia simmetrio:
θµν =

1

4
[ψ̄γµ∂νψ − (∂ν ψ̄)γµψ + (µ → ν)] (7.9)

• La orrente onservata ollegata alle trasformazioni (7.6):
jµ(x) = ψ̄(x)γµψ(x); ∂µj

µ(x) = 0. (7.10)Commento . Per ostruire il tensore energia-impulso simmetrio seondo la proedura diBelinfante e Rosenfeld, si parte dalla parte di spin del tensore dei momenti angolari. Sulla basedelle (7.4) possiamo srivere:
Σµ,αβ =

1

2
ψ̄(γµσαβ)ψ =

i

4
ψ̄(γµ[γα, γβ])ψ (7.11)De�nendo:

Sαβ
1 = ∂µΣµ,αβ ; Sαβ

2 = ∂µΣα,µβ = Sβα
3 (7.12)si ha:

θαβ = Tα,β +
1

2
(S1 − S2 − S3)

αβ (7.13)(il tensore 1/2S1 anella la parte antisimmetria di Tα,β mentre la sottrazione del tensoresimmetrio S2 + S3 ompensa la 4-divergenza di S1). Espliitamente abbiamo:
1

2
(S1 − S2 − S3) =

i

8
(∂µψ̄)Xµψ + ψ̄Xµ(∂µψ);

Xµ,αβ =
1

4
[γµ[γα, γβ ] − γα[γµ, γβ] − γβ[γµ, γα]) (7.14)Usando le regole di antiommutazione delle matrii gamma, possiamo portare gli operatori

∂µγ
µ ad operare sui ampi, dove danno ±im. É faile vedere he i termini proporzionali ad m sianellano e restiamo on i risultati delle antiommutazioni, per ui:

1

2
(S1 − S2 − S3)

αβ =
i

4
ψ̄(∂αγβ − 3∂βγα)ψ − i

4
[(∂αψ̄)γβψ + (∂βψ̄)γαψ] (7.15)Sommando questo risultato alla (7.7) si ottiene la (7.9).



7.1 Quantizzazione del ampo di Dira 101Formalismo Hamiltoniano Il momento oniugato al ampo ψ si trova dalle (7.2):
Π(x) = iψ†(x) (7.16)mentre il momento oniugato di ψ̄ é nullo: nello shema Hmiltoniano ' é solo una oppia divariabili oniugate, he sono ψ e iψ†. La densitá di Hamiltoniana oinide on la prima della(7.8) he é giá espressa in termini delle variabili oniugate.La quantizzazione anonia prevede he le variabili oniugate soddis�no regole di ommuta-zione analoghe a quelle della Meania Quantistia non-relativistia (4.41). Tuttavia, la rihiestadi avere un' energia limitata inferiormente rihiede regole di antiommutazione per gli operatoridi reazione e distruzione di elettroni e positroni, ome abbiamo visto nella sezione predente.Questo orrisponde a tradurre le (4.41) nelle regole di antiommutazione a tempi uguali:

{ψα(~x, t),Πβ(~y, t)} = iδαβδ
(3)(~x− ~y)ovvero

{ψα(~x, t), ψ̄β(~y, t)} = γ0
αβδ

(3)(~x− ~y) (7.17)Le equazioni (7.17) determinano i ommutatori delle variabili dinamihe on l' Hamiltonianae quindi le equazioni del moto. Utilizziamo l' identitá:
[a, b · c] = {a, b}c − b{a, c} (7.18)per trovare:

i
∂ψ

∂t
= [ψ(x),H] = (−i ~α · ~∇ + βm)ψ (7.19)le equazione del moto di Heisenberg riproduono l' equazione di Dira, ome deve essere. Possiamoanhe alolare il ommutatore del ampo on la aria onservata, on il risultato:

[ψ(x),Q] = +ψ(x) (7.20)Lo spazio degli stati Proedendo in modo analogo a quanto fatto per l' equazione di Klein-Gordon, possiamo riavare dalla (6.74) gli operatori as(~p) e bs(~p), sfruttando le relazioni diortonormalitá degli spinori u e v. Si trova:
as(~p) =

∫
d3x

√
m

EV
ei(px)(ūs(~p)γ

0ψ(x));

bs(~p) =

∫
d3x

√
m

EV
ei(px)(ψ̄(x)γ0vs(~p)); (7.21)Partendo dagli antiommutatori anonii, si alolano gli antiommutatori di questi operatori,he naturalmente oinidono on gli antiommutatori giá trovati in preedenza:

{as(~p), a
†
s′(~p

′)} = {bs(~p), b†s′(~p′)} = δs,s′ δ~p,~p′ (7.22)e tutti gli altri antiommutatori uguali a zero.



102 QUANTIZZAZIONE CANONICA DEL CAMPO DI DIRACUsando le regole di antiommutazione, possiamo esprimere le grandezze onservate in modoformalmente identio alle (4.51):
H =

∫
d3x θ00 = Σ~k

ω(k) [a†(~k)a(~k) + b†(~k)b(~k)] + cost.

Pi =

∫
d3x θ0i = Σ~k k

i [a†(~k)a(~k) + b†(~k)b(~k)]

Q =

∫
d3x J0 = Σ~k

[a†(~k)a(~k) − b†(~k)b(~k)] (7.23)Vediamo he lo spazio di Hilbert della teoria é quello di un insieme di osillatori di Fermi.Espliitamente, esso é ostituito da:
• lo stato |0 >, il vuoto, annullato dall' appliazione degli operatori di distruzione:

|0 > tale che : as(~p)|0 >= br(~q)|0 >= 0, per ogni s, r, ~p, ~q; (7.24)
• gli stati on dati numeri di oupazione, ottenuti appliando al vuoto gli operatori direazione a† e b†:

|n1, n2, . . . ;m1,m2, · · · >=

= [a†s1
(~p1)]

n1 [a†s2
(~p2)]

n2 . . . [b†r1
(~q1)]

m1 [b†r2
(~q2)]

m2 . . . |0 > (7.25)Come si vede dall' espressione dell' impulso, gli operatori a e b distruggono partielle relativistihedi massa m e spin 1/2. Gli stati quantistii sono quelli di un gas perfetto ostituto di fermionidi due tipi diversi on uguali proprietá meanihe.Ulteriori informazioni sulla natura di queste partielle sono fornite dalla aria onservata.Cosideriamo l' elemento di matrie del ommutatore (7.20). Otteniamo1:
< q′|[ψ,Q]|q >= (q − q′) < q′|ψ|q >= + < q′|ψ|q >
ovvero : q′ = q − 1 (7.26)In entrambi i asi, l' azione del ampo fa diminuire di un' unitá la aria onservata, quindi:

• la partiella distrutta da ψ(+) ha aria opposta a quella reata da ψ(−).In onlusione, la dupliazione del segno di p0 = ±ω(p), he é inevitabile in una teoriarelativistia, si ri�ette nella aratterizzazione delle omponenti a frequenza positiva e negativaome operatori di distruzione o reazione di partielle. In presenza di una aria onservataon autovalori non nulli, le partielle reate da ψ(−) sono una sorta di immagine speulare diquelle distrutte da ψ(+), nel senso he hanno uguali proprietá meanihe (massa e spin) e ariaopposta.La ombinazione della Relativitá Speiale on la Meania Quantistia rihiede l'esistenzadell' antimateria.1lo stesso risultato si ottiene per il ampo di Klein Gordon partendo dalla (4.45).



7.2 La rappresentazione del gruppo di Lorentz 103Commento. L' antipartiella del protone, l' antiprotone on aria negativa, é stato sopertonel 1955 on l' aeleratore di partielle Bevatron di Berkeley, da E. Segré, O. Chamberlain, C.Wiegand e T. Ypsilantis. Sperimentalmente, la massa dell' antiprotone oinide on la massadel protone entro un errore molto piolo, dell' ordine di una parte su 100 Milioni [7℄. Anheil neutrone possiede un' antipartiella, l' antineutrone. Questo é dovuto al' esistenza di unaaria onservata indipendente dalla aria elettria. Questa nuova aria onservata, il numerobarionio, é neessaria per rendere onto dell' estrema stabilitá della materia. Il numero barionioé assoiato alla orrente:
Bµ = ψ̄P γ

µψP + ψ̄Nγ
µψN (7.27)dove ψP,N indiano i ampi di Dira assoiati a protone e neutrone. Convenzionalmente si assegnail valore +1 al numero barionio di protone e neutrone (e quindi il valore -1 ad antiprotone eantineutrone), mentre le partielle leggere, elettrone e neutrino, hanno numero barionio nullo.Si onosono molte altre partielle he deadono in protone e/o neutrone e he quindi hannonumero barionio diverso da zero.La onservazione simultanea di aria elettria e numero barionio ha per onseguenza lastabilitá di sistemi elettriamente neutri ome l' atomo di idrogeno (he ha Q=0 e B=1), healtrimenti potrebbero trasformarsi in pura radiazione elettromagnetia.Problema. Dimostrare le relazioni (7.22) a partire dalle (7.17).7.2 La rappresentazione del gruppo di LorentzMostriamo qui quanto antiipato nella Sez. 6.1.2, he tramite le matrii S(Λ) possiamoostruire un omplesso di operatori unitari he rappresentano le trasformazioni di Lorentz nellospazio dei numeri di oupazione (seondo la ostruzione di Wigner). Basta limitari agli station una sola partiella. Consideriamo quindi gli stati:

|p, r >= ar(p)†|0 > (7.28)Dobbiamo de�nire l' azione delle trasformazioni di L↑
+ su questi stati, mediante operatori uni-tari U(Λ) he soddisfano alle regole di omposizione del gruppo. Le trasformazioni di Lorentztrasformano tra loro 4-vettori sull' iperboloide di massa de�nito da pµp

µ = p2 = m2.Segliamo un 4-vettore partiolare, p0. Le trasformazioni di L↑
+ trasformano p0 nei 4-vettoridella falda on p0 > +m. Vieversa, ogni pµ é aratterizzato dalla trasformazione di Lorentz hetrasforma p0 in p. Per partielle on massa m 6= 0, segliamo:

pµ
0 = (m,0) (7.29)Per ogni p possiamo de�nire una trasformazione he hiamiamo boost, he porta p0 in p.Sintetiamente sriviamo:
L(p)p0 = p (7.30)e de�niamo l' azione di U(L(p)) sugli stati |p0, r > al modo seguente:

|p, r >= U(L(p))|p0, r > (7.31)



104 QUANTIZZAZIONE CANONICA DEL CAMPO DI DIRAC(da notare he U é de�nita in modo da non ambiare l' indie di spin).Adesso onsideriamo un trasformazione generia:
p′

µ
= Λµ

νp
ν (7.32)L' osservazione ruiale é he:

p′ = L(Λp)p0 = Λp = ΛL(p)p0 (7.33)quindi la trasformazione L−1(Λp)ΛL(p) trasforma p0 in se stesso e quindi deve appartenere alsottogruppo delle trasformazioni di Lorentz he lasiano invariante p0. Wigner hiama questosottogruppo il gruppo piolo della rappresentazione. Nel nostro aso, vista la forma di p0 nella(7.29) queste trasformazioni sono le rotazioni dello spazio tridimensionale, he indihiamo on R.Da questa osservazione disende immediatamente la forma espliita delle trasformazioni unitarie
U(Λ). Poniamo:

U(Λ) = U(L(Λp))U(R)U(L−1(p)); (7.34)da ui:
U(Λ)|p, r >= U(L(Λp))U(R)U(L−1(p))|p, r >= U(L(Λp))U(R)|p0, r >=

= U(L(Λp))
∑

s

S(R)r,s(R)|p0, s >=
∑

s

S(R)r,s|Λp, s >; (7.35)
S(R)r,s = ūs(0)S(R)ur(0) = χ†

sS(R)χr (7.36)dove S(R) sono le matrii determinate nella (6.38).La orrispondenza Λ → R veri�a la legge di omposizione di L↑
+. Infatti, se Λ = Λ1Λ2:

U(Λ1)U(Λ2) = {U(L(Λ1q))U(R1)U(L−1(q))}{U(L(Λ2p))U(R2)U(L−1(p))Poniamo q = Λ2p. Poihé U(L−1(q))U(L(q)) = 1, otteniamo:
U(Λ1)U(Λ2) = U(L(Λ1Λ2(p))U(R1)U(R2)U(L−1(p))Quindi,

se : Λ1 → R1; Λ2 → R2;

allora : Λ1Λ2 → R1R2e la relazione (7.35) de�nise una rappresentazione del gruppo L↑
+.In orrispondenza ad ogni rappresentazione unitaria del gruppo piolo, la formula (7.35)produe quindi una rappresentazione unitaria del gruppo di Lorentz sugli autostati del momentodella partiella. Per le partielle di Dira, la non-unitarietá della S(Λ) giá notata in (6.1.2) nonin�uenza il risultato. In e�etti, seondo la ostruzione di Wigner, la rappresentazione sugli statiutilizza solo la omponente di S he orrisponde al gruppo delle rotazioni spaziali, per le qualila S é unitaria:

S(R) = S = 1 − i

4
ωijσ

ij (i, j = 1, 2, 3)

(σij)† = σij, → S(R)†S(R) = 1In onlusione, partielle relativistihe on massa diversa da zero sono aratterizzate da duenumeri quantii:



7.3 Miroausalitá 105
• il valore della massa, m 6= 0;
• il valore (intero o semintero) dello spin, he aratterizza la rappresentazione del gruppopiolo di p0.Per partielle di massa nulla, ome il fotone, p0 puó essere selto ome:

p0 = (ω, ωn3) (7.37)dove n3 é il versore dell' asse z. Il gruppo piolo é il gruppo unidimensionale delle rotazioniintorno all' asse z.Lasiamo al lettore la ura di ostruire le rappresentazioni orrispondenti, on il risultatoantiipato nella Sez. 2.2.Prodotti normali La presrizione per ottenere espressioni multilineari nei ampi fermioniion valore nullo sul vuoto deve essere modi�ata opportunamente per tenere onto delle regoledi antiommutazione.Una volta separati i ampi in parte a frequenza positiva e negativa, la presrizione orrettaé di srivere gli operatori a frequenza negativa a destra di quelli a frequenza negativa, on segnopositivo o negativo a seonda he il numeri di sambi neessari per arrivare a questa on�gurazionea partire da quella di partenza, sia pari o dispari. Ad esempio:
N(ψ(x)ψ̄(y)) =: ψ(x)ψ̄(y) :=: (ψ(+)(x) + ψ(−)(x))(ψ̄(+)(x) + ψ̄(−)(x)) :=

= ψ(+)(x)ψ̄(+)(y) − ψ̄(−)(y)ψ(+)(x) + ψ(−)(x)ψ̄(+)(y) + ψ(−)(x)ψ̄(−)(y) (7.38)7.3 MiroausalitáCome abbiamo visto nella Sez. 1.3, dato un evento x, lo spazio tempo si divide in regionidistinte, per quanto riguarda la onnessione ausale dei diversi eventi y on l' evento x. Laregione he si trova al di fuori dei due oni di lue usenti da x rappresenta il presente assoluto di
x. Questi eventi sono aratterizzati dal fatto he l' intervallo y−x é di tipo spazio: (y−x)2 < 0.Per brevitá, sriveremo: y ∼ x.Le misure e�ettuate su due osservabili loalizzate rispettivamente in x ed in y non si pos-sono in�uenzare l' una on l' altra quando x ∼ y, perhé questo impliherebbe la propagazionedi segnali on veloitá superiore alla veloitá limite rappresentata dalla veloitá della lue nelvuoto. Dai prinipi della Meania Quantistia segue he, in queste ondizioni, gli operatoriorrispondenti ommutano tra loro:

[O1(x),O2(y)] = 0, se x ∼ y (7.39)La relazione (7.39) prende il nome di Condizione di Miroausalitá. L' ipotesi he essa valgaqualunque sia il valore della separazione x−y é un' ipotesi molto stringente, he potrebbe essereviolata a distanze mirosopihe. Tuttavia, le onseguenze sperimentali della Miroausalitá sonostate veri�ate sino alle piú piole distanze raggiunte �nora, dell' ordine di 10−15cm.



106 QUANTIZZAZIONE CANONICA DEL CAMPO DI DIRACUsando l' invarianza relativistia, possiamo estendere le regole di quantizzazione anonihe(4.43) e (7.17), dalla regione ~y 6= ~x, y0 = x0 a tutta la regione del presente di x. Per un ampogenerio χ, troviamo
[χa(x), χ

†
b(y)]± = [χa(x), χb(y)]± = 0 per x ∼ y (7.40)dove il segno ± india l' antiommutatore o il ommutatore dei ampi a seonda he χ siaun ampo di Dira o di Klein Gordon (gli indii a, b indiano possibili omponenti del ampo,spinoriali o legate a simmetrie interne).Nel aso di ampi bosonii, la (7.40) i die he le omponenti del ampo ommutano perseparazioni spaziali e sono quindi potenzialmente degli osservabili, ome le omponenti dei ampielettrii e magnetii 2.I ampi fermionii, al ontrario, non ommutano tra loro per separazioni di tipo spazio. L'unia interpretazione possibile di questo risultato é he i ampi fermionii non siano osservabili.La non-osservabilitá del ampo fermionio é onfermata dalla sue proprietá di trasformazionesotto rotazioni. Speializziamo le relazioni (7.4) al aso di rotazioni intorno all' asse z. In questoaso, le unihe omponenti non nulle dei parametri in�nitesimi orrispondono a ǫ12 = −ǫ21 = ǫe si trova:

ψ′(x′) = (1 − i
ǫ

2
σ12)ψ(x); σ12 = Σ3 =

(
σ3 0
0 σ3

) (7.41)Per rotazioni �nite, la relazione preedente si esponenzia nella:
ψ′(x′) = e−i θ

2
Σ3ψ(x) (7.42)Dato he Σ3 ha autovalori ±1, la relazione esprime sempliemente il fatto he il ampo é assoiatoa partielle di spin 1/2. Tuttavia, per θ = 2π, quando x′ = x, troviamo:

ψ′ = −ψ (7.43)Questa relazione é evidentemente assurda per una grandezza osservabile, he deve ritornare inse stessa dopo una rotazione di 2π.Se ψ puó non essere un osservabile, tali devono essere, tuttavia, le grandezze �sihe ostruitea partire da ψ, ome la densitá di energia o la densitá di aria. Sulla base della relazione (7.43),possiamo onludere he le funzioni omogenee di grado pari nei ampi sono buoni andidati peressere degli osservabili.Alla stessa onlusione si arriva a partire dalle regole di antiommutazione anonihe. Con-sideriamo ome esempio il ommutatore di due densitá di aria:
[
j0(x), j0(y)

]
per x ∼ y (7.44)Usando ripetutamente l' identitá (7.18) e l' analoga per i ommutatori, troviamo:

[ψ†(x)ψ(x), j0(y)] = ψ†(x)[ψ(x), j0(y)] + [ψ†(x), j0(y)]ψ(x) =

= ψ†(x)(−ψ†(y){ψ(x), ψ(y)} + {ψ(x), ψ†(y)}ψ(y)) + . . . = 0 (7.45)poihé tutti gli antiommutatori sono nulli per x ∼ y.2un ampo salare omplesso non é osservabile, non essendo hermitiano, ma le sue parti hermitianaed antihermitiana sono in linea di prinipio osservabili
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Capitolo 8NEUTRINO DI WEYL E NEUTRINODI MAJORANAAbbiamo osservato he gli spinori di Dira si trasformano seondo una rappresentazioneriduibile delle trasformazioni di Lorentz. Sulla base delle sole trasformazioni di L↑
+ dovrebbedunque essere possibile trovare rappresentazioni piú piole, realmente irriduibili, per desrivereuna partiella di spin 1/2. Questa riduzione ondue a due tipi diversi di teoria, il neutrino diWeyl e il neutrino di Majorana.Le due teorie oinidono per fermioni di massa nulla, ome vedremo, ma si separano perpartielle on massa diversa da zero dando luogo alla teoria di Dira o a quella di Majoranaome alternative �siamente distinte.Oorre dire subito he nessuna di queste teorie si puó appliare all' elettrone o al protoneo al neutrone. Per queste partielle, la presenza di una orrente vettoriale onservata assoiataalla aria elettria o al numero barionio rende neessaria la struttura di Dira. La questione éaperta nel aso del neutrino.La reente osservazione di una piolissima massa dei neutrini ha riproposto la teoria diMajorana quale miglior andidato per desrivere le proprietá di queste partielle.8.1 Il neutrino di WeylConsideriamo l' equazione di Dira nel limite di massa nulla:

i∂/ψ = 0 (8.1)L' equazione (8.1) ammette un operatore invariante rappresentato dalla matrie γ5. Se ψ éuna soluzione della (8.1), anhe γ5ψ soddisfa l' equazione. Possiamo separare quindi le soluzioniin due sottospazi invarianti mediante gli operatori di proiezione:
a(±) =

1 ± γ5

2
(8.2)De�niamo:

ψL = a(−)ψ; ψR = a(+) (8.3)



110 NEUTRINO DI WEYL E NEUTRINO DI MAJORANASe, ad esempio, ψR = 0 ad un tempo t0, tale resterá i tempi suessivi. Il ampo quindi si sindein due omponenti irriduibili ed indipendenti.Nella rappresentazione di Pauli delle matrii gamma:
γ5 =

(
0 1
1 0

) (8.4)e gli autovettori di γ5 on autovalore h = ±1 hanno la forma:
ψ =

(
χ
hχ

) (8.5)L' equazione di Dira on m = 0 da luogo a due possibili equazioni per lo spinore bidimensionale:
i
∂

∂t
χ = ±(−i∇ · σ)χ (8.6)L' equazione (8.6) prende il nome di equazione di Weyl e desrive una partiella di massa nulla(poihé é ompatibile on l' equazione 2χ = 0) e spin 1/21. L' equazione di Weyl é usata perdesrivere un neutrino di massa nulla, ui i referiremo nel seguito.Consideriamo piú da viino le soluzioni dell' equazione di Dira a massa nulla, (8.1). Glispinori on energia positiva e momento p lungo l' asse z positivo prendono la forma:

u+(p) =
1√
2

(
χ+

χ+

)
; u−(p) =

1√
2

(
χ−

−χ−

)
;

χ+ =

(
1
0

)
; χ− =

(
0
1

) (8.7)Abbiamo usato nelle (8.7) la normalizzazione appropriata per spinori di massa nulla, ioé:
us(p)

†ur(p) = δrs (8.8)Da notare he (fr. la Sez. 6.1.3) ū(p)u(p) = m/E → 0 per m = 0.Gli spinori on energia negativa e momento −p lungo l' asse z, sono invee:
u

(E<0)
+ (−p) = v−(p) =

1√
2

(
χ+

χ+

)
; u

(E<0)
− (−p) = v+(p) =

1√
2

(
−χ−

χ−

) (8.9)Sia nelle (8.7) he nelle (8.9) i su�ssi ± denotano l' autovalore di σ3.Gli spinori u+(p) e v−(p) sono autovettori di γ5 on autovalore +1, mentre u−(p) e v+(p)appartengono all' autovalore −1.Lo sambio di segni tra u e v nella (8.9) deriva dal fatto he, nella teoria delle laune, glispinori u(E<0)
± (−p) sono assoiati alla distruzione di un neutrino in uno stato di energia negativa1se ripetiamo la ostruzione di Dira (Sez. 6.1) partendo direttamente onm = 0, dobbiamo introdurresolo tre matrii antiommutanti e quindi la soluzione α = σ é aettabile, la dimensionalitá minima dellospinore é 2 e invee dell' equazione di Dira otteniamo l' equazione di Weyl.



8.1 Il neutrino di Weyl 111on momento −p e spin=±1/2 lungo l' asse z. Questo orrisponde alla reazione di una launa(un antineutrino) on momento p e spin =∓1/2, desritta dallo spinore v(p).Gli stessi onetti si traduono nel linguaggio dei ampi quantizzati ome segue. Introduiamoi ampi sinistrorsi, L (=left-handed), e destrorsi, R (=right-handed), de�niti nella (8.3):
ψL =

∑

p

1√
V

[
a−(p)u−(p)e−i(px) + (b+(p))†v+(p)e+i(px)

] (8.10)
ψR =

∑

p

1√
V

[
a+(p)u+(p)e−i(px) + (b−(p))†v−(p)e+i(px)

]
;Dalla (8.11) segue he:

• il ampo ψL distrugge un neutrino on eliitá −1/2 e rea un antineutrino on eliitá +1/2;
• il ampo ψR distrugge un neutrino on eliitá +1/2 e rea un antineutrino on eliitá −1/2.Alle stesse onlusioni si giunge onsiderando gli elementi di matrie della densitá invariante

ψ̄(x)ψ(x). Sriviamo:
ψ(x) = ψ(x)R + ψ(x)Lsi nota he ψ̄L = (a−ψL)†γ0 = (ψL)†a−γ0 = ψ̄La

+, quindi ψ̄L deve essere moltipliato per ψR e
ψ̄R per ψL. Troviamo dunque:

ψ̄(x)ψ(x) = ψ̄LψR + ¯(ψR)ψL (8.11)La densitá salare ha elementi di matrie non nulli tra lo stato di vuoto e lo stato on unaoppia neutrino-antineutrino. Per alolare questi elementi di matrie, dobbiamo onsiderare glispinori on momento −p:
u±(−p) =

1√
2

(
χ∓

±χ∓

)
;

v±(−p) =
1√
2

(
∓χ±

χ±

)
; (8.12)ed eliitá ±1 (gli spinori bidimensionali orrispondono sempre agli autostati di σ3).Tenendo solo i termini he danno elemento di matrie diverso da zero, abbiamo:

〈ν(p)ν̄(−p)|ψ̄RψL|0〉 = ū+(p)v+(−p)e−i(px)+i(p′x);

〈ν(p)ν̄(−p)|ψ̄LψR|0〉 = ū−(p)v−(−p)e−i(px)+i(p′x) (8.13)Il neutrino e l' antineutrino sono reati on la stessa eliitá, in aordo ol fatto he lo stato deveavere momento angolare nullo, ed inoltre sono rispettate le regole appena enuniate. In Fig. 8.1riportiamo gli stati reati dal vuoto dalle densitá salari on hiralitá de�nita e quelli reati dalledensitá vettoriali. Lasiamo al lettore il ompito di dimostrare he gli unii stati per ui si hannoelementi di matrie della orrente vettoriale diversi da zero sono quelli illustrati nella �gura.Problema. Estendere il alolo illustrato in Fig. 8.1 alla densitá del vettore assiale, ψ̄γµγ5ψ.
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Figura 8.1: Stati on momento totale P = 0 reati dal vuoto dalla densitá salare, (a), evettoriale, (b). Le freie sottili rappresentano la direzione della quantitá di moto, le grandi ladirezione dello spin. Gli elementi di matrie non nulli orrispondono alle regole enuniate neltesto per quanto riguarda gli operatori on hiralitá de�nita, ψR e ψL.8.2 Il neutrino di MajoranaNella rappresentazione di Pauli delle matrii gamma, l' equazione di Dira (7.3) é un' equa-zione omplessa: se ψ é reale ad un tempo t0, in genere svilupperá una parte immaginaria aitempi suessivi. Tuttavia, esiste una simmetria della lagrangiana (7.1), la oniugazione di ari-a, he essenzialmente sambia ψ on ψ∗. Usando questa simmetria possiamo ridurre il ampodi Dira a due omponenti indipendenti, ome osservato per primo da E. Majorana [20℄.Il modo piú diretto di vedere la questione é di partire dal fatto he esiste una rappresenta-zione, la rappresentazione di Majorana (RM nel seguito), in ui le matrie di Dira sono tutteimmaginarie pure.In genere, non é neessario onosere la forma espliita delle matrii gamma nella rappre-sentazione di Majorana. Ne riportiamo qui un esempio, per rassiurare il lettore ira la suae�ettiva esistenza. Partendo dalla rappresentazione di Pauli, usiamo le (6.25) on S = (1+γ2)/2.Otteniamo:
γ̃0 = α2; γ̃

1 = −iΣ3; γ̃2 = γ2; γ̃3 = iΣ1

γ̃5 = γ2γ5 =

(
σ2 0
0 −σ2

) (8.14)Notiamo he anhe γ5 é immaginario (e quindi antisimmetrio). Tutte le altre realizzazioni dellaRM si ottengono appliando anora le (6.25) on S=reale.Nella rappresentazione di Majorana, l' equazione di Dira (7.3) é un' equazione a oe�ientioreali e quindi ammette soluzioni puramente reali. Per un ampo reale i aspettiamo la metá deigradi di libertá rispetto ad un ampo omplesso, quindi il ampo osí trovato possiede solo 2gradi di libertá, esattamente quanto rihiesto per una partiella di spin 1/2.É interessante mostrare in dettaglio ome sono organizzati i gradi di libertá in un ampo di



8.2 Il neutrino di Majorana 113Majorana. Dalle (6.62) vediamo he, nella rappresentazione di Majorana,
v(p) = u(p)∗quindi lo sviluppo della ψ, on la ondizione realtá, prende la forma (usiamo anhe qui lanormalizzazione (8.8) per failitare il limite m→ 0):

ψ(x) =
∑

p,r

1√
V

[ar(p)ur(p)e−i(px) + ar(p)†ur(p)∗e+i(px)] (8.15)Le partielle reate da ψ(−) oinidono on quelle annihilate da ψ(+): un fermione di Majoranaoinide on la sua antipartiella, é intrinseamente neutro ome il fotone.Partendo dalla lagrangiana (7.1) possiamo quantizzare il ampo di Majorana senza di�oltá.Il momento oniugato a ψ é sempliemente iψ. Le regole di antiommutazione anonihe sisrivono:
{ψ(x, t)α, iψ(y, t)β} = iδα,βδ

(3)(x− y) (8.16)Si ritrovano di qui le relazioni di antiommutazione per gli operatori di reazione e distruzione ae a†.La neutralitá dei fermioni di Majorana si puó vedere anhe dalla forma della orrente on-servata. Troviamo:
jµ = ψ̄γµψ = ψTγ0γµψ =

(ψTψ,ψTαψ) (8.17)(ψT india un vettore riga on le stesse omponenti di ψ). In tutte le omponenti di j, glispinori ψαψβ sono moltipliati per delle matrii simmetrihe in α e β, quindi, viste le relazionidi antiommutazione (8.16), la orrente é un numero-. Se la de�niamo in modo da essere nullasullo stato di vuota, avremo Q = 0 in tutti gli stati.Un risultato non triviale si ottiene per la orrente assiale:
Aµ = ψ̄γµγ5ψ = ψT γ0γµγ5ψ (8.18)poihé, in questo aso, le matrii:

aµ = (γ5, αγ5) (8.19)sono tutte antisimmetrihe. Tuttavia la orrente (8.18) é onservata solo nel limite di massanulla. Usando l' equazione di Dira (7.3) si trova infatti:
∂µA

µ = 2mψ̄iγ5ψ (8.20)L' annullarsi della orrente vettoriale eslude he l' elettrone o il protone, per i quali laorrente elettromagnetia é ertamente diversa da zero, si possano desrivere on un ampo diMajorana. Anhe il neutrone, alla lue della onservazione del numero barionio deve esseredesritto da un ampo di Dira (ioé omplesso).Nella rappresentazione di Majorana, le matrii he rappresentano le trasformazioni di Lorentz,
S(Λ), eq. (6.38) prendono una forma partiolare. Infatti, on matrii gamma immaginarie, lematrii σµν sono anh' esse immaginarie e le S(Λ) sono matrii reali.



114 NEUTRINO DI WEYL E NEUTRINO DI MAJORANASe onsideriamo un ampo di Dira omplesso, lo spinore:
ψT γ0 (8.21)si trasforma ome lo spinore aggiunto, ioé on S−1:

ψ′Tγ0(x′) = ψTST (Λ)γ0 = ψTS†(Λ)γ0 = ψTγ0S−1(Λ) (8.22)Ne segue he possiamo ostruire, on ψ un termine di massa diverso da quello he ompare nellalagrangiana di Dira:
LM = µ ψTγ0ψ + µ∗ ψ†γ0ψ† (8.23)dove µ é un parametro omplesso arbitrario. Il termine di massa (8.23) prende il nome di massadi Majorana. La lagrangiana:
ψ̄(i∂/)ψ + µψTγ0ψ + µ∗ψ†γ0ψ† (8.24)desrive anora fermioni di spin 1/2 e massa diversa da zero, ome vedremo, ma non é piúinvariante per trasformazioni di fase globali del ampo ψ. La orrispondente orrente vettoriale

ψ̄γµψ non é onservata.8.3 Relazione tra neutrini di Weyl, Majorana e DiraIn questa Sezione onsideriamo le diverse possibilitá per desrivere il ampo di un neutrino.In tutte le formule he seguono utilizziamo la rappresentazione di Majorana.Partendo da un ampo di Dira, ν(x), possiamo separare le omponenti destrorse e sinistrorseutilizzando i proiettori a(±):
ν(x) = ν(x)R + ν(x)L (8.25)Per ampi di massa nulla la separazione é Lorentz-invariante e il ampo di Dira si sinde inomponenti irriduibili, iasuna delle quali desrive un fermione di Weyl. Il onteggio dei gradidi libertá si bilania:
Dirac(4) = 2 ×Weyl(2) (8.26)Sempre a livello della teoria di massa nulla, iasun fermione di Weyl é equivalente ad un fermionedi Majorana. Per vedere questo de�niamo:

ν1(x) = νL(x) + [νL(x)]†; ν2(x) = νR(x) + [νR(x)]† (RM) (8.27)Riordando lo sviluppo (8.11) e la relazione di oniugazione (8.15) troviamo, ad esempio per
ν1:

ν1(x) =
∑

p

1√
V

× (8.28)
{

[a−(p)u−(p) + b+(p)u+(p)]e−i(px) + [a−(p)†v−(p) + b+(p)†v+(p)]e+i(px)
}



8.3 Relazione tra neutrini di Weyl, Majorana e Dira 115La (8.29) mostra he le due omponenti di spin del fermione di Majorana sono fornite dall'antineutrino detrorso e dal neutrino sinistrorso, le stesse omponenti del ampo di Weyl νL(x).Similmente le due omponenti di spin di ν2 sono fornite dal neutrino destrorso e dall' antineutrinosinistrorso del ampo νR, vedi Fig. 8.3.Le equazioni (8.27) si possono invertire riordando he γT
5 = −γ5, da ui:

(
1 − γ5

2

)
(νL)† = [νL

(
1 − γ5

2

)
]† =

= [

(
1 + γ5

2

)
νL]† = 0 (8.29)Otteniamo quindi:

νL =

(
1 − γ5

2

)
ν1; (νL)† =

(
1 + γ5

2

)
ν1 (8.30)Le equazioni (8.27) e (8.30) mostrano l' equivalenza delle teorie di Weyl e Majorana perfermioni di massa nulla.La Lagrangiana di Dira si puó srivere in termini dei ampi di Weyl o di Majorana, seondole eguaglianze:

LD = ν̄i∂/ν = ν̄Ri∂/νR + ν̄Li∂/νL = LW (νR) + LW (νL)

LW (νR(L)) =
1

2
νT
2(1)γ

0∂/ν2(1) = LM(ν2(1)) (8.31)I possibili termini da aggiungere alla (8.31) per dare massa ai fermioni si lassi�ano omesegue.

Figura 8.2:



116 NEUTRINO DI WEYL E NEUTRINO DI MAJORANAIl termine di massa di Dira ha la forma:
LmD = mDν̄ν = mDν̄LνR + h.c. (8.32)dove h.. india l' operatore hermitiano oniugato, in questo aso2 mDν̄RνL.Usando di nuovo l' antisimmetria di γ5, é faile vedere he, in termini di ν1,2, il termine diDira prende la forma:
LmD = mDν

T
1 γ

0ν2 = mDν
T
2 γ

0ν1 (8.33)Tuttavia, dati i ampi di Majorana ν1,2 possiamo anhe onsiderare due nuovi termini dimassa:
LmM =

1

2
M1ν

T
1 γ

0ν1 +
1

2
M2ν

T
2 γ

0ν2 (8.34)Individualmente, i due termini orrispondono ad una massa di Majorana per il neutrinosinistrorso e destrorso, ad esempio:
1

2
M1ν

T
1 γ

0ν1 =
1

2
M1(ν

T
Lγ

0νL + h.c.) (8.35)Nel omplesso, la massa dei neutrini é disritta da un matrie simmetria:
Lm =

1

2
ζTγ0Mζ

ζ =

(
ν1

ν2

)
; M =

(
M1 mD

mD M2

) (8.36)É istruttivo onsiderare le simmetrie della Lagrangiana a massa nulla, (8.31), e dei terminidi massa di Dira e Majorana, (8.33, 8.34).La (8.31) é invariante sotto due gruppi abeliani e ommutanti di trasformazioni3:
ν1 → ν ′1 = eiαγ5ν1;

ν2 → ν ′2 = eiβγ5ν1 (8.37)Tuttavia, i termini di massa di Majorana non sono invarianti, mentre il termine di Dira éinvariante per il sottogruppo delle trasformazioni on α = −β:
LmM → 1

2
M1ν

T
1 γ

0e2iαγ5ν1 +
1

2
M2ν

T
2 γ

0e2iβγ5ν2;

LmD → mDν
T
1 γ

0ei(α+β)γ5ν2 (8.38)Nel aso partiolare M1 = M2 = 0 resta quindi una simmetria, qualunque sia il valore di
mD ed una orrente onservata. In questo aso infatti, ome vediamo dalla (8.32), il neutrinoé desritto dal ampo di Dira νL + νR on orrente onservata ν̄γµν, in orrispondenza allefamiliari trasformazioni di fase.2lasiamo al lettore di dimostrare he se partiamo da mD omplesso possiamo riduri al aso reale onuna ride�nizione della fase relativa tra νL e νR e onseguente ride�nizione di ν1 e ν23essendo γ5 immaginario puro, le trasformazioni (8.37) sono ortogonali, ome deve essere per mantenerela natura di Majorana dei ampi ν1,2



8.3 Relazione tra neutrini di Weyl, Majorana e Dira 117Per vedere questo piú formalmente, osserviamo he nel asoM1 = M2 = 0 la matrie di massaé proporzionale alla matrie σ2 ed é quindi diagonalizzata dalle ombinazioni ζ(+) = ν1 + ν2,autovalore +mD e ζ(−) = ν1 − ν2, autovalore −mD. Alla lue delle (8.27) poniamo allora:
νDirac =

1

2
[ζ(+) − γ5ζ

(−)] =
1

2
[νL + (νL)† + νR + (νR)†] +

−1

2
γ5[νL + (νL)† − νR − (νR)†] =

= νL + νR (8.39)La orrente onservata, in questo aso, prende il nome di numero leptonio e distingue il neutrinodall' antineutrino.Nel aso generale, in ui almeno uno traM1 edM2 non é nullo, gli autovettori della matrie dimassa sono due ampi di Majorana, non é aluna orrente onservata né di�erenza tra neutrinoed antineutrino.Le relazioni tra stati di neutrino e massa di Dira o Majorana sono illustrate nella Fig. 8.3.La simmetria generale partiella-antipartiella rihiede he le masse di Dira he ollegano νLon νR ovvero ν̄L on ν̄R prendano lo stesso valore mD.Commento: il aso dell' elettrone. La rihiesta he esista una orrente onservata, daindenti�are on la orrente elettria, implia he i sia solo il termine di massa di Dira e quindihe l' elettrone sia desritto da una oppia di ampi di Majorana ome nella (8.39), quindi da unospinore di Dira a quattro dimensioni. A sua volta, questo implia l' esistenza di antipartielle(positroni) distinte dalle partielle. Lo stesso argomento, utilizzando la onservazione del numerobarionio, vale per il protone e per il neutrone.Commento: il meanismo see-saw. Nella moderna teoria del neutrino, si suppone hesia M1 = 0 e M2 >> mD. In questo aso, la matrie di massa nella (8.36) ha ome autovalore eautovettore approssimati
ζ(−) ≃ ν1; m ≃ m2

D

M2
(8.40)Per M2 su�ientemente grande, on �sso mD, il neutrino leggero ha una massa piolissimaed é on ottima approssimazione un neutrino di Majorana-Weyl. Come vedremo questa situazionedesrive molto bene il neutrino dei deadimenti β.
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Capitolo 9INTERAZIONILa teoria del ampo libero desrive un mondo immutabile in ui l' energia e il momento diogni partiella del sistema si onservano separatamente.La varietá dei fenomeni he osserviamo rihiede delle forme di interazione tra i ampi. Inquesto aso, ome abbiamo visto nel limite lassio, Sez. 5.2.1, le partielle possono sambiareenergia e quantitá di moto dando luogo a proessi di di�usione o all' assorbimento ed emissionedella lue: il Sole puó brillare, il ielo essere blu e i nostri ohi possono perepire il mondoesterno attraverso i fotoni assorbiti nella retina.In una teoria relativistia, non solo i fotoni ma anhe le partielle assoiate alla materia,ome elettroni, protoni et. possono essere reate o annihilate. Per un sistema isolato dal restodel mondo, i proessi elementari devono rispettare le leggi di onservazione rihieste dalle simme-trie del sistema: energia, quantitá di moto, momento angolare nonhé eventuali arihe interneonservate, ad esempio la aria elettria. Questo rihiede he la Lagrangiana di interazione, heaggiungiamo alle lagrangiane dei ampi liberi, debba essere invariante sotto le trasformazionidella relativitá speiale: il Gruppo di Poinaré, ostitutito dalle traslazioni dello spazio-tempo edalle trasformazioni di Lorentz proprie, L↑
+.L' invarianza sotto il Gruppo di Poinaré permette anora una grande varietá di forme perl' interazione, ad esempio tra il ampo dell' elettrone e il ampo elettromagnetio. In linea diprinipio, dobbiamo individuare l' interazione giusta on un un onfronto iterativo tra previsionied esperimento (trials and errors). Si parte da una forma di interazione he spiega almeno ungruppo di dati iniziali e poi si estende la teoria ad altri proessi, onfrontando le previsioni on isuessivi dati sperimentali. Quando qualhe nuovo dato risulta in ontraddizione on la teoria,la falsi�a seondo la terminologia di K. Popper, non resta he modi�are l' interazione perriportarla in aordo on il omplesso esteso dei dati vehi e nuovi1.In questo proesso di prove ed errori, prinipi euristii a priori, quali la a rihiesta di ripro-1seguendo Popper, possiamo dire he le teorie non sono mai veri�ate, in quanto ogni omplesso didati ha inevitabilmente dei margini di errore he lo rendono ompatibile on moltissime, in�nite, teoriedell' interazione. Peró una teoria puó essere eliminata quando i dati la falsi�ano a favore di una teoria inaordo on il omplesso esteso di dati. Ad esempio, la Meania Classia é rimpiazzata dalla MeaniaQuantistia quando vogliamo inludere i fenomeni della �sia atomia. Il progresso sienti�o si realizzaattraverso la eliminazione di ipotesi di lavoro, piuttosto he la loro veri�a.



120 INTERAZIONIdurre la teoria lassia nel limite di grandi sistemi o la presenza di erte simmetrie aggiuntive,fornisono un aiuto poderoso per restringere il ampo delle forme dell' interazione, e quindi degliesperimenti disriminanti, naturalmente avendo hiara la neessitá di sottoporre i riteri euristiial vaglio dei fatti sperimentali.Un risultato di grande portata della Fisia del seolo passato é stato di riondurre i proessiosservati nel mondo subatomio e subnuleare all' azione di tre diverse ategorie di interazioni:elettromagnetihe, deboli e forti, ome giá indiato nella Sez. 5.2. La forma di queste interazioni,in termini dei ampi fondamentali, é grandemente ristretta da prinipi di simmetria he sono l'estensione della simmetria di gauge inontrata nella teoria del ampo elettromagnetio, Sez. 5.1,e delle trasformazioni di fase delle Sezz. 4.2 e 7.1.In quanto segue, riaviamo la forma dell' interazione elettromagnetia per partielle fonda-mentali spinoriali, quali l' elettrone ed il muone, l' interazione di Fermi appropriata per desrivereil deadimento β del neutrone e disutiamo qualitativamente aluni aspetti delle interazioni nu-leari , soprattutto per indiare le di�oltá di una desrizione in termini dei ampi assoiati allepartielle nuleari osservate, nuleoni e pioni.Rimandiamo alla III Parte (Teorie di gauge) una trattazione sistematia delle interazioni,interazioni forti inluse, in termini dei ostituenti fondamentali (quark, leptoni e ampi di gauge).9.1 L' Elettrodinamia Quantistia (QED)La teoria libera he desrive fotoni ed elettroni si ottiene ombinando la lagrangiana diMaxwell (9.37) e la lagrangiana di Dira (7.1):
L0 = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(i∂/−m)ψ (9.1)Nella teoria lassia, l' interazione tra ampo e partiella é desritta dalla sostituzione mi-nimale pµ → pµ − qAµ (Sez. 5.2.2). D' altro anto, in meania quantistia il 4-momento e'rappresentato dagli operatori:
p0 = +i

∂

∂t
; pi = −i ∂

∂xi
= −i∂i = +i∂ie la sostituzione minimale prende la forma:

i∂µ → i∂µ − qAµ (9.2)Per riottenere l' Elettrodinamia lassia dalla teoria quantistia nel limite ~ → 0 (prinipiodi orrispondenza) dobbiamo introdurre la sostituzione (9.2) nella (9.1). Per l' elettrone, he haaria elettria −e, otteniamo:
L0 = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(i∂/ + eA/−m)ψ =

= L0 + eAµψ̄γ
µψ (9.3)La lagrangiana di interazione fa intervenire la orrente Jµ

e = ψ̄γµψ, la orrente di Noetherassoiata all' invarianza della (9.3) per le trasformazioni globali di fase del ampo di Dira, (7.6).



9.1 L' Elettrodinamia Quantistia (QED) 121Invarianza di gauge La lagrangiana he abbiamo ottenuto é invariante sotto un gruppodi trasformazioni piú ampio, le trasformazioni del ampo di Dira per una fase variabile nellospazio-tempo, ompensate da un' opportuna trasformazione di gauge del ampo Aµ.Consideriamo le trasformazioni ongiunte (he indihiamo ome trasformazioni di gauge diseonda speie, o sempliemente trasformazioni di gauge):
ψ(x) → eiα(x)ψ(x); ψ̄(x) → e−iα(x)ψ̄(x);

Aµ → Aµ +
1

e
∂µα(x) (9.4)on α(x) una funzione arbitraria dello spazio tempo. É immediato veri�are he le (9.4) lasianola (9.3) invariante.Possiamo invertire l' argomento, ome osservato da W. Pauli [9℄, e mostrare he la lagrangiana(9.3) é la piú semplie soluzione al problema di ostruire una lagrangiana dell' elettrone he siainvariante sotto le trasformazioni (9.4).Per mostrare questo notiamo he la ombinazione (la derivata ovariante):

Dµψ = (∂µ − ieAµ)ψ (9.5)si trasforma on un semplie ambiamento di fase, esattamente ome ψ, se ψ ed Aµ sono sottopostialla (9.4):
(Dµψ)′ = ∂µ(eiαψ) − ie(Aµ +

1

e
∂µα)eiαψ =

= eiαDµψ (9.6)Da qui segue he:
• se eseguiamo la sostituzione ∂µ → Dµ in una lagrangiana invariante per trasformazionidi fase globale, otteniamo una nuova lagrangiana invariante sotto le (9.4). La nuova la-grangiana ontiene un termine di interazione esattamente presritto dalla simmetria, heoinide on l' interazione in (9.3).In partiolare, la lagrangiana di Dira osí modi�ata:

LD(ψ,Dµψ) = ψ̄(iD/−m)ψ (9.7)é invariante di gauge.La soluzione generale del problema si ottiene aggiungendo alla (9.7) dei termini he siano:
• funzioni di Aµ gauge-invarianti, ossia funzioni solo di Fµν : é il aso della lagrangiana diMaxwell, Le.m. nella (9.37), he aggiunta alla (9.7) riprodue esattamente la (9.3);
• funzioni di Fµν e di ψ e ψ̄, ma non delle loro derivate, he siano invarianti sotto letrasformazioni globali ottenute dalla (9.4) on α = costante.



122 INTERAZIONILa trasformazione minimale assume adesso un signi�ato piú trasparente. Essa fornise lapiú semplie lagrangiana dell' elettrone he sia invariante di gauge: la possibilitá di aggiungeretermini del seondo tipo tra quelli appena elenati, non viene usata.Un termine gauge-invariante non minimale he possiamo aggiungere all' interazione é ilosiddetto termine di Pauli:
Lnon min. =

−eκ
4m

ψ̄σµνψ F
µν (9.8)he é ovviamente gauge-invariante.In presenza del termine di Pauli, l' equazione del moto dell' elettrone diventa:

(i∂/+ eA/−m)ψ =
eκ

4m
ψ (9.9)Il limite non-relativistio di questa equazione si trova failmente ripetendo le onsiderazioni dellaSez. 6.1.4. Il risultato é l' equazione del moto per lo spinore a due dimensioni:

i
∂

∂t
χ = Hχ

H =
(p + eA)2

2m
+
e(1 + κ)

2m
σ · Bhe sostituise la (6.108). Il termine di Pauli ambia il rapporto giromagnetio dell' elettroneseondo la:

gtot = 2(1 + κ) (9.10)La QED per i leptoni arihi. La (9.10) fornise un forte argomento per limitare l'interazione elettromagnetia dell' elettrone alla pura sostituzione minimale, he giá ben desriveil momento magnetio dell' elettrone. Il risultato trova onferma nel alolo delle orrezioni diordine superiore alla quantitá g − 2, alolate per la prima volta da J. Shwinger, he mostranohe queste orrezioni riproduono on grande preisione le piole deviazioni dalla predizione diDira g = 2 osservate sperimentalmente (vedi Parte II).La stessa onlusione vale per la partiella µ, o muone, partiella di spin 1/2 e massa ira200 volte la massa dell' elettrone. Il muone rappresenta, a tutti gli e�etti, una replia pesantedell' elettrone. Anhe il momento magnetio del muone é noto sperimentalmente on grandepreisione e le deviazioni dalla previsione di Dira g = 2 sono ben desritte dalle orrezioni diordine superiore.Nel 1976 é stato osservato un leptone ario on spin 1/2, analogo all' elettrone ed al muone,la partiella τ .Elettrone, µ, τ ed i orrispondenti neutrini sono lassi�ati ome leptoni, ategoria di par-tielle he non sono sensibili alle interazioni nuleari. L' ipotesi piú ragionevole, in aordo onle nostre onosenze sperimentali, é di desrivere le interazioni elettromagnetihe dei tre leptoniarihi on la sola sostituzione minimale, e quindi on la lagrangiana:
LQED = −1

4
FµνF

µν + ψ̄e(iD/ −me)ψe + ψ̄µ(iD/ −mµ)ψµ + ψ̄τ (iD/ −mτ )ψτ =

= Le.m. + L0e + L0µ + L0τ − eAλJ
λ
lept;

Jλ
lept = −{ψ̄eγ

λψe + ψ̄µγ
λψµ + ψ̄τγ

λψτ} (9.11)



9.1 L' Elettrodinamia Quantistia (QED) 123Tabella 9.1: Proprietá elettromagnetihe dei leptoni arihi, dal Partile Data Group [12℄. Inumeri tra parentesi indiano l' errore sulle ultime ifre di iasuna grandezza.m (MeV) g
e 0.510998902(21) 2.002319304374(4)
µ 105.658357(5) 2.0023318320(6)
τ 1776.99(28) 2.000(58)dove on L0 indihiamo le lagrangiane libere.I ampi fermionii appaiono nella lagrangiana di interazione on la stessa ostante di aop-piamento, la aria elettria dell' elettrone, una proprietá indiata ol termine di universalitádelle interazioni elettromagnetihe.La teoria desritta dalla (9.11) prende il nome di QED spinoriale (QED=Quantum-EletroDynamis).Partielle nuleari. La sostituzione minimale non riprodue orrettamente l' interazioneelettromagnetia del protone e del neutrone. Entrambe queste partielle devono essere desritteda un ampo di Dira, poihé hanno spin 1/2, ma il loro rapporto giromagnetio non é in aordoon il valore minimale, g = 2 e g = 0, rispettivamente. Per il momento magnetio dei nuleoniponiamo (N = p, n):

µN = gNµpS; µp =
e

2Mpon Mp la massa del protone. Sperimentalmente, si trova [12℄:
gN

2
=

{
2.792847351 ± 0.000000028 (protone)
−1.9130427 ± 0.0000005 (neutrone)

(9.12)Dobbiamo quindi aggiungere un termine di Pauli per iasuno dei due nuleoni, on:
{
κp = +1.792847351 ± 0.000000028
κn = −1.9130427 ± 0.0000005

(9.13)La lagrangiana orrispondente al sistema omplessivo (leptoni e nuleoni)si srive:
L = LQED + ψ̄p(i∂/−Mp)ψp + ψ̄n(i∂/−Mn)ψn − eAµψ̄pγ

µψp +

+
e

4Mp
{κp ψ̄pσµνψp + κn ψ̄nσµνψn} Fµν (9.14)Possiamo risrivere i termini di Pauli ome orrezioni aggiuntive alla orrente elettromagnetiaomplessiva delle partielle nuleari. Sriviamo, in generale:
eκ

4m
ψ̄σµνψ F

µν =
eκ

2m
ψ̄σµνψ(∂νAµ) =

= −eAµ{ κ

2m
(∂ν(ψ̄σµνψ)} + quadri− divergenza (9.15)



124 INTERAZIONIOmettendo la 4-divergenza, he non ontribuise al Prinipio di Minima Azione, possiamorisrivere la lagrangiana (9.14) ome:
L = LQED + ψ̄p(i∂/−Mp)ψp + ψ̄n(i∂/ −Mn)ψn − eAµJ

µ
nucl;

Jµ
nucl = ψ̄pγ

µψp +
κp

2m
∂ν(ψ̄pσµνψp) +

κn

2m
∂ν(ψ̄nσµνψn) (9.16)I termini di Pauli si sono trasformati in termini aggiuntivi alla orrente di Noether del protone(quella del neutrone é ovviamente nulla) he desrivono le deviazioni del momento magnetio dalvalore di Dira. Notiamo he i termini aggiuntivi sono la divergenza di un tensore antisimmetrio,quindi rientrano nell' ambiguitá assoiata alla orrente di Noether (fr. la Sez. 3.5), sonoonservati identiamente e non ontribuisono alla aria onservata:

∂µJ
µ
nucl = 0;

∫
d3x J0

nucl =

∫
d3x ψ̄pγ

0ψpIn onlusione possiamo srivere la lagrangiana per le interazioni elettromagnetihe dei leptoniarihi e delle partielle nuleari al modo seguente:
LQED = L0,tot − eAµJ

µ
tot (9.17)dove:

L0,tot = −1

4
FµνF

µν +
∑

i=e,µ,τ,pn

ψ̄i(i∂/−mi)ψi;

Jµ
tot = Jµ

lept + Jµ
nucl (9.18)on Jµ

lept e Jµ
nucl date dalle (9.11) e (9.16).Conosiamo oggi molte partielle sensibili alle interazioni forti oltre al protone ed al neutrone.Queste partielle sono omunemente indiate ol nome di Adroni, dal greo hadros=forte (ininglese hadrons). Se vogliamo desrivere iasun adrone on un ampo quantizzato, dobbiamoaggiungere la sua lagrangiana libera ad L0,tot e il suo ontributo alla orrente elettromagnetiatotale. La lagrangiana (9.17) mantiene la sua forma, on l' estensione di Jµ

nucl a Jµ
hadr.Fattori di forma elettromagnetii. Consideriamo l' elemento di matrie 〈p′|Jµ

p |p〉 dellaorrente del protone, eq. (9.16), tra stati on momenti p e p′.Sostituendo lo sviluppo in onde piane dei ampi, troviamo (per brevitá indihiamo on M lamassa del protone):
〈p′|Jµ

p |p〉 =
M

V
√
E′E

ū(p′)
[
γµ +

κ

2M
iσµνq

ν
]
u(p) =

M

V
√
E′E

Jµ(p′, p) (9.19)dove abbiamo introdotto il momento trasferito:
qµ = p′µ − pµ (9.20)Possiamo hiederi quale sia la forma piú generale di Jµ(p′, p) ompatibile on essere un4-vettore polare onservato:
qµJ

µ(p′, p) = 0 (9.21)



9.1 L' Elettrodinamia Quantistia (QED) 125Evidentemente la orrente deve avere la forma:
Jµ(p′, p) = ū(p′)Γµ(p′, p)u(p) (9.22)on Γµ ombinazione lineare dei 4-vettori a disposizione, he possiamo segliere ome:

γµ, σµνq
ν , qµ, p

′
µ + pµ, σµν(p

′ν + pν). (9.23)Tuttavia, presi tra i due spinori ū(p′) e u(p), questi vettori non sono indipendenti tra loro, invirtú dell' equazione del moto ui soddisfa u(p), (6.62), e della orrispondente equazione per
ū(p′). Moltipliando la prima delle (6.62) per ū(p′)γµ, otteniamo:

ū(p′) [pµ − iσµνp
ν ]u(p) = M ū(p′)γµu(p)proedendo simmetriamente sull' equazione di ū(p′), troviamo anhe:

ū(p′)
[
p′µ + iσµνp

′ν
]
u(p) = M ū(p′)γµu(p)Sommando e sottraendo le due equazioni, troviamo le relazioni:

p′µ + pµ

2M
ū(p′)u(p) +

i

2M
ū(p′)σµνq

νu(p) = ū(p′)γµu(p) (9.24)
qµū(p

′)u(p) +
i

2M
ū(p′)σµν(p′ν + pν)u(p) = 0 (9.25)(la prima di queste relazioni é nota ome Gordon deomposition) he mostrano he possiamolimitari ai primi tre vettori:

Γµ(p′, p) = Aγµ +B
i

2M
σµνq

ν + Cqµ (9.26)Inoltre, dall' equazione di onservazione (9.21) otteniamo:
qµJ

µ(p′, p) = Cq2ū(p′)u(p) = 0 (9.27)ioé C = 0. Possiamo quindi srivere:
Jµ(p′, p) = ū(p′)

[
Aγµ +B

i

2M
σµνq

ν

]
u(p). (9.28)La rihiesta he la (9.28) si trasformi ome un 4-vettore implia, in generale, he i oe�ienti A eB siano funzioni invarianti dei 4-momenti. Poihé p2 = p′2 = m2, la sola ombinazione invariantenon triviale é q2 ed otteniamo, in onlusione, la forma della orrente:

Jµ(p′, p) = ū(p′)

[
F1(q

2)γµ + F2(q
2)

i

2M
σµνq

ν

]
u(p). (9.29)Si vede failmente he la ondizione (9.17) implia:

F1(0) = 1 (9.30)



126 INTERAZIONImentre dalla (9.10) si trova:
F2(0) = κ (9.31)Formule analoghe valgono per il neutrone, naturalmente on F1,n(0) = 0.Le funzioni F1(q

2) ed F2(q
2) prendono il nome di fattori di forma di Pauli e si possonomisurare, ome vedremo, dalla di�usione elastia di elettroni su idrogeno (per il protone) e sudeuterio (ottenendo i fattori di forma del neutrone per sottrazione).La forma (9.29) non é ovviamente unia, perhé possiamo segliere i 4-vettori di base in modidiversi. Una selta partiolarmente onveniente orrisponde a srivere:

Jµ(p′, p) = ū(p′)

[
FE(q2)

p′µ + pµ

2M
+ FM (q2)

i

2M
σµνq

ν

]
u(p) (9.32)I fattori di forma de�niti dalla (9.32) prendono il nome di fattori di forma di Sahs. In vistadella (9.25) otteniamo:

FE(q2) = F1(q
2); FM (q2) = F1(q

2) + F2(q
2) (9.33)da ui seguono le ondizioni di normalizzazione:

FE(0) = 1; FM (0) = 1 + κ (9.34)9.2 L' Interazione di Fermi per i deadimenti βLa prima teoria quantitativa dei deadimenti β dei nulei é dovuta a E. Fermi. Seguendo unprimo suggerimento di W. Pauli, Fermi assume he l' elettrone nei deadimenti β sia emesso insie-me ad una partiella neutra non osservata, il neutrino, a ausa di un' interazione indipendente siadalle interazioni elettromagnetihe sia dalle forze he legano i nulei. La reazione orrispondentesi srive:
N(A,Z) → N(A,Z + 1) + e+ ν̄ (9.35)dove A e Z sono il numero di massa e la aria dl nuleo. La ostante di aoppiamento tipia diquesta nuova interazione risulta tanto piola, sulla sala dei fenomeni nuleari, da giusti�are ilnome di Interazioni Deboli dato all' interazione identi�ata da Fermi.Fermi assume inoltre he la lagrangiana di interazione sia il prodotto di due termini: un opera-tore he indue la transizione dal nuleo iniziale a quello �nale, ed un operatore he rea la oppiadi partielle leggere. Vi é in questo un' analogia profonda on le transizioni elettromagnetihenegli atomi e nei nulei:

A∗ → A+ γ (9.36)La lagrangiana di interazione della (9.36) é anh' essa il prodotto di un' operatore he induela transizione da A∗ a A e di un operatore he rea il fotone. Ad esempio, ome abbiamo vistonella Sezione preedente, Eq. (9.16), per una transizione nuleare si ha:
Lγ = −eJµ

nuclAµ (9.37)



9.3 Le interazioni forti o nuleari 127Nel aso della (9.35), Fermi assume he essa sia indotta dal proesso elementare di disinte-grazione del neutrone:
n→ p+ e+ ν̄ (9.38)e srive la piú semplie lagrangiana di interazione ome:

LF = GF

[
ψ̄pγ

µψn

] [
ψ̄eγµψν

] (9.39)Abbiamo assunto he tutte le partielle siano rappresentate da ampi di Dira, GF é la ostantedi Fermi. Convenzionalmente, la partiella emessa nel deadimento β− é un antineutrino.In notazioni moderne, la lagrangiana per il deadimento del neutrone si srive piuttosto ome:
LF =

GF√
2

[
ψ̄pγ

µ(1 +
gA

gV
γ5)ψn

] [
ψ̄eγµ(1 − γ5)ψν

] (9.40)La (9.40) riassume una gran messe di sviluppi sperimentali e teorii he hanno avuto luogonello studio delle interazioni deboli, dalla formulazione di Fermi ad oggi.
• Teoria V,A: i termini adronii e leptonii in (9.40) sono ombinazioni dei soli bilineari V µed Aµ;
• Violazione della paritá: la lagrangiana é una sovrapposizione oerente di vettori polari edassiali;
• Il ampo del neutrino ompare nella ombinazione (1 − γ5)ψν . Questo assiura he, permassa nulla, neutrino ed antineutrino sono emessi o assorbiti solo negli stati on eliitánegativa o positiva, rispettivamente. Neutrini (antineutrini) on eliitá positiva (negativa)non sono aoppiati e potrebbero non esistere a�atto (teoria a due omponenti del neutrino,fr. la Sez. 8.1).
• Le partielle nuleari non ompaiono nella ombinazione V −A, ma on un oe�iente dinormalizzazione relativa, gA/gV , da determinare sperimentalmente.9.3 Le interazioni forti o nuleari
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Capitolo 10TEORIA RELATIVISTICA DELLEPERTURBAZIONIRiaviamo in questa Sezione lo sviluppo perturbativo della matrie di di�usione (matrie S)per una teoria di ampo relativistia.Il punto di partenza é lo sviluppo della matrie di trasferimento, UI(t2, t1), l' operatore hetrasforma lo stato al tempo t1 in quello al tempo t2, nella Rappresentazione di Interazione (RI),introdotta nei Rihiami di Meania Quantistia (fr. Rihiami, Sezz. 1.5.3 e 1.6).L' ipotesi fondamentale per derivare la matrie di di�usione é quella di assumere he pergrandi tempi l' Hamiltoniana di interazione nella RI tenda a zero:
limt→±∞HI(t) → 0 (10.1)Intuitivamente, la ondizione deriva dal fatto he quando il tempo tende verso in�nito, lepartielle si allontanano tra loro inde�nitamente e le mutue azioni tendono a zero.Tuttavia, la ondizione (10.1) non é a�atto triviale. Ad esempio essa non é soddisfatta inpresenza di forze a lungo raggio, ome ad esempio l' interazione elettrostatia tra due arihe elet-trihe. Questo asi rihiedono partiolare ura per de�nire le probabilitá dei proessi osservabili(fr. ad esempio la Ref [10℄).Anhe nel aso di forze a orto raggio, per soddisfare la ondizione (10.1) dobbiamo de�nireopportunamente l' Hamiltoniana di interazione, in modo da sottrarre le interazioni di ogni par-tiella on i ampo generati dalla partiella stessa. La proedura di sottrazione degli e�etti dell'auto-interazione sará onsiderata in dettaglio nella Seonda Parte, Elettrodinamia Quantistia.Assumendo la validitá della (10.1), il vettore di stato tende ad un vettore ostante nel limite

t→ +∞ e lo stesso avviene, on un diverso vettore, se mandiamo t0 a −∞:
limt→±∞|t >= | ±∞ >= cost. (10.2)Per tempi �niti, il vettore di stato é dato dall' appliazione dall' operatore lineare U(t0, t)allo stato iniziale |t0 >. Dalle relazioni (10.2) segue ugualmente he |+∞ > dipende linearmenteda | − ∞ >. Possiamo dunque de�nire un operatore lineare indipendente dal tempo, la matriedi di�usione o matrie S, he trasforma l' uno nell' altro:

| + ∞ >= S| −∞ > (10.3)



130 TEORIA RELATIVISTICA DELLE PERTURBAZIONIConfrontando on la de�nizione di UI(t2, t1), vediamo he:
S = limt2→+∞,t1→−∞UI(t2, t1) (10.4)ovvero, usando lo sviluppo perturbativo in Rihiami, Sez. 1.6:

S =
∑

n

(−i)n
n!

∫ +∞

−∞

dt1

∫ +∞

−∞

dt2 . . .

∫ +∞

−∞

dtn T (HI(t1)HI(t2) . . .HI(tn)) (10.5)In un proesso di di�usione, lo stato al tempo −∞ rappresenta lo stato iniziale, |i >, mentrelo stato al tempo | + ∞ > é una sovrapposizione lineare degli stati he orrispondono a tutti ipossibili risultati dell' interazione. Se indihiamo on |f > uno di questi stati, l' ampiezza diprobabilitá per osservare proprio |f > al termine del proesso e la orrispondente probabilitásono date da:
Amp(i → f) =< f | S |i >;

Prob(i → f) = |A(i → f)|2Unitarietá. Lo stato |f〉 é uno dei possibili risultati del proesso di di�usione. Sommando sututti gli stati |fn〉 di una base ompleta, le probabilitá si devono sommare all' unitá:
∑

n

P (i→ fn) =
∑

n

〈i| S |fn〉〈fn| S† |i〉 = 〈i| SS†|i〉 = 1Dovendo valere per ogni |i〉, questo risultato implia he la matrie S deve essere unitaria:
SS† = S†S = 1 (10.6)Invarianza Relativistia Il Prinipio di Relativitá Speiale prende una forma partiolar-mente semplie per la matrie S.Poniamo, per sempliitá, il nostro sistema in un volume �nito, V . In questo aso, gli statiappartengono tutti allo spettro disreto e sono normalizzati: | < n|m > |2 = δn,m. La probabilitádi osservare un erto risultato da date ondizioni iniziali e su un intervallo di tempo in�nito deveessere la stessa in tutti i sistemi di riferimento inerziali. Quindi, se indihiamo on |Ui >, |Uf >gli stati iniziali e �nali trasformati ad un altro SI, dobbiamo avere:

| < f |S|i > |2 = | < Uf |S|Ui > |2 = | < f |U †SU |i > |2Per trasformazioni onnesse on ontinuitá all' identitá, quindi:
< f |U †SU |i >=< f |S|i >ovvero, dato he gli stati iniziali e �nali sono arbitrari,

U †SU = S (10.7)La matrie S é invariante per trasformazioni di Lorentz.



10.1 La formula di Dyson 13110.1 La formula di DysonIn una teoria di ampo, l' Hamiltoniana di interazione é, in generale, l' integrale spaziale diuna densitá di Hamiltoniana:
HI(t) =

∫
d3x HI(x)Ci restringiamo, inoltre, al aso in ui la densitá di lagrangiana é la somma di una lagrangianalibera ed una lagrangiana di interazione he non ontiene le derivate dei ampi, ome avvienenella QED spinoriale. In questo aso, possiamo ottenere la densitá di Hamiltoniana di interazioneome segue:

Htot =
∂L
∂∂0φ

∂0φ− L =
∂L0

∂∂0φ
∂0φ− (L0 + LI) =

= H0 + HIPer onfronto, otteniamo:
HI = −LI (10.8)In onseguenza, otteniamo la formula della matrie S dovuta a F. Dyson :

S =
∑

n

(i)n

n!

∫ ∫
. . .

∫
d4x1d

4x2 . . . d
4xn T [LI(x1)LI(x2) . . .LI(xn)] (10.9)La formula di Dyson permette di veri�are direttamente l' invarianza relativistia dellamatrie S.Misura di integrazione e densitá di Lagrangiana di interazione sono invarianti di Lorentz.Dobbiamo quindi esaminare solo l' invarianza del prodotto tempo-ordinato. Consideriamo persempliitá il prodotto di due operatori:

T [LI(x1)LI(x2)] = θ(x0
1 − x0

2)LI(x1)LI(x2) + θ(x0
2 − x0

1)LI(x2)LI(x1) (10.10)Se la separazione tra i due eventi é di tipo tempo, l' ordinamento si mantiene in tutti i SI. Alontrario, per separazioni di tipo spazio l'ordine temporale dei due eventi puó essere diversoin diversi SI. Tuttavia, la ondizione di miroausalitá, Sez. 7.3, i viene qui in aiuto. Poihéin queste ondizioni le due lagrangiane di interazione devono ommutare, l' ordine in ui i dueoperatori ompaiono é inessenziale ed il T-prodotto é di fatto relativistiamente invariante.Commento. I ampi he ompaiono nella (10.9) sono operatori nella rappresentazione di in-terazione, quindi soddisfano alle equazioni del moto libero e sono, di fatto, gli operatori datidagli sviluppi del tipo riportato nelle (4.46) e (6.119), on le regole di quantizzazione anonihe.Se aggiungiamo la onvenzione di de�nire LI ome prodotto normale di ampi, queste regoledeterminano ompletamente i prodotti he ompaiono ome integrandi nella formula di Dyson,�ntanto he manteniamo x1 6= x2 6= . . . 6= xn. Quando uno o piú punti oinidono, i prodottidelle LI sviluppano un omportamento singolare. Il superamento di questa di�oltá rihiedeuna ride�nizione di LI e dei parametri he in essa ompaiono. La possibilitá di rinormalizzare lateoria in interazione verrá studiata nella Seonda Parte (Elettrodinamia Quantistia). Possiamo



132 TEORIA RELATIVISTICA DELLE PERTURBAZIONIantiipare �n da ora he la proedura di rinormalizzazione puó essere portata a termine on su-esso solo per una lasse ristretta di interazioni, interazioni rinormalizzabili. In questa ategoriarientra la QED generata on la sostituzione minimale. Al ontrario, l' interazione elettrodinami-a on l' aggiunta di termini di Pauli, ad esempio la lagrangiana (9.16), non é rinormalizzabile eva onsiderata ome una teoria fenomenologia, valida solo in un ristretto intervallo di energia.10.2 Leggi di onservazioneConsideriamo l' elemento di matrie S tra stati on 4-momento totale de�nito:
< Pfin, β| S |Pin, α > (10.11)(α e β sono gli ulteriori numeri quantii neessari per spei�are gli stati). Consideriamo iltermine n-esimo della matrie S ed applihiamo una traslazione di −x1. Se la Lagrangiana diinterazione é invariante per traslazioni1

LI(x1) = eiPµxµ
1LI(0)e

−iPµxµ
1 (10.12)

< Pfin, β|T [LI(x1)LI(x2) . . .LI(xn)] |Pin, α >=

=< Pfin, β|U †(−x1)U(−x1)T [LI(x1)LI(x2) . . .LI(xn)]U †(−x1)U(−x1)|Pin, α >=

= e−i[(Pin−Pfin)x1] < Pfin, β|T [LI(0)LI(x2 − x1) . . .LI(xn − x1)] |Pin, α > (10.13)Nell' eseguire l' integrale in (10.9) possiamo traslare le variabili di integrazione (x2 → x2 −
x1 = ζ2, x3 → x3 − x1 = ζ3, . . .) ed otteniamo:

< Pfin, β| S(n) |Pin, α >=

∫
d4x1e

−i[(Pfin−Pin)x1] ·

·(i)
n

n!
< Pfin, β|

∫
. . .

∫
d4ζ2 . . . d

4ζn T [LI(0)LI(ζ2) . . .LI(ζn)] |Pin, α >=Quindi, in onlusione:
< Pfin, β| S |Pin, α >= (2π)4δ(4)(Pfin − Pin) · F (Pfin, β, Pin, α) (10.14)dove F é una funzione regolare delle sue variabili.La relazione (10.14) esprime la onservazione del 4-momento in una teoria invariante pertraslazioni, seondo la (10.12).Possiamo trattare in maniera analoga tutte le leggi di onservazione he derivano dall' inva-rianza della Lagrangiana di interazione (quindi della matrie S) sotto trasformazioni ontinue.1ioé dipende dalle oordinate solo tramite i ampi. Questo eslude, ad esempio, he sia presente unampo lassio, un numero- funzione delle oordinate, he resterebbe inalterato per le trasformazioneunitaria nella (10.12)



10.3 Il propagatore del ampo di Dira 133Questo é il aso, ad esempio, della legge di onservazione del momento angolare, quando LI éinvariante per rotazioni. Se:
e−iαQSe−iαQ = S; ovvero

[Q, S] = 0abbiamo anhe, sugli autostati di Q:
0 =< q′| [Q, S] |q >= (q′ − q) < q′| S |q >ovvero, l'elemento di matrie S si deve annullare, a meno he non sia soddisfatta la legge dionservazione:

q′ = q (10.15)10.3 Il propagatore del ampo di DiraLa presenza dei prodotti tempo-ordinati nella formula di Dyson fa sí he i propagatori siano glielementi entrali del alolo delle ampiezze quantistihe, insieme alla Lagrangiana di interazione.Abbiamo giá alolato, nella Sez. 4.3, il propagatore del ampo salare. Ripetiamo ora l'analogo alolo per il propagatore del ampo di Dira.In vista delle relazioni di antiommutazione soddisfatte dai ampi di Dira, il prodotto tempo-ordinato di ampi fermionii deve essere antisimmetrio:
T{ψ(x)ψ̄(0)} =

{
ψ(x)ψ̄(0) x0 > 0

−ψ̄(0)ψ(x) 0 > x0 , (10.16)mentre il propagatore di Feynman é de�nito ome prima:
iSF (x) = 〈0| T{ψ(x)ψ̄(0)} |0〉 (10.17)Separiamo le parti a frequenza positiva e negativa nei ampi ed omettiamo termini on operatorihe annullano il vuoto. Otteniamo:

〈0| ψ(x)ψ̄(0) |0〉 = 〈0| ψ(+)(x)ψ̄(−)(0) |0〉 =

= 〈0|{ψ(+)(x), ψ̄(−)(0)}|0〉 = iS(+)(x) (10.18)
〈0| ψ̄(0)ψ(x) |0〉 = 〈0| ψ̄(+)(0)ψ(−)(x) |0〉 =

= 〈0|{ψ(−)(x), ψ̄(+)(0)}|0〉 = iS(−)(x) (10.19)Usando le relazioni di ompletezza dei quadrispinori (6.70) e (6.71) possiamo risrivere leequazioni (10.18) e (10.19) nella forma
iS(+)(x) =

1

V

∑

ps

(
m

Ep

)
p/+m

2m
e−ip(x′) =

(i∂/+m)
1

(2π)3

∫
d3p

2E(k)
e−i(px) =

= (i∂/+m)[i∆(+)(x)] (10.20)



134 TEORIA RELATIVISTICA DELLE PERTURBAZIONISimilmente:
iS(−)(x) =

1

V

∑

ps

(
m

Ep

)
p/−m

2m
eip(x)

= −(i∂/+m)
1

(2π)3

∫
d3p

2E(k)
e+i(px) =

= (i∂/+m)[i∆(−)(x)] (10.21)Il propagatore di Feynman (10.17), tenendo onto del segno meno nel prodotto tempo-ordinato,risulta dunque (on il ammino di integrazione nel piano p0 della Fig. 4.1):
iSF (x) = θ(x0)iS(+)(x) − θ(−x0)iS(−)(x) =

= (i∂/ +m)[
1

(2π)4

∫
d4p

i

p2 −m2 + iǫ
e−i(px)] =

=
1

(2π)4

∫
d4p

i(p/+m)

p2 −m2 + iǫ
e−i(px) (10.22)Talvolta, usando la relazione:

(p/+m)(p/−m) = p2 −m2 (10.23)la (10.22) viene risritta simboliamente ome:
iSF (x) =

1

(2π)4

∫
d4p

i

p/−m+ iǫ
e−i(px) (10.24)Problema. Dimostrare la relazione:

(i∂/−m)T{ψ(x)ψ̄(0)} = iδ(4)(x) (10.25)10.4 Sezione d' urto e vita mediaIn proesso di di�usione si parte da uno stato iniziale, |i〉, in ui un fasio di partielle vieneinviato su un bersaglio �sso o, ome nei osiddetti ollisori, su un altro fasio di partielle. Agrande distanza dalla zona di interazione, un sistema di rivelatori produe un segnale quandoviene rivelato uno dei possibili stati �nali, |f〉.Tipiamente, non si seleziona un singolo stato quantistio. In genere, i rivelatori non sonoapai di disriminare fra gli stati di un erto insieme (ad esempio, partielle on impulso om-preso in dato volume ∆p intorno ad un valore medio p̄). In questo aso, dobbiamo sommare leprobabilitá sugli stati �nali he non sono disriminati dall' apparato sperimentale. Similmente, lostato iniziale puó essere una misela inoerente di un erto insieme di stati, ad esempio un fasionon polarizzato ontiene in egual proporzione i diversi stati di spin della partiella proiettile. Inquesto aso, dobbiamo mediare la probabilitá sugli stati iniziale.



10.4 Sezione d' urto e vita media 135Per sempliitá onsideriamo un esperimento a bersaglio �sso. Immaginiamo di mettere tuttoil sistema in un volume, V , di sezione S e di inviare una sola partiella-proiettile alla volta su unbersaglio ostituito anh' esso da una sola partiella. In ondizioni stazionarie (rimpiazzando ilbersaglio ed il proiettile dopo ogni ollisione) abbiamo un �usso ostante di eventi nei rivelatori,aratterizzato dalla probabilitá per unitá di tempo, W . É semplie onvinersi he W deve esserepari al �usso di partielle-proiettile he arriva sul bersaglio moltipliato per la probabilitá diinterazione di un partiella proiettile on la partiella-bersaglio, P :
W = Φ · P ;

Φ = ρ · S · v; ρ =
1

V
(10.26)dove ρ é la densitá della partielle proiettile e v la sua veloitá. A sua volta, la probabilitá Pdeve essere inversamente proporzionale alla super�ie S, se il fasio é uniformemente distribuitonella sezione trasversa:

P =
∆σ

S
(10.27)La quantitá ∆σ aratterizza la probabilitá di interazione ed ha le dimensioni di una super�ie.

∆σ prende il nome di sezione d'urto: tutto va ome se il bersaglio o�risse una super�ie trasversa
∆σ ad un fasio di proiettili distribuiti asualmente sulla super�ie S.La sezione d' urto, naturalmente, dipende dalle ondizioni iniziali (ad esempio dall' energiae dal tipo di partiella- proiettile he segliamo) e dalle partiolari ondizioni �nali �ssate dainostri rivelatori. ∆σ é tutto quello he i é dato di misurare su un dato proesso di di�usione.Rassumendo, troviamo:

∆σ =
W

ρ · v (10.28)Se indihiamo on T il tempo in ui si passa dallo stato iniziale ai prodotti �nali (ome nel asodi V , alla �ne prenderemo il limite T → ∞), abbiamo:
W =

|〈f | S |i〉|2
T

(10.29)e quindi:
∆σ =

V |〈f | S |i〉|2
T · v (10.30)Consideriamo il proesso:

a + b → 1 + 2 + . . .+ nf (10.31)on stati iniziali e �nali:
|i〉 = a†a(pa)a

†
b(pb)|0〉

|f〉 = a†1(p1)a
†
2(p2) . . . a

†
nf

(pnf
)|0〉 (10.32)In una situazione invariante per traslazioni spazio-temporali, l' elemento di matrie S ha laforma (10.14) e nel alolare la probabilitá W dobbiamo fare il quadrato della funzione delta di



136 TEORIA RELATIVISTICA DELLE PERTURBAZIONIDira, un' operazione normalmente illegale. In questo aso, per V e T �niti, la funzione delta vasostituita da: ∫

Γ
d4x e−i[(Pf−Pi)x] (10.33)dove Γ é la regione �nita dello spazio tempo di 4-volume V · T . É faile onvinersi 2 he, nellimite di grandi V e T :

|
∫

Γ
d4x e−i[(Pf−Pi)x]|2 → V · T · (2π)4δ(4)(Pf − Pi) (10.35)Troviamo, di qui:

∆σ = V 2(2π)4δ(4)(Pf − Pi)
1

v
F (Pf , . . . , Pi . . .) (10.36)dove F é la funzione regolare de�nita nella (10.14) e i punti di sospensione indiano le altrevariabili neessarie a desrivere il proesso.Ad ogni ordine �nito nella teoria delle perturbazioni, la matrie S, (10.9), é un polinomio neiampi. Tra i vari termini, danno un elemento di matrie non nullo solo quelli he ontengonoi ampi apai di annihilare le partielle dello stato iniziale e reare quelle dello stato �nale.Utilizzando le regole di ommutazione o antiommutazione appropriate3, possiamo portare questiampi ad operare sullo stato iniziale e �nale, rispettivamente:

〈1, 2, . . . | S |a, b〉 =

∫
d4x

∫
d4x′ . . . 〈1, 2, . . . | χ†

1(x1)χ
†
2(x2) . . . [. . . ]χa(xa)χb(xb) |a, b〉 =

= 〈1, 2, . . . | (χ†
1)

(−)(x1)(χ
†
2)

(−)(x2) . . . [. . . ]χ
(+)
a (xa)χ

(+)
b (xb) |a, b〉 (10.37)2Consideriamo per sempliitá il aso unidimensionale:

∫ +T/2

−T/2

dt eiωt =
2

ω
sin(

ωT

2
) (10.34)Se integriamo on una funzione di prova regolare, f(ω) e passiamo al limite T → ∞, troviamo:

∫ +∞

−∞

dω
2

ω
sin(

ωT

2
)f(ω) = 2

∫ +∞

−∞

dx
sin(x)

x
f(

2x

T
) → 2f(0)

∫ +∞

−∞

dx
sin(x)

x
= 2πf(0)ovvero, ome atteso:

2

ω
sin(

ωT

2
) → (2π)δ(t)Consideriamo adesso il quadrato e integriamolo su una funzione di prova:

∫ +∞

−∞

dω
4

ω2
sin2(

ωT

2
) f(ω) → 2Tf(0)

∫ +∞

−∞

dx
sin2x

x2
= 2Tf(0))

∫ +∞

−∞

dx
sin2x

x
= T (2π)f(0)ovvero:

|
∫ +T/2

−T/2

dt eiωt|2 → T · (2π)δ(t)3ome riordato nella Sez. 10.1, gli operatori di ampo he ompaiono nella formula di Dyson sonoampi liberi, i ui ommutatori o antiommutatori sono numeri- alolabili



10.4 Sezione d' urto e vita media 137i punti x1, x2, . . . sono una permutazione di x, x′, . . ., non neessariamente tutti diversi tra loro.Nella parentesi rimane un polinomio negli altri ampi, fermo restando he il prodotto dei ampimostrati espliitamente on quelli sottointesi deve formare una ombinazione Lorentz- invariante.Nello sviluppo dei ampi χ in onde piane, ontano solo i termini on gli operatori di distru-zione o reazione appropriati agli stati iniziali e �nali, quindi l' elemento di matrie ontieneome fattori i orrispondenti oe�ienti di normalizzazione:
Ni =





√
m

EiV
fermioni

√
1

2ωiV
bosoni

(10.38)iasuno moltipliato per un esponenziale Lorentz-invariante, ei(px), e per una soluzione dell'equazione d' onda (ad esempio uno spinore di Dira) he ha le proprietá di trasformazione delampo originale. Questi ultimi fattori, moltipliati on i ampi all' interno delle parentesi nella(10.37), formano una ombinazione Lorentz-invariante.Introduendo la somma sugli stati �nali orrispondente alla risoluzione dei rivelatori, trovia-mo, in onlusione:
∆σ = V 2


∑

f

(2π)4δ(4)(Pf − Pi)
(
Πi=1,2,...N

2
i

)
|Mi→f |2


 (NaNb)

2

v
(10.39)

Mi→f prende il nome di ampiezza di Feynman del proesso ed é, per ome l' abbiamo derivata,relativistiamente invariante. Il fattore V 2 he deriva dalla (11.91) é anellato dai fattori 1/Vnella normalizzazione degli stati iniziali. I fattori 1/V nella normalizzazione degli stati �nali,invee, sono ompensati dai orrispondenti fattori nello spazio delle fasi di iasuna partiella�nale: ∑

f

Πi=1,2,...N
2
i (. . .) =

1

(2π)3nf

∫
d3p1

2E1

d3p2

2E2
. . .
(
Πi=1,2,...n

2
i

)
(. . .) (10.40)dove abbiamo posto 2EiN

2
i = n2

i = 2mi, 1 per fermioni o bosoni, rispettivamente. Da notarehe la misura di integrazione sul momento di iasuna partiella é anh' essa invariante pertrasformazioni4 di L↑
+, ome si vede dall' eguaglianza:

d3p

2E(p)
= d4p δ(p2 −m2)θ(p0) (10.41)Raogliendo le osservazioni fatte, arriviamo all' espressione (Eb = mb nella situazione dibersaglio �sso):

dσ =
(nanb)

2

v · (4Eamb)
(2π)4δ(4)(Pf − Pi)

[
Πi

d3pi

(2π)3 2Ei
n2

i

]
|Mi→f |2 (10.42)Possiamo vedere he anhe il fattore del �usso é Lorentz invariante, risrivendo:

v · (Eamb) = |pa|mb =
√

(Eamb)2 −m2
am

2
b =

√
(pa · pb)2 − p2

ap
2
b (10.43)4he lasiano invariato il segno di p0, essendo pµ di tipo tempo o di tipo lue.



138 TEORIA RELATIVISTICA DELLE PERTURBAZIONIquindi, per ispezione diretta della (10.42), arriviamo all' importante onlusione:
• la sezione d' urto é un invariante relativistio.La relazione (10.43) i permette di alolare la sezione d' urto in sistemi di riferimento in uientrambe le partielle iniziali sono in moto, ome avviene nei moderni ollisori. In questo aso,un sistema partiolarmente utile é il sistema del entro di massa (pa +pb = 0) he, per ollisionitra fasi simmetrii, oinide on il sistema del laboratorio. Assumendo anhe, per sempliitá,partielle a e b on massa uguale, troviamo, in questo aso:

√
(pa · pb)2 − p2

ap
2
b = 2|p|E = 2vE2 = |va − vb| E2 (10.44)il �usso é determinato dalla veloitá relativa tra le due partielle (he puó essere anhe maggioredi c). La sezione d' urto, nel aso generale di partielle on veloitá va e vb, é data da:

dσ =
(nanb)

2

|va − vb| · (4EaEb)
(2π)4δ(4)(Pf − Pi)

[
Πi

d3pi

(2π)3 2Ei
n2

i

]
|Mi→f |2 (10.45)Vita media L' interazione puó ausare l' instabilitá di partielle, he sarebbero stabili nellateoria libera. La probabilitá di deadimento per unitá di tempo in uno stato |f〉 é data da:

Γ(f) =
|〈f | S |a〉|2

T
(10.46)Sommando su tutti gli stati �nali si trova la probabilitá di deadimento totale:

Γ =
∑

f

Γ(f) (10.47)Per un dato stato �nale f , il rapporto:
B(f) =

Γ(f)

Γ
(10.48)rappresenta la probabilitá di trovare lo stato f nei prodotti del deadimento e prende il no-me di rapporto di deadimento del anale f (in inglese branhing ratio o branhing fration).Evidentemente: ∑

f

B(f) = 1 (10.49)Per un sistema di N partielle, la variazione del numero presente al tempo t é data da:
dN(t)

dt
= −Γ ·N(t)da ui:

N(t) = N(0)e−ΓtLa vita media della partiella instabile é quindi:
τ =

1

Γ
. (10.50)
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Γ prende anhe il nome di Larghezza totale della partiella5. Consideriamo il aso di una intera-zione invariante per traslazioni spazio-temporale. Proedendo ome prima troviamo, nel sistemadi quiete della partiella instabile:

dΓ(a→ 1 + 2 + · · · + nf ) =
1

(2π)3nf

n2
a

2ma
Πi
d3pi

2Ei
n2

i |M (a→ 1 + 2 + · · · + nf )|2 (10.51)Problema. Dimostrare la relazione (10.41).

5il nome trae origine dal fatto he uno stato instabile ha neessariamente una inde�nizione nell' energiadata dalla relazione di Heisenberg: ∆E∆t ≃ ~. Se prendiamo ∆t = τ troviamo ∆E = ~/τ = Γ, quindi Γrappresenta la Larghezza nella distribuzione dell' energia dello stato instabile.
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Capitolo 11APPLICAZIONI: QEDIl alolo degli elementi della matrie S ad un dato ordine della teoria delle perturbazioni,eq. (10.9), si e�ettua on il metodo generale dei gra�i di Feynman, he verrá illustrato nelseguito (Vol. II, Elettrodinamia Quantistia).Per i proessi �no al seondo ordine, he onsideriamo in questo e nel prossimo Capitolo,gli elementi di matrie si alolano per semplie ispezione e non avremo bisogno del formalismogenerale, essenziale per il alolo delle orrezioni di ordine superiore e per la rinormalizzazione.L' attenzione é rivolta piuttosto a mostrare ome le idee della seonda quantizzazione si possoinomettere a onfrionto on gli esperimenti per i proessi piú semplii, he hanno avuto un ruoloessenziale nello sviluppo della teoria delle partielle elementari.La formula di Dyson, (10.9), fa intervenire i prodotti tempo-ordinati dei ampi, le funzionidi propagazione, i propagatori in breve.Abbiamo alolato nelle Sezioni preedenti i propagatori del ampo salare e del ampo diDira. Il alolo della funzione di propagazione nella (11.39) rihiede la quantizzazionedel am-po elettromagnetio he rinviamo al prossimo volume (Elettrodinamia Quantistia). Tuttaviapossiamo riorrere ad una soriatoia.Il propagatore del fotone. Abbiamo visto he la funzione di propagazione quantistiadel ampo salare oinide on la funzione di Green dell' equazione di Klein-Gordon lassia,on le ondizioni al ontorno di Feynman. Estendendo per analogia al ampo elettromagnetio,possiamo utilizzare i risultati del Capitolo 5. Come si vede dalla (5.22), la funzione di Greenerata é:
iDµν

F (q) =
−igµν

q2 + iǫ
(11.1)11.1 Di�usione in un ampo oulombiano lassioConsideriamo la di�usione di un elettrone in un ampo esterno statio. Il quadripotenzialeorrispondente si può srivere

Aµ(x) = Aµ(x) =

∫
d3q

(2π)3
Aµ(q) eiqx . (11.2)



142 APPLICAZIONI: QEDe lo sviluppo perturbativo per la matrie S ha la forma
S =

∞∑

n=0

(ie)n

n!

∫
d4x1...d

4xn T{[: ψ̄(x1)A/(x1)ψ(x1) :]...[: ψ̄(xn)A/(xn)ψ(xn) :]} , (11.3)dove ψ è il ampo he desrive l' elettrone, T è l'operatore di ordinamento temporale.Al primo ordine nella lagrangiana d'interazione la (11.3) si ridue alla
S = ie

∫
d4x : ψ̄(x)A/(x)ψ(x) : . (11.4)Il proesso �sio desritto dalla matrie S de�nita dalla (11.4) è rappresentato shematiamentedal diagramma di Feynman della Fig. 11.1. L'interazione ol ampo esterno provoa la transi-zione dell'elettrone dallo stato iniziale |i〉 = |pr〉 allo stato �nale |f〉 = |p′r′〉, dove p ≡ (E,p) e

p′ ≡ (E′,p′) sono i quadri-impulsi ed r e r′ le proiezioni dello spin.

p

p’

q=p’-p

Figura 11.1:L'elemento di matrie S orrispondente ha la forma
Sif = 〈f |S|i〉 = ie

( m

VE

)1/2 ( m

V E′

)1/2
∫
d4x ei(p′−p)x ūr′(p

′)A/(x)ur(p)

= ie
( m

VE

)1/2 ( m

V E′

)1/2
∫
d3x ei(q+p−p′)x

∫
dt ei(E′−E)t

∫
d3q

(2π)3
ūr′(p

′)A/(q)ur(p)

= (2π) δ(E − E′)
( m

VE

)1/2 ( m

VE′

)1/2
Mif , (11.5)dove V è il volume di normalizzazione e

Mif = ie ūr′(p)A/(p′ − p)ur(p) . (11.6)Si noti he nella (11.5) ompare solo la funzione δ assoiata alla onservazione dell'energia.L'impulso non è onservato, perhè la presenza della sorgente statia he genera il ampo esterno



11.1 Di�usione in un ampo oulombiano lassio 143rompe l'invarianza per traslazioni. La relazione he esprime la onservazione dell'energia, heimplia
|p| = |p′| , (11.7)mostra hiaramente he l'impulso assorbito dalla sorgente viene trasurato.La sezione d'urto di�erenziale del proesso si ottiene dalle formule date nel Cap. 10:

dσ =
V

v
Wif

V d3p′

(2π)3
, (11.8)dove Wif è la probabilità di transizione per unità di tempo

Wif =
|Sif |2

T
= (2π) δ(E − E′)

( m

VE

)2
|Mif |2 , (11.9)

T è il tempo di interazione. Usando le equazioni (11.8) e (11.9) e la relazione
|p|2d|p| = |p|E′dE′ (11.10)dalla (11.8) otteniamo

dσ =
V E

|p| (2π) δ(E − E′)
( m

VE

)2
|Mif |2

V

(2π)3
|p|E′dE′dΩp′ . (11.11)Per arrivare all'espressione della sezione d'urto di�erenziale, la probabilità he l' elettrone vengadi�uso nell'elemento di angolo solido dΩp′ , dobbiamo integrare sull'energia usando la funzione δ,ol risultato

dσ

dΩp′
=
(m

2π

)2
|Mif |2 =

(me
2π

)2
|ūr′(p

′)A/(q)ur(p)|2 , (11.12)dove q = p′ − p.Consideriamo ora il aso in ui il ampo esterno sia il ampo Coulombiano generato da unnuleo atomio, he supponiamo puntiforme. Abbiamo quindi:
Aµ(x) ≡

(
Z

4π

e

|x| , 0, 0, 0
)
, (11.13)on trasformata di Fourier, FT, data da (fr. Problema 1):

Aµ(q) ≡
(
Z

e

|q|2 , 0, 0, 0
)
. (11.14)Sostituendo la (11.14) nella (11.12), sommando sulle proiezioni dello spin dell'elettrone nellostato �nale e mediando su quelle dell'elettrone nello stato iniziale otteniamo

dσ

dΩp′
=

(me
2π

)2
Z2 e2

|q|4
1

2

∑

rr′

|ūr′(p
′)γ0ur(p)|2

=
(2mαZ)2

|q|4
1

(2m)2
1

2
Tr
[
(p/′ +m)γ0(p/+m)γ0

]
, (11.15)



144 APPLICAZIONI: QEDdove α = e2/4π e le somme su r e r′ sono state e�ettuate usando le relazioni di ompletezza sod-disfatte dagli spinori di Dira. Il alolo delle trae nella (11.15) si esegue failmente utilizzandoil risultato
Tr
[
(p/′ +m)γ0(p/+m)γ0

]
= Tr(p/′γ0p/γ0) +m2Tr(γ0γ0)

= 4p′µpν(2g
µ0gν0 − gµνg00) + 4m2 (11.16)

= 4[2EE′ − (pp′) +m2] = 4[EE′ + (p′ · p) +m2] .Si ottiene osì
dσ

dΩp′
= 2

(αZ)2

|q|4 [E2 + (p · p′) +m2]

= 2
(αZ)2

|q|4 2E2

(
1 − |p|2

E2
sin

θ

2

) (11.17)
= 2

(αZ2)

|q|4 2E2

(
1 − v2 sin

θ

2

)
,dove v e θ sono, rispettivamente, la veloità e l'angolo di di�usione dell'elettrone, ioè l'angoloompreso tra i vettori p e p′. Usando la relazione

|q|2 = |p′ − p|2 = 2|p|2(1 − cos θ) = 4E2v2 sin2 θ

2
(11.18)possiamo risrivere la (11.18) nella forma ottenuta originariamente da Mott

dσ

dΩp′
=

αZ2

4E2v4 sin4(θ/2)

(
1 − v2 sin

θ

2

)
. (11.19)La sezione d'urto di Mott desrive la di�usione elastia di elettroni da nulei all'ordine piùbasso nella ostante di struttura �ne α. Ovviamente, questa approssimazione non è appliabilenel aso di nulei molto pesanti, per i quali la ostante di aoppiamento Zα diventa troppogrande.Nel limite non relativistio, ioè per v ≪ 1 e E ∼ m, dalla (11.21) riotteniamo la famosasezione d'urto di Rutherford

dσ

dΩp′
=

aZ2

4m2v4 sin4(θ/2)
, (11.20)la ui misura sperimentale ha ondotto allo sviluppo del modello planetario dell'atomo.Nel limite ultrarelativistio, v ≃ 1 la sezione d' urto di Mott diventa:

dσ

dΩp′
|v=1 =

αZ2 cos2(θ/2)

4E2v4 sin4(θ/2)
. (11.21)la sezione d' urto di Mott ultra-relativistia si annulla per di�usione all' indietro dell' elet-trone, θ = π.



11.1 Di�usione in un ampo oulombiano lassio 145Nota. Siamo riusiti a riavare la sezione d'urto di Rutherford da un alolo al primo ordinein α. Questo è sorprendente, poihè la stessa espressione si ottiene dalla Meania Classiaome risultato esatto. La spiegazione di questa apparente ontraddizione si deve a Dalitz, ilquale dimostrò he, nel limite non relativistio, l'inlusione delle orrezioni di ordine superioreha ome unino risultato la omparsa di un fattore di fase nell'ampiezza, e lasia quindi invariatala sezione d'urto.Divergenza oulombiana. L' integrale sull' angolo solido della sezione d' urto di�erenzialedi Mott, (11.21) diverge per θ = 0, impedendoi di de�nire la sezione d' urto totale. Infatti, perpioli valori di θ:
dσ

dΩp′
d cos θ ≃ 4

αZ2

4E2v4θ4
θdθ (11.22)L' origine di questa divergenza si puó far risalire all' andamento singolare, per |q| → 0 dellaFT del ampo oulombiano, eq (11.14), ovvero all' andamento troppo lentamente deresentedel ampo oulombiano stesso, per |x| → ∞, eq. (11.13). Dovuto a questa lenta deresita,anhe le partielle he passano lontanissime dalla aria nell' origine ne sentono l' e�etto: glistati asintotii, nella rappresentazione di interazione, non tendono veramente ad una ostante equesto i impedise di de�nire rigorosamente la matrie S.Fortunatamente, in Natura, non esistono arihe elettrihe isolate. La aria positiva diiasun nuleo, nella materia ordinaria, é shermata dalla ariha negativa degli elettroni atomii.Anhe in un plasma ionizzato, dovuto alla lunga portata delle forze elettrostatihe, le arihepositive oordinano intorno a loro le arihe negative e, in media, il plasma é elettriamenteneutro. Il risultato é he l' integrando nella (11.22) é smorzato per pioli valori di θ.Riordiamo he la FT in |q| é sensibile ai valori della funzione per |x| ≃ |q|−1. Quindi, seonsideriamo la di�usione su un atomo, la presenza degli elettroni esterni si fará sentire ai valoridi |q| tali he:

|q|R ≤ 1 (11.23)dove R vé il raggio atomio, ovvero per:
θ ≤ 1

REv
(11.24)In questa regione di θ la sezione d' urto di�erenziale é smorzata dal fatto he l' elettrone vedeuna aria totale via via deresente e la sezione d' urto totale é �nita.Fattore di forma non-relativistio. Possiamo migliorare l' approssimazione di ariapuntiforme del nuleo introduendo un fattore di forma.Supponiamo he la densitá di aria all' interno del nuleo sia desritta da una funzione

Zeρ(x). La densitá di aria deve deresere rapidamente all' esterno del nuleo, per |x| > RNe soddisfare la ondizione di normalizzazione:
∫
ρ(x)d3x = 1 (11.25)



146 APPLICAZIONI: QEDin modo he la aria totale sia anora data da Ze. Il potenziale elettrostatio del nuleo é oradato da:
A0(x) =

Ze

4π

∫
d3y

ρ(y)

|x − y| (11.26)La sua FT é data da (fr. Problema 1):
A0(q) =

Ze

|q| F(q);

F (q) =

∫
d3x eiq·xρ(x) (11.27)Corrispondentemente, la sezione d' urto di Mott diventa:

dσ

dΩp′
=

αZ2

4E2v4 sin4(θ/2)
|F (q)|2

(
1− v2 sin

θ

2

) (11.28)Problema 1. Calolare la FT del potenziale elettrostatio dovuto alla distribuzione di aria
Zeρ(x).Dalle relazioni

E = −∇A0 = −∇Φ; ∇ ·E = Zeρsi trova:
−∇2Φ = ρ (11.29)Moltiplihiamo per |q|2 la FT del potenziale elettrostatio. Usando la (11.29) troviamo:

|q|2 A0(q) = |q|2
∫

d3x Φ(x) eiq·x = −
∫

d3x ∇2Φ eiq·x = Ze

∫
d3x ρ(x) eiq·xda ui:

A0(q) =
Ze

|q|2 F(q); F(q) =

∫
d3x ρ(x) eiq·x (11.30)11.2 La formula di RosenbluthNella di�usione di elettroni su protoni, quando l' energia dell' elettrone diventa dell' ordine delGeV, non é piú possibile trattare il protone ome una sorgente statia, ma dobbiamo inludere unadesrizione pienamente quantistia del protone stesso. Per fare questo, estendiamo la lagrangianadi interazione del ampo elettromagnetio seondo le linee illustrate nel Cap. 9, introduendo laorrente elettromagnetia del protone:

Le.m. = eAµ(x)Jµ
tot(x); Jµ

tot(x) = Jµ
e (x) + Jµ

p (x) (11.31)Per la orrente dell' elettrone si prende, ome prima:
Jµ

e (x) = − : ψ̄e(x)γ
µψe(x) : (11.32)



11.2 La formula di Rosenbluth 147Per quanto riguarda la orrente del protone, il suo elemento di matrie tra stati di protone vieneparametrizzata in termini dei fattori di forma introdotti nel Cap. 9:
< p′|Jµ

p (0)|p >=

√
M2

V 2Ep′Ep
ū(p′)Γµ(p′, p)u(p);

Γµ(p′, p) = F1(q
2)γµ + F2(q

2)
i

2M
σµνq

ν (11.33)on le ondizioni di normalizzazione:
F1(0) = +1; F2(0) = κp (11.34)dove κp é il momento magnetio anomalo.All' ordine piú basso della teoria delle perturbazioni, la di�usione elettrone-protone, é de-sritta dal termine di seondo ordine :

S(2) =
(ie)2

2

∫
d4x d4y T [Aµ(x)Jµ

tot(x)Aν(y)Jν
tot(y)] =

= (ie)2
∫
d4x d4y T

[
Aµ(x)Jµ

e (x)Aν(y)Jν
p (y)

]
+ . . . (11.35)Abbiamo sritto espliitamenti solo i termini del T-prodotto he hanno i giusti operatori di anni-hilazione e reazione per distruggere le partielle iniziali e reare le partielle �nali, riassumendogli altri, he sono inessenziali, nei punti di sospensione.Elementi di matrie. Come detto in preedenza, gli operatori he ompaiono nella (11.35)soddisfano alle equazioni del moto libere. Quindi ampi he orrispondono a partielle diverseommutano o antiommutano tra loro, a seonda della statistia ui obbedisono. Inoltre, glistati esterni sono il prodotto tensoriale degli stati delle diverse partielle, ad esempio:

|e, p, 0γ >= a†(e)a†(p)|0 >= |e > |p > |0γ >= a†(e)|0e > a†(p)|0p > |0γ >dove abbiamo indiato ol nome delle diverse partielle i loro momenti e on, ad esempio, |0e >lo stato on zero elettroni, essendo naturalmente:
|0 >= |0e, 0p, 0γ >= |0e > |0p > |0γ >La orrente di iasuna partiella opera solo sugli stati orrispondenti.In onlusione, possiamo portare le orrenti fuori del T-prodotto e srivere:

< f |S|i >=

= (ie)2
∫
d4x d4y < e′|Jµ

e (x)|e > < 0γ |T [Aµ(x)Aν(y)] |0γ > < p′|Jν
p (y)|p > (11.36)La Fig. 11.2 (a) dá un' immagine nello spazio-tempo del proesso di di�usione. L' elettroneiniziale si propaga �no ad un punto x dove viene distrutto dalla orrente, he rea nello stessopunto l' elettrone �nale. Sempre in x viene emesso, ovvero assorbito, un fotone he si propaga



148 APPLICAZIONI: QEDdal punto x al punto y, ovvero da y ad x, mentre nel punto y la orrente del protone ambia ilprotone iniziale in quello �nale. L' ampiezza di propagazione del fotone tra x ed y é data dalT-prodotto sul vuoto dei ampi elettromagnetii e il prodotto dei tre fattori nell' integrale della(11.36) rappresenta l' ampiezza omplessiva della storia he orrisponde ai valori di x ed y.L' osservazione delle partielle �nali non determina i punti x ed y dove avviene l' interazionequindi, seondo i prinipi della Meania Quantistia, dobbiamo sommare sulle ampiezze diiasuna storia per avere l' ampiezza totale del proesso, integrando sui valori di x ed y.
Figura 11.2: Rappresentazione gra�a dell' ampiezza di di�usione elettrone-protone nello spazio tempo,(a), e nello spazio dei momenti, (b).Proedendo ome nella Sez. preedente troviamo:

< e′|Jµ
e (x)|e >= ei(e

′−e)x

√
m2

e

V 2EeEe′
(̄ − 1)u(e′)γµu(e) (11.37)e similmente:

< p′|Jν
p (y)|p >= ei(p

′−p)y

√
M2

V 2EpEp′
ū(p′)Γν(p′, p)u(p) (11.38)Usando l' invarianza per traslazioni del vuoto nella funzione di propagazione del ampo elettro-magnetio, troviamo in�ne:

< f |S|i >= (2π)4δ(4)(p′ + e′ − p− e)

√
m2

e

V 2EeEe′

√
M2

V 2EpEp′
×

× e2 ū(e′)γµu(e) i(DF )µν(p− p′) ū(p′)Γν(p′, p)u(p) (11.39)dove abbiamo posto, seondo la (11.1):
i(DF )µν(q) =

∫
d4x e−iqx < 0|T [Aµ(x)Aν(0)] |0 >=

−igµν

q2 + iǫ
(11.40)Il risultato (11.39) si puó rappresentare gra�amente ome nella Fig. 11.2 (b). Dai vertiiemergono le partielle iniziali e �nali, rappresentate iasuna da uno spinore di Dira (u perfermione entrante, ū per fermione usente) e dal orrispondente fattore di normalizzazione. L'interazione é rappresentata da un fattore −ieγ ovvero ieΓ per elettrone e protone. Al propagatoredel fotone é assoiato il momento q = p− p′ = e′ − e in modo tale he il 4-momento si onservaad ogni vertie.



11.2 La formula di Rosenbluth 149Sezione d' urto di�erenziale. Seguendo le formule del Capitolo preedente, la sezioned' urto di�erenziale si srive:
dσ =

1

4
(2π)4δ(4)(p′ + e′ − p− e) ×

× m2
eM

2

EeEe′EpEp′

d3p′d3e′

(2π)6
e4

(q2)2
HµνL

µν (11.41)Il fattore 1/4 viene dalla media sugli spin iniziali ed abbiamo posto:
Hµν =

∑

r,s

ūr(p
′)Γµus(p)ūs(p)Γ

νur(p
′) =

= Tr

[
(p/+M)

2M
Γν (p/′ +M)

2M
Γµ

]
=

hµν

4M2
(11.42)

Lµν =
∑

p,q

ūp(e
′)γµuq(e)ūq(e)γ

νup(e
′) =

= Tr

[
e/

2me
γν e/′

2me
γµ

]
=

lµν

4m2
e

(11.43)Qui e nel seguito trasuriamo, nei numeratori, la massa dell' elettrone.Per ottenere la sezione d' urto di�erenziale nelle variabili dell' elettrone �nale, he sonoquello he usualmente si osserva, dobbiamo integrare sul momento del protone �nale utilizzandola funzione delta tridimensionale della onservazione della quantitá di moto, he �ssa:
p′ = e − e′ (11.44)La onservazione dell' energia �ssa inoltre il valore dell' energia dell' elettrone �nale. L'argomento della funzione delta dell' energia nella (11.49) é:

f(Ee′) = Ee′ + Ep′ − Ee −M =

= Ee′ +
√
M2 + E2

p′ − 2Ee′Ee cos θ +E2
e − Ee −M (11.45)on derivata rispetto ad Ee′ pari a:

∂f

∂Ee′
=

MEe

Ee′Ep′
(11.46)Usando la relazione:

δ(f(x)) =
1

|(∂f/∂x)x0
| δ(x− x0); f(x0) = 0 (11.47)e introduendo la ostante di struttura �ne:

α =
e2

4π
(11.48)



150 APPLICAZIONI: QEDtroviamo:
dσ =

α2

16q4

(
Ee′

Ee

)2 X

M2
dΩ (11.49)dove

X = lµνh
µν (11.50)e dΩ l' angolo solido dell' elettrone �nale.Variabili inematihe. Nel sistema di quiete del protone, il proesso é desritto dall' energiadell' elettrone iniziale e dall' angolo di di�usione dell' elettrone �nale, θ. In alternativa possiamousare il momento trasferito,

q2 = (p− p′)2 = (e′ − e)2 (11.51)ovvero l' energia dell' elettrone �nale, Ee′ . Dalla sua de�nizone, troviamo:
q2 = 2EeEe′(1 − cos θ) = 4EeEe′ sin

2 θ

2
(11.52)In genere, si india on W 2 il quadrato della massa del sistema he rinula sull' elettrone �nale.Nel proesso di�usione elastia he stiamo osnsiderando deve essere:

W 2 = M2 = (p+ e− e′)2 = M2 + q2 + 2M(Ee − Ee′)ovvero:
Ee′ = Ee +

q2

2Me quindi, usando la (11.52):
Ee′ =

Ee

1 + 2Ee

M cos θ
(11.53)Trae. Dobbiamo alolare:

hµν = Tr
[
(p/+M)Γν(p/′ +M)Γµ

] (11.54)Se usiamo l' espressione (11.33), risultano, nella traia, �no a sei matrii gamma. In alter-nativa, possiamo usare di nuovo la Gordon deomposition, (9.25), ed esprimere la orrente delprotone ome ombinazione di γµ e di:
Qµ = (p + p′)µ. (11.55)Troviamo:

Γ(p′, p) = A(q2) γµ +B(q2)
Qµ

2M
;

A = F1 + F2; B = −F2. (11.56)



11.2 La formula di Rosenbluth 151Con questa posizione, la traia (11.54) si alola failmente, on il risultato:
hµν = 2

{
QµQν

[
(A+B)2 − q2

4M2
B2

]
− Πµν(q)A2

}

Πµν(q) = qµqν − q2gµν (11.57)La traia dell' elettrone si ottiene dalla (11.57) on le ovvie sostituzioni:
Qµ → Eµ = (e+ e′)µ; M → me ≃ 0;

A → 1, B → 0 (11.58)
lµν = 2 [QµQν − Πµν(q)]In onlusione, troviamo:

X = 4

{[
(QµE

µ)2 + q2Q2
] [

(A+B)2 − q2

4M2
B2

]
+ 2(q2)2 A2

}Dalle equazioni preedenti possiamo alolare espliitamente1:
[
(QµE

µ)2 + q2Q2
]

= 4M2(Ee + Ee′)
2 + q2(4M2 − q2) =

= 16M2Ee(Ee +
q2

2M
) + 4M2q2 = 16M2EeEe′ cos

2 θ

2
;Ponendo in�ne:

2(q2)2 = 8(−q2)EeEe′ sin
2 θ

2troviamo:
X

M2
= 64EeEe′ cos

2 θ

2

{(
F 2

1 − q2

4M2
F 2

2

)
+

−q2
2M2

(F1 + F2)
2 tan2 θ

2

} (11.59)Sostituendo nella (11.49), otteniamo la formula di Rosenbluth:
dσ

dΩ
=

α2 cos2 θ
2

4E2
e sin4 θ

2

(
Ee′

Ee

)
×

×
{(

F 2
1 − q2

4M2
F 2

2

)
+

−q2
2M2

(F1 + F2)
2 tan2 θ

2

} (11.60)La misura della sezione d' urto su protone non polarizzato determina la ombinazione di F1ed F2 he ompare nella formula di Rosenbluth. Per ottenere separatamente F1 ed F2 oorree�ettuare la misura su protoni polarizzati. I fattori di forma del neutrone si ottengono dalladi�usione su deuterio, per sottrazione.La determinazione da parte di R. Hofstadter e ollaboratori, alla �ne degli anni '50, delfattore di forma del protone ha fornito una prova importante della natura non puntiforme, epresumibilmente non elementare, del protone stesso e, piú in generale, delle partielle adronihe.1usando la relazione: (p′e) = (pe′)



152 APPLICAZIONI: QED11.3 Annihilazione e+ e− → µ+ µ−Consideriamo il proesso di annihilazione di una oppia elettrone positrone e reazione diuna oppia muone antimuone
e+ e− → µ+ µ− , (11.61)rappresentato shematiamente dal diagramma di Feynman della Fig. 11.3.

Figura 11.3: Rappresentazione gra�a dell' ampiezza di annihilazione elettrone-positrone in oppie
µ+ µ−. Le free indiano il �usso della aria elettria negativa, quindi sono in direzione opposta aimomenti per e+ e µ+, qµ é il momento assoiato alla linea he rappresenta la propagazione del fotone.La quantitá di moto si onserva nei vertii.Per ottenere la sezione d'urto al seondo ordine nella lagrangiana di interazione, si devealolare l'elemento di matrie

〈f |S(2)|i〉 , (11.62)dove gli stati iniziale e �nale sono |i〉 = |pr, p′r′〉 = a†prb
†
p′r′ |0〉 e |f〉 = |ks, k′s′〉 = a†ksb

†
k′s′ |0〉 e lamatrie S ha la forma

S(2) = −e
2

2
2

∫
d4x

∫
d4y T{: ψ̄e(x)A/(x)ψe(x) : : ψ̄µ(y)A/(y)ψµ(y) :} , (11.63)on il fattore 2 davanti agli integrali per tenere onto del fatto he on lo sambio x ⇋ y siottengono due ontributi identii. Ovviamente gli operatori di ampo ψe e ψµ, he desrivo-no l'elettrone e il muone (e le relative antipartielle), ommutano sia tra loro he ol ampoelettromagnetio. Possiamo quindi risrivere il prodotto ronologio nella forma

T{jλe (x)Aλ(x)jνµ(y)Aν(y)} = jλe (x)jνµ(y)T{Aλ(x)Aν(y)} , (11.64)dove jλe =: ψ̄eγ
λψe : e jνµ =: ψ̄µγ

νψµ : sono le orrenti elettromagnetihe dell'elettrone e delmuone. Poihè nè lo stato iniziale nè quello �nale ontengono fotoni, il ontributo del ampoelettromagnetio all'elemento di matrie di transizione è dato dalla
〈0|T{Aλ(x)Aν(y)}|0〉 = iDλν

F (x− y) , (11.65)



11.3 Annihilazione e+ e− → µ+ µ− 153dove Dλν
F è il propagatore del fotone he, ome abbiamo indiato all' inizio del Capitolo, é datoda:

iDλν
F (x− y) =

∫
d4q

(2π)4
−igλν

q2 + iǫ
. (11.66)Gli altri elementi di matrie da alolare sono

〈0|jλe (x)|pr, p′r′〉 , 〈ks, k′s′|jνµ(y)|0〉 . (11.67)Consideriamo la orrente elettronia (gli indii di spin sono omessi per sempli�are la notazione)
jλe (x) =

∑

q,q′

NqNq′ :
[
a†qūe(q)e

iqx + bqv̄e(q)e
−iqx

]
γλ
[
aq′ue(q

′)e−iq′x + b†q′ve(q
′)eiq′x

]
: , (11.68)on Nq =

√
m/V Eq. L'unio termine he da ontributo non nullo all'elemento di matrie (11.67)è quello ontenente gli operatori di distruzione ap e bp′ ioè

NpNp′ bp′ap v̄e(p
′)γλue(p) e−i(p+p′) . (11.69)Analogamente, l'unio termine he ontribuise all'elemento di matrie della orrente muonia è

NkNk′ a†kb
†
k′ ūµ(k)γνvµ(k′) e+i(k+k′) . (11.70)Otteniamo quindi (ue = ue(p), ū

′
e = ūe(p

′), . . .)
〈f |S(2)|i〉 = −e2 NpNp′NkNk′(v̄′eγ

λue)(ūµγ
νv′µ)

×
∫
d4x

∫
d4y e−i[(p+p′)x−(k+k′)y](−igλν)

∫
d4q

(2π)4
1

q2
. (11.71)Si noti he la presenza del termine iǫ nel denominatore del propagatore fotonio è irrilevan-te, poihè q2 6= 0. E�ettuando le integrazioni e sostituendo le espressioni delle ostanti dinormalizzazione degli spinori si ottiene il risultato

〈f |S(2)|i〉 = (2π)4δ(4)(p+ p′ − k − k′)
m

V
√
EpEp′

M

V
√
EkEk′

Mif , (11.72)dove m e M sono le masse, rispettivamente, dell'elettrone e del muone. L'ampiezza invariante
Mif è de�nita dalla

Mif = ie2 (v̄′eγ
λue)

1

(p + p′)2
(ūµγλv

′
µ) , (11.73)da ui segue he

|Mif |2 =
e4

(p + p′)2
(v̄′eγ

λueūeγ
νv′e)(ūµγλv

′
µv̄

′
µγνuµ) . (11.74)La media sugli spin delle partielle nello stato iniziale e la somma sugli spin delle partielle nellostato �nale si e�ettua usando le relazioni di ompletezza degli spinori di Dira

∑

s

ueūe =
p/+m

2m
,
∑

s′

v′ev̄
′
e =

p/′ −m

2m
(11.75)
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k

uµūµ =
k/+M

2M
,
∑

k′

v′µv̄
′
µ =

k/′ −M

2M
. (11.76)Per esempio, dal termine orrispondnte alla orrente elettronia si ottiene la

∑

s,s′

v̄′eγ
λueūeγ

νv′e =
1

4m2
Tr
[
(p/′ −m)γλ(p/+m)γν

]
, (11.77)he, sostituita insieme all'espressione analoga per la orrente muonia nella (11.74) da il risultato

|Mif |2 =
1

4

∑

s,s′

∑

k,k′

|Mif |2 =
e4

4

1

(p + p′)4

× 1

4m2
Tr
[
(p/′ −m)γλ(p/+m)γν

] 1

4M2
Tr
[
(k/ +m)γλ(k/′ −m)γν

]
. (11.78)Usando le regole per il alolo delle trae di prodotti della matrii γ troviamo

Tr
[
(p/′ −m)γλ(p/+m)γν

]
= Tr(p/′γλp/γν) −m2Tr(γλγν)

= p′
ρ
pσTr(γργλγσγν) − 4m2gλν

= 4
{
p′

λ
pν + p′

ν
pλ − gλν

[
(pp′) +m2

]} (11.79)e, analogamente
Tr
[
(k/ +M)γλ(k/′ −M)γν

]
= 4

{
kλk

′
ν + kνk

′
λ − gλν

[
(kk′) +M2

]}
. (11.80)D' ora in avanti porremo a zero la massa dell'elettone (m ∼ 0.5 MeV) he é trasurabile rispettoalla massa del muone (M ∼ 105 MeV) ed ai 4-impulsi delle partielle he parteipano al proesso.In questa approssimazione, si ottiene

Tr
[
(p/′ −m)γλ(p/+m)γν

]
Tr
[
(k/+M)γλ(k/′ −M)γν

]

= 32
[
(pk′)(p′k) + (pk)(p′k′) + (pp′)M2

]
, (11.81)da ui segue

|Mif |2 =
e4

(p+ p′)4
1

4m2

1

4M2
8
[
(pk′)(p′k) + (pk)(p′k′) + (pp′)M2

]
. (11.82)Il alolo espliito di |Mif |2 si e�ettua failmente nel sistema di riferimento del entro dimassa, de�nito dalla ondizione p+p′ = 0. Segliendo l'asse z nella direzione di p e trasurandosempre la massa dell'elettrone possiamo srivere

p ≡ (E, 0, 0, E) , p′ ≡ (E, 0, 0,−E) (11.83)
k ≡ (E, 0, |k| sin θ, |k| cos θ) , k′ = (E, 0,−|k| sin θ,−|k| cos θ) , (11.84)



11.3 Annihilazione e+ e− → µ+ µ− 155dove θ è l'angolo ompreso tra gli impulsi dell'elettrone e del muone e |k| =
√
E′2 −M2. Dallede�nizioni segue he

(pk′) = (p′k) = E2

(
1 +

|k|
E

cos θ

) (11.85)
(pk) = (p′k′) = E2

(
1 − |k|

E
cos θ

) (11.86)
(p+ p′)2 = 2(pp′) = 4E2 . (11.87)Sostituendo nella (11.82) si ottiene l'espressione

|Mif |2 =
1

4m2

1

4M2
e4
[(

1 +
M2

E2

)
+

(
1 − M2

E2
cos2 θ

)]
, (11.88)he implia (si onfronti on la (11.72)

|〈f |S(2)|i〉|2 =
TV

V 4
(2π)4δ(4)(p+ p′ − k − k′)

× e4

16E4

[(
1 +

M2

E2

)
+

(
1 − M2

E2
cos2 θ

)]
. (11.89)Per alolare la sezione d'urto, la probabilità di transizione per unità di tempo, wif = |〈f |S(2)|i〉|2/T ,deve essere moltipliata per la densità degli stati aessibili alle partielle prodotte nello stato�nale e divisa per il �usso, he nel nostro sistema di riferimento vale

|v − v′|
V

= 2
|v|
V

=
2

V

p

E
=

2

V
. (11.90)Il risultato è

dσ =
V

2

V

V 4
(2π)4δ(4)(p+ p′ − k − k′)

e4

16E4

[
. . . . . .

] V

(2π)3
d3k

V

(2π)3
d3k′ . (11.91)L'integrazione su k si può e�ettuare grazie alla funzione δ(3)(p + p′ − k − k′), mentre perintegrare su k′ si usa la relazione

d3k′ = dΩk′ |k′|2d|k′| = dΩk′ |k′|E′dE′ (11.92)he, sostituita nella (11.91) da il risultato
dσ =

1

2

1

(2π)2
δ(2E − 2E′)

e4

16E4

[
. . . . . .

]
dΩk′ |k′|E′dE′ (11.93)ioè (α = e2/4π2)

dσ

dΩk′

=
α2

16E2

|k|
E

[
. . . . . .

]
, (11.94)ovvero

dσ

dΩk′

=
α2

4E2
cm

(
1 − M2

E2

)1/2 [(
1 +

M2

E2

)
+

(
1 − M2

E2

)
cos2 θ

]
, (11.95)



156 APPLICAZIONI: QEDdove l'energia totale nel sistema del entro di massa è Ecm = 2E. Finalmente, e�ettuandol'integrazione angolare si ottiene la sezione d'urto totale
σ = 2π

∫ 1

−1

dσ

dΩk′

d cos θ = 2π
α2

4E2
cm

(
1 − M2

E2

)1/2
8

3

(
1 +

1

2

M2

E2

)
. (11.96)Ovviamente, la (11.96) ha senso solo per

1 − M2

E2
> 0 , (11.97)ioè se è soddisfatta la ondizione di soglia per la produzione di una oppia µ+µ− E2 > M2,ovvero E2

cm > 4M2. Nel limite E → ∞

σ → 4

3
π
α2

E2
cm

. (11.98)L' andamento on l' energia della (11.98) era failmente prevedibile, poihè la sezione d'urtoha le dimensioni di un'area, ioè, nel sistema di unità naturali ~ = c = 1, dell'inverso del quadratodi un' energia. Nel limite E → ∞ l' unia sala di energia disponibile è E, essendo tutte le massetrasurabili. Al seond' ordine nella lagrangiana di interazione, deve quindi essere
σ ∝ α2

E2
cm

, (11.99)in aordo on la (11.98)



Capitolo 12APPLICAZIONI: INTERAZIONIDEBOLI
12.1 Il deadimento del neutroneIl alolo della vita media del neutrone nella teoria di Fermi ostituise la piú semplieappliazione del formalismo �n qui esposto. Come abbiamo visto, nella teoria di Fermi il proessodi deadimento β del neutrone si srive:

n→ p+ e− + ν̄ (12.1)La lagrangiana di interazione he desrive il proesso (12.1) é la (9.40) he riportiamo peromoditá:
LF =

GF√
2

[
ψ̄pγ

µ(1 +
gA

gV
γ5)ψn

] [
ψ̄eγµ(1 − γ5)ψν

]
=
GF√

2
HµLµTutte le partielle sono rappresentate da ampi di Dira, GF é la ostante di Fermi.La lagrangiana é il prodotto di due operatori: la orrente nuleare Hµ, he indue la transi-zione tra partielle pesanti: n → p, e la orrente leptonia Lµ, he rea la oppia di leptoni dalvuoto. Assumendo la validitá della (12.2) aloliamo la vita media del neutrone e l' asimmetriadell' elettrone rispetto allo spin del neutrone. Confrontando on i valori sperimentali possiamodeterminare le due ostanti he ompaiono nella (12.2).Al primo ordine della teoria delle perturbazioni:

〈p, e, ν̄|S|n〉 =
iGF√

2
〈p, e, ν̄|

∫
d4xHµ(x)Lµ(x)|n〉 =

= (2π)4δ(4)(Pf − Pi)
iGF√

2
〈p|Hµ(0)|n〉〈e, ν̄ |Lµ(0)|0〉L' elemento di matrie nuleare si puó alolare nel limite in ui il protone é non-relativistio,data la piola di�erenza di massa n-p, onfrontata on la massa del protone. In questo limite,sopravvivono solo le orrenti he orrispondono a matrii di Dira diagonali, e ioé:

γ0, γiγ5



158 APPLICAZIONI: INTERAZIONI DEBOLII orrispondenti elementi di matrie si indiano ol nome di transizione di Fermi e di Gamow-Teller, rispettivamente. Troviamo:
〈p|ψ̄pγ

0ψn|n〉 = 〈p|ψ̄(−)
p γ0ψ(+)

n |n〉 = χ†
pχn = h0 (Fermi)

〈p|ψ̄pγ
iγ5ψn|n〉 = 〈p|ψ̄(−)

p γiγ5ψ
(+)
n |n〉 = χ†

pσ
iχn = hi (Gamow − Teller)dove χp e χn sono spinori bidimensionali. Per i leptoni, non si puó usare aluna approssimazione:

〈e, ν̄|ψ̄eγ
µ(1 − γ5)ψν |0〉 = 〈e, ν̄|ψ̄(−)

e γµ(1 − γ5)ψ
(−)
ν |0〉 =

=

√
memν

EeEν
ūe(pe)γ

µ(1 − γ5)vν(pν) =

√
memν

EeEν
lµIl modulo quadro dell' elemento di matrie di Feynman é:

|M |2 =
G2

F

2
[hµ(hν)∗][lµl

∗
ν ] (12.2)La parte nuleare. Nella somma sullo spin del protone nella parte nuleare di |M |2 si utilizzail proiettore sui due stati di spin:

∑

spin p

(χp)a(χ
†
p)b = δab; (a, b = 1, 2) (12.3)Quindi, assumendo il neutrone in un dato stato di spin:

∑

spin p

hµ(hν)∗ = Tr
[
aµ(χnχ

†
n)aν

]
;

aµ = (1,
gA

gV
· σ) (12.4)Polarizzazione del neutrone. Lo stato di un neutrone on polarizzazione P si desriveusando una matrie densitá in luogo del proiettore sugli stati di spin nella (12.3). Se A e B sono,rispettivamente, le probabilitá di trovare il neutrone in spin su o giú lungo l' asse 3 la matriedensitá é data da:

ρab = (χn)aA(χ†
n)b + (χn)aB(χ†

n)b =

(
1 + σ3

2

)
A+

(
1 − σ3

2

)
B =

1 + Pσ3

2
(12.5)dove abbiamo usato A+B = 1 e la polarizzazione del neutrone lungo l' asse 3 é:

P = 〈σ3〉 = Tr(ρσ3) = A−BPer un neutrone non polarizzato, P = 0 e l' inserzione di ρ nella (12.4) dá sempliemente lamedia sugli spati di spin iniziali. In ogni aso, troviamo:
∑

spin p

hµ(hν)∗ = Tr [aµρaν ] = Hµν

(Hµν)∗ = Hνµ



12.1 Il deadimento del neutrone 159Espliitamente:
H00 = 1; H i0 = H0i =

gA

gV
Pδi3;

H ij =

(
gA

gV

)2 (
δij − iP ǫij3

)Parte leptonia. Nella parte leptonia, sommiamo su tutti gli spin, usualmente non osservati,usando le formule (6.70) e (6.71) per i proiettori sulle soluzioni ad energia positiva (elettrone) enegativa (antineutrino). Otteniamo:
∑

spin e,ν

(lµl
∗
ν) =

∑

spin e,ν

[ūe(pe)γµ(1 − γ5)vν(pν)]
[
vν(pν)

†(1 − γ5)γν
†γ0ue(pe)

]
=

=
∑

spin e,ν

[ūe(pe)γµ(1 − γ5)vν(pν)] [v̄ν(pν)γν(1 − γ5)ue(pe)]poihé dalle (6.17) segue:
γ0(1 − γ5)γν

†γ0 = γν(1 − γ5)e quindi:
∑

spin e,ν

(lµl
∗
ν) =

1

4memν
Tr [(p/e +me)γµ(1 − γ5)(p/ν −mν)γν(1 − γ5)] =

≃ 2
1

4memν
Tr [p/eγµp/νγν(1 − γ5)]

= 8
1

4memν

[
(pe)µ(pν)ν + (pe)ν(pν)µ − gµν(pe · pν) + iǫαβµν(pe)

α(pν)
β
]

=

= 8
1

4memν
Lµν (12.6)Abbiamo utilizzato i risultati nella Sez. 6.4 e le relazioni:

(1 − γ5)(1 + γ5) = 0; (1 − γ5)(1 − γ5) = 2(1 − γ5)he impliano, tra l' altro, he i termini proporzionali alle masse nel numeratore danno unontributo nullo. In omponenti:
L00 = EeEν + (pe · pν); L0i = −

[
Ee(pν)

i + (pe)
iEν

]
+ iǫijk(pe)

j(pν)
k;

Lij =
[
(pe)

i(pν)
j + (pe)

j(pν)i + δij(pepν)
]
+ iǫijk

[
Ee(pν)

k − (pe)
kEν

]Spazio delle fasi. Confrontando on la (10.51), otteniamo:
dΓ =

G2
F

(2π)5
δ(4)(Pf − Pi)

d3ped
3pν

4EeEν
d3pp · [4HµνLµν ]



160 APPLICAZIONI: INTERAZIONI DEBOLIPossiamo integrare il momento del protone usando la funzione delta tridimensionale. Inoltre,la onservazione dell' energia, nel limite non-relatistio per il protone si srive:
mn −mp −

[
(pe + pν)

2

2mp
+ Ee + Eν

]
= 0L' energia inetia del protone é trasurabile per ui troviamo:

Ee +Eν = ∆m = mn −mp (12.7)Il risultato (12.7) spiega lo spettro ontinuo dei raggi β: l' energia liberata nella transizione é�ssata, ome nelle transizioni atomihe o nuleari on emissione di un fotone, ma questa energiaé divisa in modo probabilistio tra l' elettrone e il neutrino, he non si osserva.La (12.7) ha ome onseguenza pratia he possiamo integrare liberamente sulla direzione delmomento del neutrino, on la sua energia �ssata Eν = ∆m− Ee. Complessivamente, possiamosostituire:
δ(4)(Pf − Pi)

d3ped
3pν

4EeEν
d3pp(. . . ) →

→ π

2
pνpedEedcosθen

∫
dΩν(. . .)Dalle (12.2) e (12.6) si vede he |M |2 dipende linearmente da (pν)

µ. Possiamo quindi omettereda Lµν i termini proporzionali a pν he si integrano a zero sull' angolo solido.Vita media e asimmetrie di spin. Ponendo tutto insieme, troviamo:
dΓ =

G2
F

4π3
(1 + 3λ2) [1 +Aen(Pvecosθen)] pνEνpeEedEedcosθen (12.8)

Aen = −2
λ(1 + λ)

(1 + 3λ2)
(12.9)dove θen é l' angolo tra il momento dell' elettrone e la polarizzazione del neutrone. Abbiamoposto:

λ =
gA

gVed inoltre:
pe =

√
E2

e −m2
e; ve =

pe

Ee

Eν = ∆m− Ee; pν =
√
E2

ν −m2
ν ;Posiamo anhe esprimere dΓ in funzione dell' energia dell' elettrone e dell' angolo tra ilneutrino e la polarizzazione del neutrone, il momento del neutrino si riostruise misurando,oltre a quello dell' elettrone, il momento del protone: pν = −pe − pp. Si vede failmente he i



12.1 Il deadimento del neutrone 161termini in Pλ sono simmetrii per lo sambio e → ν mentre i termini in Pλ2 ambiano segno.Quindi, on vν = 1, otteniamo:
dΓ =

G2
F

4π3
(1 + 3λ2) [1 +Aνn(Pcosθνn)] pνEνpeEedEedcosθνn (12.10)

Aνn = −2
λ(1 − λ)

(1 + 3λ2)
(12.11)Dalla misura di Aen e Aνn possiamo determinare λ e quindi ottenere GF dal onfronte delvalore sperimentale della vita media on l' espressione derivata dalla (12.8) o dalla (12.10):

Γ =
1

τ
=
G2

F ∆m5

60π3

[
1 + 3

(
gA

gV

)2
]
· I( me

∆m
);

I(x) = 30

∫ 1

x
dt t(1 − t)2

√
t2 − x2 ≃ 0.473. (12.12)L' integrale, I, é normalizzato in modo da dare 1 nel limite me = 0 ed abbiamo nuovamentetrasurato la massa del neutrino. Il valore numerio é ottenuto on i valori delle masse nelleTab. 12.2 e 12.1. Tabella 12.1: Osservabili nel deadimento del neutrone

∆m (MeV) vita media (s) Aen Aνn gA/gV1.293 885.7 ±0.8 -0.1173 ±0.0013 0.983 ±0.004 -1.2695 ±0.0029Analisi numeria Considerando λ e λ2 ome grandezze indipendenti, dalle (12.9) e (12.11)e dai valori nella Tab. 12.1, troviamo il valore di gA/gV :
∆ = Aen −Aνn ≃ −1.10; Σ = Aen +Aνn ≃ 0.866;

λ2 =
−∆

4 + 3∆
≃ 1.57

λ =
−Σ

4 + 3∆
≃ −1.24 =

gA

gV
(12.13)on la relazione di onsistenza he sia e�ettivamente:

[ −Σ

4 + 3∆

]2

=
−∆

4 + 3∆ovvero:
1.53 ≃ 1.57 (12.14)Un altro modo di esprimere la relazione di onsistenza é di dire he il punto sperimentale nel
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Figura 12.1: ellissepiano (Aen, Aνn) deve stare sull' ellisse di equazione :
Σ2 + 3(∆ +

2

3
)2 =

4

9La Fig. 12.1 mostra he questo é vero on ottima approssimazione.In onlusione, da questa semplie analisi troviamo per gA/gV il valore in (12.13), moltoprossimo al valore adottato nel Partile Data Group [12℄ e riportato nella Tab. 12.1. Sostituendoquest' ultimo valore nella (12.12), troviamo il valore della ostante di Fermi:
GF = 1.18 · 10−5 GeV−2 (12.15)Commento. L' esistenza di una orrelazione tra lo spin del neutrone e la direzione di volo dell'elettrone mostra he le Interazioni Deboli violano la simmetria sotto ri�essioni spaziali. Infatti,sotto questa operazione il momento dell' elettrone (vettore polare) ambia segno mentre lo spindel neutrone (vettore assiale) non ambia. Se lo stato �nale fosse un autostato della paritá, omeavviene se P ommuta on l' Hamiltoniana, dovrebbe essere: 〈ve · σn〉 = 0, e quindi in valormedio di cosθen uguale a zero.L' esistenza di una violazione di paritá nelle Interazioni Deboli, e quindi nei deadimenti β éstata ipotizzata da T. D. Lee e C. N. Yang nel 19XX (per risolvere il osiddetto θ − τ puzzle, ildeadimento simultaneo dei mesoni K in 2 e 3 mesoni π). La prima osservazione sperimentaledell' asimmetria di spin é nei deadimenti β dei nulei é dovuta a XX Wu, nel 19XX.Limiti sulla massa del neutrino. La distribuzione in energia dell' elettrone é potenzial-mente sensibile alla massa del neutrino nella zona delle energie piú elevate, lo end point dellospettro. Per questo, nella Eq. (12.8) abbiamo mantenuto la massa del neutrino diversa da zero.Dopo integrazione sull' angolo, sriviamo lo spettro ome:

dΓe

dEe
= f(Ee) = C · pνEνEepe ≃ C ′pνEνon C e C ′ ostanti. Nella zona in ui Ee ≃ ∆m, possiamo ritenere solo i termini del neutrino,he variano rapidamente, e approssimare gli altri on il loro valore all' end-point Ee ≃ pe ≃ ∆m.
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Figura 12.2: Andamento alolato di g(Ee) nel deadimento del Tritio, viino all' endpoint;la urva superiore orrisponde ad una massa del neutrino uguale a zero, la urva inferiore a
m = 10 eV.É onveniente onsiderare la radie quadrata dello spettro:

g(Ee) =
√
f(Ee) =

√[
(Ee − ∆m)

√
(Ee − ∆m)2 −m2

ν

] (12.16)Per massa del neutrino esattamente uguale a zero, g(Ee) si annulla linearmente all' end point,mentre se mν 6= 0 la urva si annulla on derivata in�nita. L' e�etto permette una stima dellamassa del neutrino, o quanto meno un limite superiore, tanto piú sensibile quanto minore é valoredell' end point, he nel aso del neutrone é pari a ∆m ≃ 1.29 MeV. Un nulide partiolarmentefavolrevole é il Tritio, he deade seondo lo shema:
3H → 3He+ e− + ν̄on un ∆m pari a 18.6 keV.Le urve he rappresentano lo spettro dell' elettrone, orrispondenti a mν = 0 e mν = 10 eVsono riportate in Fig. 12.1. Al momento, non é stato osservato alun e�etto nell' endpoint delTritio he indihi positivamente l' esistenza di una massa del neutrino nel deadimento β, masolo un limite superiore [12℄:

mνe ≤ 3eV.12.2 Il Deadimento del muoneLa partiella µ deade on un proesso analogo al deadimento beta del neutrone:
µ−(p) → νµ(p′) + e−(q) + ν̄e(q

′) (12.17)Abbiamo introdotto due tipi neutrini di�erenti, assoiati ai due leptoni arihi, in linea on l'evidenza sperimentale e teoria aumulata dagli anni 1960 in poi.



164 APPLICAZIONI: INTERAZIONI DEBOLIIl deadimento del muone si puó desrivere on una lagrangiana del tipo di Fermi. In vista del-la forte analogia tra eletttrone e muone indiata dalle interazione elettromagnetihe, assumiamouna lagrangiana in ui la struttura V −A della oppia νe − e é estesa alla oppia νµ − µ:
Lµ−dec. =

G(µ)

√
2

[
ψ̄νµγ

λ(1 − γ5)ψµ

] [
ψ̄eγλ(1 − γ5)ψνe

]
+ hermitiano coniugato (12.18)dove G(µ) é una nuova ostante di aoppiamento analoga alla ostante di Fermi introdotta peril neutrone. Nel sistema di quiete del muone, l' elemento di matrie S per il deadimento é:

〈νµ, e, ν̄e|S|µ〉 =

= (2π)4δ(4)(p− p′ − q − q′)

√
memνµmνe

E(p′)E(q)E(q′)V 4
M (i→ f)dove abbiamo introdotto l' ampiezza invariante di Feynman, M (i → f). La probabilitá dideadimento si alola a partire da:

<
∑

spin fin

|M (i→ f)|2 >=
(G(µ))2[8MµνLµν ]

8memνµmνe

< .. > india la media sullo spin del muone. Il tensore Lµν é lo stesso introdotto nella (12.6),mentre, per uno stato on spin de�nito:
Mµν = Tr

[
(χχ†)γνp/′γµ(1 − γ5)

]In genere, dobbiamo rimpiazzare il prodotto di spinori on una matrie densitá, analogmente aquanto fatto per il neutrone:
< (χ)α(χ†)β >→

(
ρ(P ) 0

0 0

) (12.19)
ρ(P ) =

1 + Pσ3

2dove P é la polarizzazione del muone lungo l' asse 3. Per alolareMµν possiamo usare l' identitá(6.133):
Mµν = p′

µ
Sν + p′

ν
Sµ − gµνp′αS

α − iǫναµρp′αS
ρ;

Sµ = Tr [ργµ(1 − γ5)]Moltipliando per Lµν troviamo:
MµνLµν = 4(qp′)Sαq′α (12.20)dove gli impulsi sono attribuiti ome nella (12.17). Di qui:

dΓ =
(G(µ))2

(2π)5
· 32 · qρSσ

d3q

2Ee

[
δ(4)(p − q − p′ − q′)

d3p′d3q

4EνeEνµ

(
p′

ρ
q′

σ)
]



12.2 Il Deadimento del muone 165Se non osserviamo i neutrini, dobbiamo integrare la quantitá tra parentesi. La misura di inte-grazione essendo invariante, il risultato é un tensore negli indii ρ, σ ostruito on gρσ e on ilvettore Q = p− q, l' unia variabile he rimane dopo l' integrazione. Poniamo quindi:
〈p′ρq′σ〉 =

∫
δ(4)(p − q − p′ − q′)

d3p′d3q

4EνeEνµ

p′
ρ
q′

σ
=

= A(Q2)gρσ +B(Q2)QρQσper determinare A e B, notiamo le relazioni (p′2 = q′2 = 0):
gρσ · 〈p′ρq′σ〉 = 〈1

2
(p′ + q′)2〉 =

Q2

2
· I;

QρQσ · 〈p′ρq′σ〉 =
1

4
(Q2)2 · I

I = 〈1〉 =

∫
δ(4)(p− q − p′ − q′)

d3p′d3q

4EνeEνµTroviamo osí due equazioni per A e B, he i danno:
〈p′ρq′σ〉 =

1

6
I

(
1

2
gρσQ2 +QρQσ

)Un faile alolo, inoltre, fornise1:
I =

π

2e quindi, in onlusione, trasurando ome sempre termini di ordine m2
e, troviamo:

dΓ

dEedcosθe
=
G(µ)2

24π3
m2

µE
2
e

{
(3 − 4Ee

mµ
) + (1 − 4Ee

mµ
)
Tr [ρq/(1 − γ5)]

Ee

}La traia si alola failmente, in quanto:
q/(1 − γ5) =

(
Ee + pe · σ . . .

. . . . . .

)da ui:
Tr [ρq/(1 − γ5)] = Ee(1 + vePcosθe)Normalizziamo l' energia dell' elettrone all' energia massima he puó evere nel deadimento,

Emax. = mµ/2, ponendo:
x =

Ee

Emax.
=

2x

mµe troviamo, in�ne:
dΓ

dxdcosθe
=
G(µ)2m5

µ

192π3
[3 − 2x+ (1 − 2x)ve ·P] (12.21)1nel sistema di quiete di Qµ la funzione delta tridimensionale elimina l' integrazione su p′, quindi:

I =
∫
d3q′/(4E′2)δ(2E′ −Q0) = (4π)/(2 · 4) = π/2.



166 APPLICAZIONI: INTERAZIONI DEBOLIIntegrando sulle variabili residue, troviamo dalla (12.21) la veloitá di deadimento totale:
Γ =

1

τ
=
G(µ)2m5

µ

192π3
(12.22)Sia lo spettro dell' elettrone he l'asimmetria di spin sono in perfetto aordo on i dati spe-rimentali. Confrontando la (12.22) on il valore osservato della vita media, Tab. 12.2, troviamo,inoltre:

G(µ) = 1.16 · 10−5 GeV 2 (12.23)Limiti inematii. Tenendo onto della onservazione della quantitá di moto, la onserva-zione dell' energia nel deadimento si srive:
mµ = Ee + Eνµ + |pe + pνµ | = Ee + Eνµ +

√
p2

e + p2
νµ

+ 2pepνµcosθeνµI limiti inematii del deadimento nel piano Ee −Eνµ sono dati dalla ondizione cosθeνµ = ±1.Sempli�ando al aso partielle di massa nulla, troviamo:
mµ = Ee + Eνµ + |Ee ± Eνµ |Con il segno positivo abbiamo:

Ee + Eνµ =
mµ

2
, quindi :

Ee = x
mµ

2
(0 ≤ x ≤ 1); Eνµ = (1 − x)

mµ

2
; Eν̄e =

mµ

2
(12.24)Con il segno negativo, abbiamo due soluzioni:

Ee =
mµ

2
, quindi :

Eνµ = y
mµ

2
(0 ≤ y ≤ 1); Eν̄e = (1 − y)

mµ

2
(12.25)ovvero:

Eνµ =
mµ

2
, quindi :

Ee = x
mµ

2
(0 ≤ x ≤ 1); Eν̄e = (1 − x)

mµ

2
(12.26)In onlusione, le on�gurazioni limite sono le tre on�gurazione ollineari, in ui una par-tiella assume l' energia massima, mµ/2, e le altre si dividono l' altra metá (vedi ad es. laFig. 12.2).
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Figura 12.3:Con�gurazioni proibite nel deadimento. I risultati nelle (12.20) e (12.21) mostranohe, se poniamo me = 0, la probabilitá di deadimento si annulla per erte on�gurazioni dellepartielle �nali. Questo deriva dalla struttura V − A della lagrangiana, per ui e− e νµ sonoprodotti on eliitá negativa e l' antinuetrino, ν̄e, on eliitá positiva.Seondo la (12.20), la veloitá di deadimento é proporzionale alla massa invariante eνµ:
(pepνµ) ≃ 1

2
(pe + pνµ)2 =

1

2
M2

eνµhe si annulla nella on�gurazione ollineare, Fig. 12.2. In questa on�gurazione, gli spin di e−,
νµ e ν̄e sono tutti paralleli e onordi, quindi questo stato ha proiezione −3/2 lungo la direzionedi volo dell' elettrone. Poihé lo stato iniziale puó solo avere proiezione ±1/2, la probabilitá dellaon�gurazione si annulla per la onservazione del momento angolare.Seondo la (12.21), la probabilitá si annulla per, x = 1, P = 1, cosθe = 1, ioé quando l'elettrone va nella direzione dello spin del muone on l' energia massima, Fig. 12.1. In questasituazione, νµ e ν̄e sono anhe ollineari, nella direzione opposta, hanno eliitá opposte e quindiomponente dello spin totale nulla. Lo stato �nale ha S3 = (se)3 = −1/2 mentre lo stato inizialeha S3 = (sµ)3 = +1/2.12.3 Universalitá, teoria Corrente x CorrenteLe ostanti di Fermi(12.15) e (12.23) sono sorprendentemente simili. Questo fatto sug-gerise he nella Lagrangiana dei deadimenti beta ompaia una orrente debole omplessiva,



168 APPLICAZIONI: INTERAZIONI DEBOLIanalogamente a quanto avviene per le interazioni elettromagnetihe:
LW =

G√
2

(
Jλ

N + Jλ
µ

)
(J†

e )λ;

Jλ
N = gV ψ̄pγλ(1 − gA

gV
γ5)ψn + ψ̄νµγλ(1 − γ5)ψµ;

(J†
e )λ = ψ̄eγλ(1 − γ5)ψνedove abbiamo posto G(µ) = G e gV ≃ 1 rappresenta un' eventuale fattore di sala tra la ostantedi Fermi dei deadimenti beta nuleari rispetto a quella del muone.Se vogliamo mantenere anhe l' universalitá tra elettrone e muone dobbiamo fare un al-tro passo e inludere i ontributi delle due partielle nella stessa orrente. Arriviamo osí all'espressione orrente x orrente:

LW =
G√
2
Jλ

W (J†
W )λ;

Jλ
W = Jλ

N + Jλ
e + Jλ

µ . (12.27)L' analogia on le interazioni elettromagnetihe é adesso molto piú profonda (vedi ad es. l'espressione della orrente elettromagnetia totale he ompare nella (9.17)). Ci aspettiamo inoltrehe, aggiungendo appropriati termini alla orrente nuleare si possano desrivere le interazionideboli di tutte le partielle adronihe.La lagrangiana orrente x orrente desrive nuovi proessi, rispetto a quelli onsiderati �nora,in partiolare:
• un' interazione debole tra nuleoni, he introdue nelle forze nuleari una omponente heviola la paritá. Visto il valore di G i aspettiamo un e�etto piolo. Gli autostati dell'Hamiltoniana nuleare ompleta possono essere una sovrapposizioni di stati on paritáopposta. La onseguenza é un' asimmetria di polarizzazione nel deadimento gamma diquesti stati. Questo tipo di e�etto é stato realmente osservato on il giusto ordine digrandezza (asimmetrie ≃ 10−5);
• le interazioni dei neutrini muonii on la materia nuleare, identihe a quelle dei neutrinielettronii a meno di e�etti inematii ollegati alla di�erenza tra la massa dell' elettronee del muone, he dá peraltro e�etti trasurabili ad alta energia;Le reazioni prodotte da iasun tipo di neutrino produono il orrispondente leptone:

νe +Nucleo→ e+ . . . ;→/µ+ . . . ; (12.28)
νµ +Nucleo→ µ+ . . . ;→/e+ . . . . (12.29)Le regole di selezione seguono dall' invarianza della lagrangiana (12.27) per trasformazionidi fase globali e�ettuate separatamente sui ampi νe, e e su νµ, µ. La simmetria implia laonservazione di due tipi di arihe leptonihe: il numero elettronio e il numero muonio:

Ne = N(e−) +N(νe) −N(e+) −N(ν̄e) (12.30)
Nµ = N(µ−) +N(νµ) −N(µ+) −N(ν̄µ) (12.31)



12.3 Universalitá, teoria Corrente x Corrente 169Tabella 12.2: Proprietá dei leptoni arihi determinate dalle Interazioni Deboli, dal Parti-le Data Group [12℄. I numeri tra parentesi indiano l' errore sulle ultime ifre di iasunagrandezza. Nelle ultime due olonne B(l) india la frazione dei deadimenti leptonii, onemissione di una oppia l−ν̄l, l=e, µ.m (MeV) vita media B(e)(%) B(µ)(%)
e 0.510998902(21) > 4.6·1026anni 0 0
µ 105.658357(5) 2.19703(4)·10−6 s 100 0
τ 1776.99(28) 2.906(11)·10−13 s 17.84(6) 17.37(6)L' osservazione della regola di selezione (12.29) all' inizio degli anni '60 ha permesso distabilire l' esistenza di un neutrino muonio: νµ 6= νe.La teoria orrente x orrente trova una onferma spettaolare nei deadimenti del leptone τ .Se aggiungiamo alla orrente debole (12.27) il termine he orrisponde alla transizione τ → ντ, on la stessa struttura V − A degli altri, onludiamo he questa partiella deve mostrare tretipi di deadimenti2:

τ− →





ντ + e+ νe

ντ + µ+ νµ

ντ + adroniLa previsione teoria della probabilitá del modo di deadimento semiadronio rihiede ele-menti della Teoria Standard he saranno sviluppati nella III Parte. Per quanto riguarda i primidue deadimenti, invee, possiamo usare la formula (12.22) on la sostituzione mµ → mτ , nellimite in ui trasuriamo del tutto la massa del muone o dell' elettrone. Otteniamo quindi lapredizione:
Γ(τ → ντ + l− + νl) =

G ·m5
τ

192π3
=

= (
mτ

mµ
)5Γµ, (l = e, µ) (12.32)ovvero:

B(e) = B(µ);

τ(τ) =
1

Γτ
=

B(l)

Γ(τ → ντ + l− + νl)
= B(l)(

mµ

mτ
)5τ(µ) = 2.86 · 10−13in ottimo aordo on i valori dei rapporti di deadimento leptonii, B(e), B(µ) e della vita mediadati in Tab. 12.2.Alternativamente, dai valori sperimentali della vita media del τ e della frazione di de-adimento leptonio possiamo derivare un nuovo valore della ostante di Fermi. Troviamoosí:

G(τ) = 1.15 · 10−5 GeV2 (12.33)in ottimo aordo on il valore determinato dalla vita media del muone, (12.23).2per il deadimento del τ+ dobbiamo sambiare partielle on antipartielle e vieversa.



170 APPLICAZIONI: INTERAZIONI DEBOLIUniversalitá: ulteriori sviluppi. La situazione he abbiamo mostrato, per quanto ri-guarda i deadimenti del neutrone e del muone, é quella pre�gurata nel lassio lavoro di R.Feynman e M. Gell-Mann [13℄ in ui si proponevano la forma V − A dell' interazione di Fermie l' universalitá della orrente vettoriale. Per una misura di preisione della ostante di Fer-mi, tuttavia, oorre tenere onto delle orrezioni elettromagnetihe alle vite medie. Un alolopreiso di queste orrezioni mostra he, in realtá, GF é leggermente inferiore a G(µ) (di ira il3%). Il valore piú preiso di GF si ottiene dalle transizioni beta tra nulei di spin isotopio 1 espin-paritá JP = 0+, le osiddette transizioni di Fermi super-permesse (superallowed). I risultatipiú reenti [14℄ danno:
GF

G(µ)
= 0.9739 ± 0.0005 (12.34)Anora piú ritia é la situazione nei deadimenti beta delle partielle strane in ui la ostantedi Fermi orrispondente risulta pari a 1/5 della ostante di Fermi GF .La rionilizione di questi fatti on l' universalitá delle Interazioni Deboli é dovuta ad N.Cabibbo [15℄.Lo studio della struttura della orrente debole adronia é stato di importanza ruiale peromprendere la natura e le proprietá dei ostituenti degli adroni. L' estensione della teoria diFeynman-Gell-Mann-Cabibbo alle partielle on harm é dovuta a S. Glashow, J. Iliopoulos e L.Maiani [16℄, la suessiva estensione alle partielle formate da quark b e t a M. Kobayashi e T.Maskawa [17℄.12.4 Verso una teoria fondamentale.Sin dall' artiolo di Fermi si é sospettato he l' interazione a quattro fermioni rappresentatadalla (9.39) e dalle sue suessive modi�azioni fosse solo l' approssimazione di bassa energia diuna interazione piú fondamentale, in ui l' interazione fosse trasmessa da una partiella inter-media, ome avviene per le interazioni elettromagnetihe on il fotone. Questa partielle deveessere un bosone, ed ha preso il nome di Bosone Intermedio. Se questo avviene, si puó ipotizzareun legame anora piú stretto tra interazioni elettromagnetihe e deboli, on una simmetria heollega la orrente elettromagnetia alla orrente debole e, allo stesso tempo, il bosone intermedioal fotone.Il suesso della teoria V −A implia he l' eventuale bosone intermedio deve essere desrittoda un ampo vettoriale. Si parla in questo aso di Bosone Vettore Intermedio (Intermediate VetorBoson). Le prime teorie uni�ate delle interazioni deboli ed elettromagnetihe sono dovute a S.Shwinger [18℄ e, suessivamente alla teoria V −A, a S. L. Glashow [19℄.Per vedere ome funziona l' idea, supponiamo di aggiungere alla lagrangiana della materiaordinaria (leptoni, nuleoni et.) la lagrangiana del bosone intermedio:

LIV B = L
(0)
IV B + Lint;

L
(0)
IV B = −1

2
W µνW †

µν −M2Wµ(W µ)†; W µν = ∂νW µ − ∂µW ν ;

Lint = g
(
WµJ

µ
W +W †

µJ
†
W

µ
) (12.35)



12.4 Verso una teoria fondamentale. 171dove abbiamo desritto il bosone intermedio on un ampo vettoriale omplesso, L
(0)
IV B é lalagranagiana libera e g una nuova ostante di interazione he supponiamo piola.Trattando Lint ome una perturbazione, abbiamo:

S = 1 + i

∫
d4xLint +

(i)2

2

∫
d4xd4yT [Lint(x)Lint(y)] + . . . (12.36)Il termine del primo ordine ontribuise a proessi in ui viene emesso o assorbito un bosoneintermedio. Se la massaM é abbastanza grande, questi proessi sono proibiti dalla onservazionedell' energia, ad esempio nel deadimento del neutrone. Il termine del seondo ordine si puóespliitare al modo seguente:

(i)2

2

∫
d4xd4yT (Lint(x)Lint(y)) =

(ig)2

2

∫
d4xd4y ·

·T
(
Wµ(x)Jµ

W (x)W †
µ(y)J†

W

µ
(y) + (x→ y, y → x)

)
+ . . . =

(ig)2
∫
d4xd4y J†

W

µ
(y)
[
T
(
W †

µ(y)Wµ(x)
)]
Jµ

W (x) + . . . (12.37)dove i punti di sospensione rappresentano termini on l' emissione o l'assorbimento di due bosoniintermedi (anora piú proibiti) ed abbiamo usato il fatto he, nella formula di Dyson usiamoampi liberi, e quindi le orrenti ed i ampi ommutano tra loro.Nell' espressione (12.37) ompare il propagatore del bosone intermedio he, per grande massa,possiamo approssimare on una funzione delta, fr. la (4.65). Otteniamo, in questo limite, ilprodotto delle orrenti:
S = 1 + i

G√
2

∫
d4x

(
J†

W

µ
(x)Jµ

W (x)
)

+ . . . (12.38)dove di nuovo i punti di sospensione rappresentano termi irrilevanti a bassa energia ed abbiamoposto:
g2

M2
=

G√
2

(12.39)Nel limite di grande massa del bosone intermedio, il termine di ordine g2 nella matrie S oinideon il termine del primo ordine nella ostante di Fermi della lagrangiana orrente x orrente(12.27) !La relazione (12.39), oltre a dare ragione della dimensione �sia di G (riordiamo he g éadimensionale, ome la aria elettria in unitá naturali) dá una indiazione preziosa per ostruireuna teoria uni�ata: la vera ostante di aoppiamento, g puó avere l' ordine di grandezza dellaaria elettria se M é su�ientemente grande. Chiediamo:
g2 ≃ e2 = 4πα ≃ 4π

137
≃ 0.091 (12.40)ed usiamo il valore della ostante di Fermi (12.23). Troviamo:

M2 =

√
2g2

G
≃ (100 GeV)2 (12.41)



172 APPLICAZIONI: INTERAZIONI DEBOLIQuesto é l' ordine di grandezza della massa del bosone intermedio in una teoria in ui le interazionideboli fondamentali, desritte dalla (12.35) sono uni�ate on le interazioni elettromagnetihe.In questa teoria, la lagrangiana di interazione omplessiva si srive:
Lint = −eAµJ

µ
e.m. + gWµJ

µ
W + gW †

µJ
†
W

µ (12.42)on g ≃ e.Problema 1. Dimostrare he la lagrangiana L
(0)
IV B ondue alle equazioni del moto:

−
(
2 +M2

)
W µ + ∂µ (∂ρW

ρ) = 0 (12.43)e quindi he il propagatore di Feynman del bosone intermedio é:
< 0|T

[
W µ(x)W †ν

(0)
]
|0 >=

1

(2π)4

∫
d4k

i

k2 −M2 + iǫ

[
−gµν +

kµkν

M2

]
e−i(kx) (12.44)



Capitolo 13FISICA DEI NEUTRINI
13.1 Neutrini on sapori diversi13.2 Osillazioni dei neutrini
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