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Capitolo 1ELEMENTI DI MECCANICAQUANTISTICAIn questo Capitolo sono presentati gli elementi di base della Meania Quantistia. Lo sopoé piú he altro quello di �ssare le nozioni piú importanti e di stabilire notazioni he verrannousate in seguito. Per una disussione approfondita delle basi �sihe della teoria, si rinvia il lettoreal libro di Dira [1℄. Una onisa e moderna disussione sui fondamenti e le di�oltá �loso�hedella Meania Quantistia si trova nel libro di J.Bell [2℄.1.1 Il Prinipio di SovrapposizioneAd un dato istante di tempo, gli stati di un sistema quantistio sono rappresentati daglielementi di uno spazio astratto, H. Questi elementi saranno indiati on la notazione di Dira:
|A >, |B >, |C > . . . in orrispondenza agli stati �sii del sistema A, B, C, et.e denominati ol termine ket.La struttura matematia di H é �ssata dal Prinipio di Sovrapposizione, seondo ui se

|A > e |B > rappresentano due possibili stati del sistema, sono sempre realizzabili degli statiorrispondenti ad una loro arbitraria ombinazione lineare, on oe�ienti omplessi α e β:
|C >= α|A > +β|B > (1.1)Lo spazio H é uno spazio vettoriale (o lineare) omplesso, in genere in�nito-dimensionale.La aratterizzazione degli stati �sii implia neessariamente la determinazione sperimentaledei valori di una o piú grandezze osservabili sugli stati stessi. Supponiamo he i ket |A > e |B >he ompaiono nella relazione (1.1) orrispondano, rispettivamente, a due valori distinti,diiamo

a e b, di una stessa grandezza osservabile X (ad es. l'energia). L'interpretazione �sia dello stato
|C >, sovrapposizione di |A > e |B > é la seguente:
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• La sovrapposizione di |A > on se stesso (il aso β = 0) dá luogo allo stesso stato �sio:

|A > e α|A > rappresentano lo stesso stato qualunque sia α 6= 0;
• nel aso in ui α e β sono entrambi 6= 0, il risultato di una misura di X sullo stato |C >puó essere a oppure b: solo uno di questi due valori puó risultare dalla misura.
• Non é possibile prevedere quale, tra questi due valori, sará il risultato di una data misura.Tuttavia, se gli stati |A > e |B > sono egualmente normalizzati (nel senso preisato qui diseguito), le frequenze on ui si presentano i risultati a e b sono nel rapporto |α|2/|β|2.Per ollegare i oe�ienti della sovrapposizione alla probabilitá dei diversi risultati dellamisura, oorre poter normalizzare i vettori he aratterizzano gli stati. Questo rihiede he sipossa de�nire in H il prodotto salare omplesso di |A > su |B >, he indiheremo on:

< B|A >=< A|B >∗ (1.2)(l'asteriso india l'operazione di oniugazione sui numeri omplessi).Il prodotto salare < B|A > deve essere lineare in A e quindi antilineare in B
< C|αA+ βB >= α < C|A > +β < C|B > (1.3)
< αA+ βB|C >= α∗ < A|C > +β∗ < B|C > (1.4)nonhé de�nito positivo:

< A|A > 0,

< A|A >= 0 se e solo se : |A >= 0Con questa ulteriore spei�azione, lo spazio H é uno spazio di Hilbert, e la grandezza < A|A >é la norma del vettore |A >.Aanto ad H, possiamo onsiderare un nuovo spazio vettoriale, lo spazio duale H, de�nitoome lo spazio dei funzionali lineari (a valori omplessi) de�niti su H. Non é di�ile onvinersihe gli elementi di H∗ sono in orrispondenza biunivoa on quelli di H. In e�etti, seondo unnoto teorema (dovuto a F.Riesz), ogni funzionale lineare f(|A >) puó essere sritto ome:
f(|A >) =< f |A > (1.5)on |f > un ket �ssato. Quindi possiamo far orrispondere il funzionale f(|A >) in H∗ on |f >in H. La (1.5) giusti�a la notazione di Dira per gli elementi di H∗, seondo la quale indiheremoon:

< f | (1.6)l'elemento di H∗ he orrisponde al ket |f >. I vettori < f | sono indiati ol termine bra. Sullabase della (1.4), il bra < f | dipende antilinearmente dal ket |f > ed il prodotto salare (1.2)puó essere interpretato ome il prodotto del bra < B| on il ket |A > (bra* ket = braket =prodotto, di qui la selta dei termini bra e ket).Tornando all'interpretazione probabilistia dei risultati della misura di X sullo stato |C >nell' eq.(1.1), assumeremo he:
• Se i vettori |A > e |B > hanno norma uno, la probabilitá di ottenere a (oppure b) nellamisura di X su |C > é uguale ad |α|2(oppure|β|2).



1.2 Operatori Lineari 71.2 Operatori LineariSullo spazio vettoriale H possiamo de�nire degli operatori lineari, delle leggi ioé he ad ognivettore di H (ontenuto in un appropriato dominio di H stesso) assoiano un altro vettore, hedipende in modo lineare dal primo 1:
|B >= X|A > (1.7)
X(α|A > +β|B >) = αX|A > +βX|B > (1.8)Dato X, possiamo onsiderare il numero omplesso:

< A|X|B >∗per ogni < A| e |B >. Questo numero omplesso dipende antilinearmente da |B >. Possiamoquindi srivere:
< A|X|B >∗=< B|V >Inoltre, poihé |V > dipende linearmente dal ket |A > he orrisponde al bra < A|, possiamoanhe srivere:

< A|X|B >∗=< B|V >=< B|X†|A > (1.9)dove X† é un nuovo operatore lineare, assoiato univoamente ad X dalla (1.9), ed indiato olnome di operatore aggiunto (o hermitiano oniugato) di X. Evidentemente valgono le relazioni:
(X†)† = X (1.10)

(αX)† = α∗X† (1.11)per ogni numero omplesso α.Un operatore H é hermitiano, o autoaggiunto, se X† = X. Gli operatori hermitiani godonodi alune proprietá, ruiali per lo sviluppo della Meania Quantistia, per quanto riguardai loro autovalori e autovettori. Riordiamo he un autovalore di un operatore lineare X é unnumero (reale o omplesso) λ per ui l' equazione:
X|v >= λ |v > (1.12)ammette soluzioni |v > 6= 0. Diremo in questo aso he l' autovettore |v > appartiene all' autova-lore λ e sriveremo |v >= |λ, a, b, . . . > (a, b, . . . sono parametri he distinguono eventualmentetra gli autovettori he appartengono allo stesso autovalore).Valgono le proprietá seguenti.

• Gli autovalori di un operatore hermitiano sono sempre numeri reali;1. Nel seguito assumeremo per sempliitá he gli operatori siano de�niti in tutto H.
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• autovettori, |h′ > ed |h′′ > he appartengano a due autovalori distinti, h′ e h′′, sonoortogonali fra loro:

< h′|h′ >= 0, seh′ 6= h′′ (1.13)
• Gli autovettori di un operatore hermitiano formano una base ompleta in H.Assumendo, per sempliitá, he H abbia uno spettro disreto di autovalori, l'ultima proprietáimplia he ogni vettore puó essere sviluppato nella base degli autovettori normalizzati di H:

|A >=
∑

n
cn|hn > (1.14)on:

H|hn >= hn|hn >

< hn|hm >= δn,mda ui seguono le proprietá:
cn =< hn|A >

< A|A >=
∑

n
|cn|2 (1.15)Un onetto utile, in onnessione alla base degli autovettori di H, é quello di proiettore suuno o piú stati. Il proiettore su un vettore dato, ad esempio su |h1 > é un operatore he godedelle proprietá:

P 2 = P (1.16)
P |h1 >= |h1 > (1.17)

P |V >= 0, se < h1|V >= 0 (1.18)ioé se |V > é ortogonale ad |h1 >. E' faile vedere he P puó essere sritto formalmente ome:
P = |h1 >< h1| (1.19)(assumendo: < h1|h1 >= 1). Infatti:

P 2 = |h1 >< h1|h1 >< h1| = |h1 >< h1| = P

P |h1 >= |h1 >< h1|h1 >= |h1 >

P |V >= |h1 >< h1|V >= 0, se < h1|V >= 0Il proiettore su uno spazio a piú dimensioni, sotteso da un erto numero di vettori ortogonalitra loro, è dato sempliemente dalla somma dei proiettori sui singoli vettori:
P =

∑
n
|hn >< hn| (1.20)



1.3 Grandezze Osservabili ed Operatori Hermitiani 9e la ondizione di ompletezza della base degli autovettori di H si esprime ome:∑
n
|hn >< hn| = 1 (1.21)(1 india l'operatore identitá). Le relazioni eq.(1.15) si ottengono formalmente dalla (1.21) almodo seguente:

|A >= 1|A >=
∑

n
|hn >< hn|A >=

∑
n
cn|hn >Analogamente,

< A|A >=< A|1|A >=
∑

n
< A|hn >< hn|A >=

∑
n
|cn|21.3 Grandezze Osservabili ed Operatori HermitianiLa rilevanza dei onetti appena illustrati sta nel fatto he nella Meania Quantistia ognigrandezza osservabile, O, é rappresentata da un operatore hermitiano, O.Gli autovettori di O rappresentano gli stati �sii su ui O assume un valore de�nito, pariall'autovalore he orrisponde all'autovettore in questione. L'insieme degli autovalori di O (lospettro) fornise quindi il omplesso dei possibili risultati di una misura di O. Le onsiderazionidella Sez. 1.2 permettono di desrivere il risultato di una misura di O su uno stato generio |A >al modo seguente.

• La misura di O su |A > dá ome risultato uno degli autovalori di O, ad esempio hn, onprobabilitá proporzionale al modulo quadro del orrispondente oe�iente dello sviluppo,
cn.

• La somma delle probabilitá su tutti i asi possibili deve essere pari ad uno. Se |A > énormalizzato all'unitá, l' eq.(1.15) mostra he:
P (hn su |A >) = |cn|2 = | < hn|A > |2 (1.22)Questo risultato dá un signi�ato �sio al prodotto salare di due vettori. Supponiamo he

|A > e |B > orrispondano a stati in ui due grandezze diverse assumono valori de�niti,
xa per la grandezza X in |A > e yb per la grandezza Y in |B >. Se |A > e |B > sononormalizzati all'unitá, la probabilitá he una misura di Y in |A > dia il risultato yb é datadal modulo quadro del prodotto salare orrispondente:

P (ybin|A >) = | < B|A > |2 (1.23)Per questo motivo, il prodotto salare viene anhe indiato on il termine di ampiezza diprobabilitá.
• Il valore medio dei risultati di molte misure di 0 su |A >2 é dato dalla formula:

< 0 >A=
∑

n
hnP (hnsu|A >) = (1.24)2Si intende he ognuna di queste misure va e�ettuata su una nuova replia del sistema, preparato nellostato |A > dagli opportuni apparati sperimentali.
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=

∑
n
hn|cn|2 =

∑
n
hn < A|hn >< hn|A >=

=< A|O(
∑

n
|hn >< hn|)|A >=< A|O|A >in virtú della eq.(1.21). Per questo motivo, l'elemento di matrie di O tra < A| ed |A >(elemento di matrie diagonale) si hiama anhe il valore medio di O su A.1.4 La Partiella Non-Relativistia on Spin 0Il aso della partiella non relativistia senza spin fornise l'esempio onreto piú sempliedelle onsiderazioni appena esposte. Le osservabili base per questo sistema sono la oordinata,

x, (per sempliitá onsideriamo una sola dimenzione spaziale e poniamo ~ = 1) ed il momentooniugato, p, on le regole di ommutazione:
[x, p] = i (1.25)Possiamo introdurre gli autostati di x e di p:
x|x >= x|x >

p|p >= p|p >on le ondizioni di normalizzazione e di ompletezza:
< x|x′ >= δ(x − x′) (1.26)
∫
dx|x >< x| = 1 (1.27)

< p|p′ >= δ(p − p′) (1.28)
∫
dp|p >< p| = 1 (1.29)La funzione d' onda di un dato ket, |A >, é la omponente di |A > nella base degli autovettori

|x >:
ψA(x) =< x|A > (1.30)on:

< B|A >=

∫
dx < B|x >< x|A >=

∫
dxψB(x)∗ψA(x) (1.31)da ui:

1 =< A|A >=

∫
dx < A|x >< x|A >=

∫
dx|ψA(x)|2 (1.32)



1.4 La Partiella Non-Relativistia on Spin 0 11in aordo on l'interpretazione di |ψA(x)|2 ome densitá di probabilitá per trovare la partiellatra x e x+ dx.Dalla eq.(1.30) e dalla relazione di ommutazione, (1.25), si trova [1℄:
(xψA)(x) = xψA(x)

(pψA)(x) = −i d
dx
ψA(x)La funzione d'onda del ket |p > si ottiene direttamente da questa equazione:

< x|p >=
1√
2π
eipx (1.33)on il fattore di normalizzazione determinato dalla (1.28).1.4.1 Traslazioni e RotazioniI risultati appena illustrati permettono di aratterizzare le operazioni di traslazione spaziale.De�niamo gli operatori di traslazione, U(a), ome quelli he, appliati ad un ket |A >, lotrasformano nel ket he orrisponde allo stato traslato, quello stato ioé he si ottiene traslandodi una lunghezza a tutti gli apparati neessari per produrre lo stato |A >. L'omogeneitá dellospazio rihiede he U(a) sia un operatore unitario (fr. piú avanti, Sez. 1.8)

U(a)† = U(a)−1 = U(−a) (1.34)Dalla de�nizione di U , trasurando fattori di fase irrilevanti, segue he:
U(a)|x >= |x+ a > (1.35)ovvero:
< x|U(a)† =< x+ a| (1.36)Da qui si ottiene:

< x|U(a)†|p >=< x+ a|p >= (2π)−1/2eip(x+a) = (1.37)
= eipa < x|p >=< x|eipa|p >Poihé questa relazione deve valere per ogni |p > e per ogni |x >, troviamo:

U(a) = e−ipa (1.38)Per trasformazioni in�nitesime:
U(a) ≡ 1 − ipa (1.39)La quantitá di moto é il generatore in�nitesimo delle traslazioni spaziali. Per uno stato generio,

|A >:
(U(a)ψA)(x) =< x|U(a)|A >=< x− a|A >= ψA(x− a) (1.40)



12 ELEMENTI DI MECCANICA QUANTISTICAIl passaggio al aso tridimensionale permette di disutere la simmetria per rotazioni spaziali.In analogia al aso delle traslazioni, de�niamo degli operatori unitari, U(R), seondo la relazione:
U(R)|~x >= |R~x > (1.41)dove R é la matrie (ortogonale, 3 × 3) della rotazione ed inoltre:

U(R)† = U(R)−1 = U(R−1) (1.42)Per rotazioni di un angolo θ intorno all'asse z:
(R~x)x = cos θx− sin θy

(R~x)x = sin θx+ cos θy

(R~x)z = zProedendo ome in (1.40) si trova, per un ket generio:
(U(R)ψA)(~x) =< ~x|U(R)|A >=< R−1~x|A >=

= ψA(R−1~x) (1.43)Per rotazioni in�nitesime intorno all'asse z, si trova quindi:
< ~x|U(R)|A >= ψA(~x) − θ(x

d

dy
− y

d

dx
)ψA(~x) =

=< ~x|[1 − iθ(~x× ~p)z]|A >da ui
U(R) = 1 − iθLz (1.44)dove Lz é la omponente del momento angolare lungo l'asse z:

~L = ~x× ~p (1.45)Piú in generale, per una rotazione generia,
U(R) = e−i~n·~Ldove ~n é un vettore tridimensionale la ui direzione individua l'asse della rotazione mentre |~n| = θé l'angolo di rotazione.Le omponenti del momento angolare sono quindi i generatori delle rotazioni in�nitesime.Sulla base delle relazioni anonihe, (1.25), si veri�a he gli operatori ~L obbedisono alle relazionidi ommutazione:

[Li, Lj ] = iǫijkLk (1.46)E' importante onvinersi he le regole di ommutazione (1.46) sono una diretta onseguenzadalla struttura del gruppo delle rotazioni e della rihiesta he:
U(R1)U(R2) = U(R1R2) (1.47)



1.4 La Partiella Non-Relativistia on Spin 0 13per rotazioni in�nitesime arbitrarie, R1,2.Per ottenere questo risultato, usiamo il fatto he ogni matrie ortogonale 3×3, R, puó esseresritta ome:
R = e−i~n·~T (1.48)dove ~n é lo stesso vettore he ompare nella eq.(1.46) e le matrii 3 × 3, ~T , sono date da:3

(Tk)ij = iǫikj (1.49)Un alolo espliito mostra he le matrii Tk soddisfano proprio delle relazioni di ommutazioneuguali alle (1.46):
[Ti, Tj ] = iǫijkTk (1.50)Per ~n1 ed ~n2 in�nitesimi:4

R1R2 = e−i~n1·~T e−i~n2·~T =

= e−i[(~n1+~n2)·~T+(i/2)[~n1·~T ,~n2·~T ]+...]

= e−i[(~n1+~n2−(1/2)~n1×~n2)·T+...] (1.51)dove i puntini rappresentano termini di ordine superiore in ~n1 o ~n2. D'altro anto abbiamo:
U(R1)U(R2) = e−i~n1·~Le−i~n2·~L = e−i[(~n1+~n2)L+(i/2)[~n1·~L,~n2·~L]+...] =

= U(e−i[(~n1+~n2)T+(1/2)[~n1·~T ,~n2·~T ]+...]) = U(e−i[(~n1+~n2−(1/2)~n1×~n2·T ]+...]) (1.52)dove le ultime eguaglianze seguono dalla legge di omposizione (1.47). Per onfronto, vediamohe gli operatori ~L devono obbedire proprio alle relazioni di ommutazione (1.46). Il fatto hei ommutatori anonii onduano a queste relazioni india he gli operatori U , eq. (1.44)fornisono una rappresentazione del gruppo delle rotazioni, ma potrebbero esseri ( e i sono,ome vedremo) altre rappresentazioni indipendenti.Le onsiderazioni he abbiamo appena esposto onduono ad una de�nizione del tutto gene-rale del momento angolare.Per qualunque sistema �sio, possiamo individuare (operativamente) gli operatori U(R) hedesrivono l'azione di una rotazione del sistema stesso e per i quali valgono le relazioni (1.46).Per questo sistema, de�niamo il momento angolare dalla relazione:
U(R) = 1 − i~n · ~J (1.53)per trasformazioni in�nitesime. Per quanto visto prima, le omponenti di ~J soddisfano automa-tiamente a relazioni di ommutazione analoghe alle (1.53):3ad esempio, si veri�a failmente he la matrie nell'eq.(1.43) puó essere sritta ome e−iθT3 on

(T3)12 = −(T3)21 = iǫ132, e tutti gli altri elementi uguali a zero.4questa relazione si dimostra direttamente sviluppando gli esponenziali in potenze di ~n1 e di ~n2
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[Ji, Jj ] = iǫijkJk (1.54)Analoghe onsiderazioni valogono per le omponenti della quantitá di moto. Per un sistema�sio arbitrario, possiamo de�nire la quantitá di moto dalla relazione:
U(~a) = 1 − i~a · ~P (1.55)valida per traslazioni in�nitesime individuate dal vettore ~a.1.4.2 SpinL'esempio piú semplie della de�nizione di momento angolare appena data é quello dellapartiella on spin. In questo aso, i ket he rappresentano una partiella loalizzata in ~x sonoaratterizzati da un ulteriore numero quantio σ tale he l' e�etto di una rotazione, oltre aruotare ~x in R~x, é quello di produrre una ombinazione lineare degli stati orrispondenti ai varivalori di σ∗5:

U(R)|~x, σ >= |R~x, σ′ > S(R)σ′σ (1.56)L'unitarietá di U implia he S(R) sia una matrie unitaria:
S(R)†S(R) = 1 (1.57)ed inoltre la relazione (1.56) implia he le matrii S(R) debbano fornire esse stesse una rappre-sentazione del gruppo delle rotazioni (per rotazioni in�nitesime):

S(R1)S(R2) = S(R1R2) (1.58)Quindi, anhe S deve avere la forma:
S = 1 − i~n · ~S (1.59)essendo ~S tre opportune matrii, nello spazio σ, he soddisfano le relazioni di ommutazione delmomento angolare:

[Si, Sj ] = iǫijkSk (1.60)Le realizzazioni possibili di ~S orrispondono, ome é noto, a momenti angolari s interi osemiinteri. Fissato s, σ varia tra −s e +s a passi di uno. Ad esempio, per s = 1/2, σ =
−1/2,+1/2 e:

Si =
1

2
σi (1.61)dove σi sono le tre matrii di Pauli.5Nel seguito si sottointende la somma sugli indii ripetuti.



1.5 Evoluzione nel tempo dei sistemi quantistii 15La funzione d'onda di uno stato generio |A > é adesso uno `'spinore� a 2s+ 1 omponenti:
ψσ(~x) =< σ, ~x|A > (1.62)ed inoltre:

[U(R)ψ]σ(~x) =< σ, ~x|U(R)|A >= S(R−1)σσ′ψσ′(R−1~x)da ui, per trasformazioni in�nitesime, si trova:
< σ, ~x|U(R)|A >=< σ, ~x|1 − i~n · (~L+ ~S)|A > (1.63)L' operatore assoiato ai generatori delle rotazioni, il momento angolare totale, é la somma didue termini mutuamente ommutanti: il momento angolare orbitale, ~L, ed il momento angolaredi spin, ~S

~J = ~L+ ~S (1.64)Prima di onludere questa Sezione, vogliamo notare una aratteristia della rappresentazionedi spin 1/2 . Trasurando le variabili spaziali, l'azione di una rotazione di un angolo θ intornoall'asse z su uno spinore on, ad esempio, Sz = 1/2 é data da:
U(R)|σ = 1/2 >= e−iθS2|σ = 1/2 >= (1.65)

= e−iθ/2|σ = 1/2 >Per θ = 2π, il ket viene moltipliato per −1. Questo é del tutto onsistente ol fatto helo stato �sio deve tornare in se stesso dopo una rotazione ompleta, dal momento he i ket
|A > e −|A > rappresentano lo stesso stato �sio. Tuttavia questo fatto mostra he la regola dimoltipliazione (1.58) puó non essere soddisfatta per rotazioni �nite, nel aso di rappresentazioniorrispondente allo spin 1/2 (in generale, per spin semintero). In e�etti, ome mostra questoesempio, la Meania Quantistia rihiede solo he le rappresentazioni del gruppo delle rotazioniobbedisano alla legge di moltipliazione del gruppo a meno di una fase:

U(R1)U(R2) = ω(R1, R2)U(R1, R2) (1.66)La fase ω(R1, R2), senza perdita di generalitá, puó essere selta pari a +1 o −1. Gli operatori
U(R) danno, in questo aseo, una rappresentazione a meno di una fase [3℄ del gruppo dellerotazioni.1.5 Evoluzione nel tempo dei sistemi quantistiiI valori medi delle grandezze osservabili dipengono in genere dal tempo. Nella MeaniaQuantistia, questi valori medi sono dati dall'espressione:

< X >t=< A(t)|X(t)|A(t) > (1.67)



16 ELEMENTI DI MECCANICA QUANTISTICAC'é un'ambiguitá intrinsea nel determinare la dipendenza dal tempo dei vari elementi heompongono il seondo membro dell'eq. (1.67), bra, ket e operatore, poihé possiamo trasferirequesta dipendenza da un elemento all'altro, purhé il valore medio < X >t, he poi é tutto quellohe possiamo misurare sul sistema, resti immutato. L' ambiguitá dá luogo a desrizioni del motodiverse, ollegate da trasformazioni unitarie dipendenti dal tempo, quindi equivalenti tra loro.Nelle prossime Sezioni, desriviamo la rappresentazione di Shroedinger e la rappresentazione diHeisenberg. Suessivamente onsidereremo una terza desrizione del moto, la rappresentazionedi Dira, o di interazione, partiolarmente onveniente nel aso di sistemi debolmente interagenti.1.5.1 La Rappresentazione di ShroedingerIn questa rappresentazione, le variabili dinamihe (posizione, quantitá di moto et.) sonoassoiate ad operatori �ssati. La variazione ol tempo del valore medio (1.67) é dovuta allavariazione ol tempo del ket he rappresenta lo stato �sio al tempo t. Dato il ket |A > al tempo
t0 (lo stato iniziale), il Prinipio di Sovrapposizione rihiede he |A(t) > si ottenga da |A >mediante l'appliazione di un operatore lineare, U(t, t0), indipendente da |A >:

|A(t) >= U(t, t0)|A > (1.68)Inoltre, se |A > é normalizzato, in modo he le sue omponenti cn sulla base di un dato osservabile
O siano le ampiezze di probabilitá dei possibili risultati di una misura di O, é naturale rihiederehe anhe |A(t) > sia normalizzato, in modo he:

∑
n

|cn|2 =
∑
n

|cn(t)|2 = 1 (1.69)L'eq. (1.69) orrisponde alla onservazione della probabilitá di tutti i risultati possibili. Dataquesta ondizione, l'operatore U(t, t0) risulta unitario:
U(t, t0)

†U(t, t0) = 1 (1.70)Possiamo trasformare la (1.68) in una equazione di�erenziale:
d

dt
|A(t) >=

dU(t, t0)

dt
U(t, t0)

†|A(t) >= − i

~
H|A(t) > (1.71)

H, a meno del fattore 1/~ é il generatore delle traslazioni in�nitesime nel tempo. Poihé U éunitario, H é hermitiano:
H = i~

dU(t, t0)

dt
U(t, t0)

† = (1.72)
= i~

d

dt
[U(t, t0)U(t, t0)

†] − i~U(t, t0)
dU(t, t0)

†

dt
= H†L'equazione (1.71) é l'equazione di Shroedinger. E' un'equazione di�erenziale del primoordine in t, in aordo on l'ipotesi he, al tempo t0, il ket |A > dia una desrizione ompletadello stato del sistema e he quindi l' evoluzione sia determinata una sola ondizione iniziale.



1.5 Evoluzione nel tempo dei sistemi quantistii 17Nel limite lassio, H diventa la funzione di Hamilton del sistema, e per questo prende ilnome di operatore Hamiltoniano, o Hamiltoniana, del sistema stesso.Nel aso in ui H sia indipendente dal tempo, possiamo integrare l' eq. (1.71) e sriveredirettamente la soluzione dell'equazione di Shroedinger he si ridue allo stato |A > al tempo
t0:

|A(t) >= e−
1

h
H(t−t0)|A > (1.73)Se sviluppiamo |A > nella base degli autovettori di H:

|A(t) >=
∑
n

cn(t)|hn > (1.74)otteniamo dalla (1.71):
cn(t) = e−

i

~
En(t−t0)cn(t0) (1.75)L'energia é onservata: l' eq. (1.71) mostra he se |A > é una autostato di H, lo é anhe

|A(t) >, on lo stesso autovalore. Per uno stato generio si onserva il valore medio di H:
< A(t)|H|A(t) >=< A|H|A >= cost. (1.76)Un aspetto interessante di questi risultati é l'invarianza per traslazioni temporali, il fatto,ioé, he |A(t) > dipenda solo da t − t0. Se eseguiamo un esperimento preparando il sistemanello stato |A > alle ore 9.30 di oggi e faiamo una misura 10.00, il risultato é lo stesso hese avessimo eseguito le stesse operazioni tra le 17.00 e le 17.30 di ieri. Questo risultato seguedirettamente dall'indipendenza dal tempo di H.Ragionando in senso inverso, se i aspettiamo a priori he un dato sistema sia invariante pertraslazioni temporali, la sua hamiltoniana sará indipendente da t e quindi onservata nel tempo:la onservazione dell' energia é diretta onseguenza dell' invarianza per traslazioni temporali.Tutto quanto sappiamo i fa ritenere he i sistemi su�ientemente isolati dal resto dell'Uni-verso sono indipendenti dal tempo. Un sistema isolato, quindi, deve soddisfare alla onservazionedell' energia.1.5.2 La Rappresentazione di HeisenbergIn alternativa alla rappresentazione di Shroedinger, possiamo assoiare lo stato ad un vettore�sso, ed attribuire la dipendenza dal tempo dei valori medi (1.67) alla variazione dell' operatorehe rappresenta l'osservabile. Formalmente, la rappresentazione di Heisenberg si ottiene appli-ando al ket |A(t) >S della rappresentazione di Shroedinger la trasformazione unitaria he loriporta al valore he aveva ad un tempo �ssato, t0:

|A >H= e+
i

h
H(t−t0)|A(t) >S (1.77)Al tempo t0, le due rappresentazioni oinidono.



18 ELEMENTI DI MECCANICA QUANTISTICALa dipendenza da t delle grandezze osservabili é �ssata dalla rihiesta he il valore medio(1.67) sia lo stesso nelle due rappresentazioni, ad ogni t e he il ket |A >H sia ostante. Dall'equazione:
S < A(t)|XS |A(t) >S= H < A|XH(t)|A >H (1.78)si ottiene, usando la (1.77):

XH(t) = e+
i

~
H(t−t0)XSe

− i

~
H(t−t0) (1.79)Di�erenziando rispetto al tempo, otteniamo:

i~
dXH (t)

dt
= [XH(t),H] (1.80)Per visualizzare la rappresentazione di Heisenberg, riorriamo all'analogia ol moto di unsistema lassio.Possiamo aratterizzare lo stato del sistema al tempo t dando la posizione istantanea delsistema nello spazio delle fasi, (pt, qt): questo orrisponde alla rappresentazione di Shroedinger.La rappresentazione di Heisenberg orrisponde invee a desrivere lo stato di moto dando la on-dizione iniziale (pt0 , qt0), ad un tempo arbitrario ma �ssato, t0. La ondizione iniziale determinaompletamente la traiettoria nello spazio delle fasi e naturalmente, ome lo stato di Heisenberg,non ambia ol tempo.C'é un aspetto peuliare della rappresentazione di Heisenberg, he é impliito in quanto dettoma he vale la pena sottolineare.Lo stato di Heisenberg é indipendente dal tempo t. Tuttavia, il vettore he lo rappresentadipende impliitamente dal valore del tempo t0, selto per �ssare la ondizione iniziale (in altreparole, il tempo, al quale la rappresentazione di Heisenberg oinide on quella di Shroedinger).La selta di t0 é arbitraria, ma dobbiamo �ssare t0 allo stesso modo per tutti gli stati di moto,se vogliamo onfrontare tra loro stati diversi.I vettori he rappresentano lo stato di moto per una data selta di t0 di�erisono da quellirelativi ad un'altra selta per una trasformazione unitaria:

|A; t0 >H= e+
i

~
H(t0−t′

0
)|A; t′0 >H (1.81)La (1.81) lasia invariati i valori medi (1.67). Tuttavia, al variare di t0, il vettore he rappresentauno stesso stato di moto puó assumere aspetti onsiderevolmente diversi tra loro.1.5.3 La Rappresentazione di InterazioneIn molti asi �siamente interessanti, l'Hamiltoniana é la somma di due termini:

H = H0 + V0 (1.82)di ui H0 é esattamente risolubile e V0 puó essere onsiderato una modi�a �piola� di H0. Inquesti asi, possiamo erare di approssimare le soluzioni di H a partire dalle soluzioni di H0,



1.5 Evoluzione nel tempo dei sistemi quantistii 19on uno sviluppo in potenze di V0 limitato ad un numero �nito di termini. Questa é la versionequantistia della Teoria delle Perturbazioni, ampiamente usata in Meania Classia.L'esempio piú rilevante é l'Elettrodinamia Quantistia, QED. H0 é l'Hamiltoniana he de-srive elettroni e fotoni liberi mentre V0 desrive l'interazione dell'elettrone on il ampo elettro-magnetio. L'intesitá dell'interazione é determinata dalla aria elettria dell'elettrone stesso, esi esprime in termini di una grandezza adimensionale (la ostante di struttura �na):
α = (

e2

4π~c
) =

1

137
(1.83)molto minore dell'unitá.Per ottenere lo sviluppo perturbativo in modo sistematio, é onveniente desrivere il motodel sistema nella rappresentazione di interazione, o rappresentazione di Dira.Lo stato al tempo t nella rappresentazione di interazione si ottiene dallo stato nella rappre-sentazione di Shroedinger on la trasformazione unitaria:

|A(t) >I= e+
i

~
H0t |A(t) >S (1.84)I valori medi delle osservabili devono essere gli stessi nelle due rappresentazioni:

I < A(t)|OI(T )|A(t) >I= S < A(t)|OS |A(t) >S (1.85)e quindi:
OI(t) = e+

i

~
H0tOSe

− i

~
H0t (1.86)Di�erenziando rispetto a t, otteniamo le equazioni del moto degli stati e delle osservabili:

i~
∂

∂t
|A(t) >I= V0I(t)|A(t) >I (1.87)
i~
dOI(t)

dt
= [H0, OI(t)] (1.88)dove V0I(t) é l'Hamiltoniana di interazione nella rappresentazione di interazione:

V0I(t) = e+
i

~
H0tV0e

− i

~
H0t (1.89)Le osservabili variano nel tempo on l'Hamiltoniana libera, mentre la variazione ol tempodegli stati é dovuta soltanto all'interazione.Da notare he V0I dipende espliitamente dal tempo,in quanto V0 ed H0, in genere, non ommutano tra loro.L' eq. (6.6) de�nise un operatore di traslazione nel tempo tra t0 e t:



20 ELEMENTI DI MECCANICA QUANTISTICA
|t >I= UI(t, t0)|t0 >I (1.90)dove abbiamo indiato on |t >I lo stato al tempo t he si ridue a |t0 >I al tempo t0.

UI(t, t0) é un operatore lineare. Inoltre, veri�a la relazione:
UI(t, t0) = UI(t, t1)UI(t1, t0) (t > t1 > t0) (1.91)

UI é unitario, ome onseguenza del fatto he l'hamiltoniana di interazione. V0I , é hermitiana:
U(t, t0)

†U(t, t0) = U(t, t0)U(t, t0)
† = I (1.92)Naturalmente, possiamo anhe risolvere l'equazione del moto on una ondizione �nale, ioéassegnando lo stato ad un tempo t1 > t. Il orrispondente operatore, ŪI(t, t1), de�nito da:

|t >I= ŪI(t, t1)|t1 >I (t1 > t) (1.93)é l'hermitiano oniugato di UI(t1, t):̄
UI(t, t1) = UI(t1, t)

† (1.94)1.6 Lo sviluppo perturbativoPossiamo esprimere UI ome una serie di potenze in V0I . Per fare questo, integriamo la (6.6)tra t0 e t, ottenendo osí l'equazione integrale:
|t >1= |t0 >I − i

~

∫ t

t0

dt′V0I(t
′)|t′ >I (1.95)Ovviamente, |t >I di�erise da |t0 >I per termini he sono almeno di ordine V0I . La eq.(6.14) i dá la soluzione al primo ordine sostituendo sempliemente |t′ >I on |t0 >I :

|t >I= |t0 >I − i

~

∫ t

t0

dt′V0I(t
′)|t0 >I +O(V 2

0 ) (1.96)Il proedimento puó essere ripetuto. Ad esempio, sostituendo di nuovo la (6.15) nella (6.14),otteniamo la soluzione al seondo ordine:
|t >1= |t0 >I − i

~

∫ t

t0

dt′V0I(t
′)|t0 >I +

+(− i

~
)2

∫ t

t0

dt′V0I(t
′)

∫ t′

t0

V0I(t
′′)|t0 >I +O(V 3

0 ) (1.97)



1.7 Prodotti tempo-ordinati 21e osí via.Continuando inde�nitamente il proedimento, si trova la serie:
|t >I= |t0 >I +

+∞∑
n=1

(− i

~
)ndt1V0I(t1)

∫ t1

t0

dt2V0I(t2) . . .

∫ tn−1

t0

dtnV0I(tn)|t0 >I= (1.98)
= [1 +

+∞∑
n=1

(− i

~
)n

∫ t

t0

dtIV0I(tI)

∫ t1

t0

dt2V0I(t2) . . .

∫ tn−1

t0

dtnV0I(tn)]|t0 >I=

= UI(t, t0)|t0 >Ihe dá una soluzione formale dell'equazione del moto on la ondizione iniziale |t >I= |t0 >I ,ome si veri�a failmente per sostituzione nella eq. (6.6).1.7 Prodotti tempo-ordinatiConviene esprimere i termini della serie ome risultato di una integrazione indipendente sututte le variabili t1, . . . tn, nell'intervallo �sso tra t0 e t. Per fare questo, si introdue il prodottotempo-ordinato (T-prodotto) degli operatori V0I(t1), V0I(t2) . . . , V0I(tn) de�nito, per valori �ssatidelle variabili t1, t2, . . . tn, ome il prodotto degli operatori nell'ordine he orrisponde a valorideresenti del tempo, leggendo da sinistra verso destra:
T (V0I(t1), V0I(t2) . . . , V0I(tn)) = V0I(ta1)V0I(ta2) . . . V0I(tan) (1.99)dove ta1

, ta2
. . . tan

é la permutazione di t1, t2, . . . , tn per ui:
ta1

> ta2
> . . . > tan

(1.100)Nel aso di due operatori, si ha, espliitamente:
T (V0I(I1), V0I(t2)) = θ(t1 − t2)V0I(t1V0I(t2+ (1.101)

+θ(t2 − t1)V0I(t2)V0I(t1)on θ(x) = 0, 1 a seonda he sia x < 0 o x > 0.Consideriamo adesso l'integrale:
∫ t

t0

T (V0I(t1), V0I(t2) . . . , V0I(tn))dt1dt2 . . . dtn (1.102)on tutte le variabili tra t0 e t.



22 ELEMENTI DI MECCANICA QUANTISTICAIl dominio di integrazione si deompone in n! domini, orrispondenti ai possibili ordinamentitemporali delle variabili. Il ontributo del partiolare dominio in ui vale l'ordinamento datodalla (6.19) é dato da:
∫ t

t0

dta1V0I(ta1)

∫ ta1

t0

dta2dV0I(ta2) . . .

∫ tan−1

t0
dtanV0I(tan) (1.103)e quindi oinide proprio on l'integrale he ompare nella (6.17), a meno di un ambiamentotriviale del nome delle variabili. L'istruzione di ordinamento temporale nella (6.21) fá sí he gliintegrali estesi agli n! domini siano tutti uguali alla (6.22), per ui, in onlusione, possiamorisrivere UI(t, t0) nella forma simmetria:

UI(t, t0) = 1 +
∑
n=1

(− i

~
)n

1

n!

∫ t

t0
dt1dt2 . . . dtnT (V0I(t1)V0I(t2) . . . V0I(tn)) (1.104)1.8 Simmetrie e ostanti del motoLe osservabili he ommutano on l'hamiltoniana sono ostanti del moto: il loro valore medioé indipendente da t (fr. l' equazione(1.80)). Come in Meania Classia (fr. il Teorema diNoether), nella Meania Quantistia ' é una relazione diretta tra le simmetrie del sistema�sio e le ostanti del moto.Qualitativamente, parliamo di simmetria tutte le volte he possiamo eseguire una trasfor-mazione sugli apparati he preparano il sistema (nei diversi stati |A >, |B >, et) in modotale da lasiare invarianti le relazioni mutue tra gli stati stessi. In onreto, se indihiamo on

|RA >, |RB >, et. gli stati he si ottengono da |A >, |B >, et. on la trasformazione R, questovuol dire he:
| < RB|RA > |2 = | < B|A > |2 (1.105)per tutti gli stati |A > e |B >.Come ha mostrato Wigner, l' eq. (1.105) da luogo a due alternative, ioé:

< RB|RA >=< B|A > (1.106)ovvero:
< RB|RA >=< B|A > ∗ (1.107)Se vale la ondizione (1.106) la trasformazione é rappresentata da un operatore U(R) lineareed unitario:

|RA >= U(R)|a > (1.108)
U(R)U(R)† = 1



1.8 Simmetrie e ostanti del moto 23La ondizione (1.107) rihiede invee he U(R) sia antilineare ed antiunitario [?℄:
U(R)(α|A > +β|B >) = α∗U(R)|A > +β∗U(R)|B >

U(R)U(R)† = 1 (1.109)La seonda alternativa si applia al aso dell'inversione temporale (time-reversal). Tutte letrasformazioni he lasiano inalterato il verso del tempo devono, invee, essere rappresentate daoperatori unitari, e questo é il aso he onsideremo in questa Sezione. In partiolare, devonoessere unitari gli operatori he rappresentano quei gruppi di trasformazioni he sono onnesseon ontinuitá alla trasformazione identitá (he puó essere sempre rappresentata dall'operatore 1)ome ad esempio le traslazioni o le rotazioni spaziali, onsiderate nella Sez. 1.4.1, o le traslazioninel tempo, Sez. 1.5.1.Data un'osservabile X, de�niamo l' osservabile trasformata ome quella he, sullo stato
|RA >, ha lo stesso valore medio he X ha in |A >:

< RA|XR|RA >=< A|X|A > (1.110)Dalla (1.108) troviamo quindi:
XR = U(R)XU(R)† (1.111)Il aso piú importante é quello dell'Hamiltoniana. Se H é lasiata invariante dalla trasfor-mazione:

HR = U(R)HU(R)† = H (1.112)allora:
[U(R),H] = 0 (1.113)tutti gli operatori U(R) sono delle ostanti del moto.Confrontiamo due esperimenti he partono da due stati he sono l'uno il trasformato dell'altro

|A > e |RA > al tempo t = 0. Nei due asi, al tempo t abbiamo:
|A(t) >= e−

i

~
Ht|A >

|RA(t) >= e−
i

~
Ht|RA >= e−

i

~
HtU(R)|A >=

= U(R)e−
i

~
Ht|A >= U(R)|A(t) > (1.114)In questo aso si parla di simmetria esatta, o onservata, e le formule preedenti indiano hela relazione per ui uno stato é il trasformato dell'altro si onserva nel tempo.Dato un gruppo di trasformazioni ontinue, onsideriamo quelle in�nitamente prossime all'i-dentitá. Per queste, possiamo porre:

U(R) = U(λ) ≡ 1 − iλT (1.115)



24 ELEMENTI DI MECCANICA QUANTISTICAdove λ denota il parametro della trasformazione. Il generatore in�nitesimo, T , deve esserehermitiano dato he U(R) é unitario:
T † = T (1.116)Sulla base della (1.114), il generatore di una simmetria esatta ommuta on H:

• un gruppo ontinuo di simmetrie esatte implia l'esistenza di osservabili onservate, tantequanti sono i parametri indipendenti he aratterizzano il gruppo stesso.La onservazione della quantitá di moto e del momento angolare sono gli esempi piú immediatidi questo risultato, peraltro assolutamente generale.Le osservabili delle teorie quantistihe di ampo, ad esempio la densitá di energia, sonograndezze loali, operatori he possiamo pensare determinati da misure in una piola regionedello spazio-tempo.Indihiamo on Π(~x, t) uno di questi operatori. Il vetore ~x é una variabile numeria (e nonl' operatore oordinata) in quanto é ollegato alla posizione degli apparati marosopii hemisurano Π(~x, t).
Π(~x, t) si ottiene on una traslazione spazio-temporale, a partire da Π(~0, 0) = Π(0). Perquanto riguarda il tempo, dato he Π(~x, t) é un operatore nella rappresentazione di Heisenberg,otteniamo dalla (1.79):

Π(~x, t) = e+
i

~
HtΠ(~x, 0)e−

i

~
Ht (1.117)Per quanto riguarda le variabili spaziali, usando la (1.111) e la (1.39), troviamo, :

Π(~x, t) = e+
i

~
Hte−

i

~
~P ·~xΠ(~0, 0)e+

i

~
~P ·~xe−

i

~
Ht (1.118)Negli esponenti ompare la ombinazione relativistiamente invariante:

Ht− ~P · ~x = Pµxνgµν = Pµx
µ (1.119)L'elemento di matrie tra autostati dell'energia e della quantitá di moto di un operatoreloale ha, di onseguenza, una dipendenza spazio-temporale aratteristia:

< P ′, E′|Π(~x, t)|P,E >=

=< P ′, E′|e+ i

~
(Ht−~P ·~x)Π(~0, 0)e−

i

~
(Ht−~P ′·~x)|P,E >=

= e−
i

~
[(E−E′)t−(~P−~P ′)·~x] < P ′, E′|Π(~0, 0)|P,E > (1.120)
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