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Capitolo 1

LE SIMMETRIE DELLO
SPAZIO-TEMPO

1.1 Il Principio di Relativita

Il punto di partenza della Teoria della Relativita Speciale é la possibilita di identificare dei
sistemi di riferimento inerziali (SI), definiti come quei sistemi in cui vale il Primo Principio della
Dinamica:

(1). Un corpo non soggetto a forze in un SI si muove di moto rettilineo uniforme.

A ben vedere, siamo in presenza di un ragionamento circolare: 1’ assenza di forze si puo’ ac-
certare solo osservando il moto rettilineo uniforme, che pero’ richiede la definizione a priori di un
sistema di riferimento. I fisici risolvono il problema in modo pragmatico, partendo da quelli che
sicuramente non sono sistemi inerziali (un sistema solidale con la mia auto su una strada disse-
stata non é di sicuro inerziale, il moto degli oggetti nell’ auto é fortemente influenzato dalle forze
apparenti) e individuando dei sistemti di riferimento in Natura che sono delle approssimazioni
via via migliori di un SI ideale.

e la nostra casa (su tempi corti rispetto al periodo di rotazione della Terra);
e la Terra (su tempi corti rispetto all’ anno solare);

e il Sole (se ignoriamo il moto orbitale intorno al centro della Galassia);

e la Galassia...

Identificato un SI se ne possono costruire infiniti, di fatto 008, che differiscono per la posizione
dell’origine (3 coordinate) e per una velocita relativa costante (3 componenti). Il Principio di
Relativita Speciale (formulato da Galileo) afferma che:

(2). Le leggi della Fisica sono invarianti per cambiamento di ST
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In un SI dato, i fenomeni fisici sono analizzabili in termini di eventi: accadimenti che si
verificano in un punto Z e ad un dato tempo t. Un evento & quindi caratterizzato da un 4-vettore
che fornisce le coordinate dell’evento in un dato SI:

coordinate = (¢t,Z) = 2* (u=0,..,3) .

Per dare contenuto al Principio di Relativitd dobbiamo stabilire quale sia la legge di trasforma-
zione delle coordinate di un dato evento da un SI, O, ad un altro SI, O’.

Assuminamo, per semplicita che le origini di O e di O’ coincidano al tempo ¢ = 0. La richiesta
che un moto rettilineo uniforme in O sia visto come tale in O’ richiede che la trasformazione sia
lineare e omogenea:

(") = Abz¥ | (1.1)

dove si intende che gli indici ripetuti sono sommati (da 0 a 3) e A ¢’ indipendente da x#.
Ali principi (1) e (2), A. Einstein aggiunge:

(8). La velocita della luce nel vuoto, ¢, é una costante universale, indipendente dal sistema di
riferimento.

Consideriamo due eventi che differiscono per AZ e At, che supponiamo infinitesimi. Definia-
mo lunghezza invariante dell’intervallo (At, AZ) la quantita:

As = (cAt)? — (AZ)? .

Se |AZ| = c|At], i due eventi sono connessi dalla propagazione di un raggio di luce che parte
dal primo evento ed arriva esattemente in coincidenza del secondo. Questa coincidenza si verifica,
ovviamente, in tutti i sistemi di riferimento e, data I'invarianza della velocita della luce, questo
implica che anche le coordinate trasformate debbono corrispondere ad una lunghezza invariante
nulla. In formule:

As = (cAt)? — (AT)2 =0 — As' = (cAt)? — (AZ)? =0
Questa condizione si pud verificare solo se la legge di trasformazione ¢ tale che:
As' = \As |

con A indipendente dalle coordinate ed eventualmente dipendente dal modulo della velocita.
Teniamo conto, adesso, che la relazione tra O ed O’ ¢ perfettamente simmetrica: visto da O, O’
si allontana con la stessa velocita con cui O’ vede viaggiare O. Quindi scambiando i ruoli dei
due sistemi si deve anche avere:

As = MAs, (1.2)

ovvero A = £1. Il caso —1 ¢ escluso dal fatto che le trasformazioni di coordinate sono connesse
con continuitd alla trasformazione identica, che evidentemente ha A = +1; quindi concludiamo
che le trasformazioni (1.1) devono conservare la lunghezza invariante dell’intervallo tra due eventi
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(d’onde il nome attribuito a As). Data la linearita delle trasformazioni, la condizione si estende
immediatamente ad intervalli finiti.

Per formalizzare la condizione (1.2), introduciamo il tensore metrico g,,, che ci permette di
riscrivere As come:

As = g, Azt Ax” (1.3)
G = diag(+1,-1,-1,-1) .

La condizione (1.2) si riscrive come segue:

s = gu,,x'“x'” = gWAgAZ,xpx(’ = (Aggu,,/\g)xpx” =5 (1.5)
che implica evidentemente:
(AﬁguuAZ) = G9po - (1-6)
Considerando il prodotto righe per colonne tra le matrici A e g, I'equazione si riscrive:
AgAT =g . (1.7)

Questa equazione definisce un insieme di matrici che formano, in termini matematici, un gruppo, il
Gruppo di Lorentz. Le trasformazioni di coordinate sono solo una parte di queste trasformazioni,
come vedremo tra poco. Prima, vediamo come funzionano le considerazioni di cui sopra nel caso
concreto delle trasformazioni di Lorentz speciali.
Il sistema) O’ scorre lungo 1'asse positivo delle 2z di O con velocita v. La forma esplicita di

(1.1) e:

Ax' = alAx — ScAt

cAt' = —eAx + CcAt

Ay = Ay; A2 =Az,

con «, 6, €,( da determinare. Inoltre:
s' = (¢% = 6% (cAt)? — (@ — €2)(Ax)? — 2(e¢ — ad)(Azx)(cAt) — (Ay')? — (AZ)? .
Ponendo A = 1 nella (1.2) dobbiamo richiedere s’ = s, cioé:

o= =1

eC—ad=0.
La (1.8) si risolve con:
a = ¢ = cosh(0)
d = e = sinh(0) ,

dove 6 & un parametro reale (la rapidita) collegato alla velocita relativa tra O e O'. Infatti, se
poniamo Az’ = 0 nella (1.8), il secondo membro deve dare I’ equazione oraria di un oggetto
fermo in O’ visto da O, cio¢ Az = v - At. Confrontando otteniamo:

tanh(0) = - (1.8)

C
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e quindi, dalla (1.8), troviamo la forma ben nota della trasformazioni di Lorentz speciali:

Az' = v(Az — Belt)

cAt = y(—BAx + cAt) (1.9)
v 1
ﬁ = E y Y= >
-z

Commenti.
e Dalla (1.8) vediamo che la velocita di un sistema fisico non puo superare c;

e Newton faceva l'ipotesi di un tempo universale, che scorre uguale in tutti i sistemi di
riferimento. Se, invece di usare il Principio (3), poniamo t' = t, le trasformazioni di
Lorentz speciali si riducono alle trasformazioni di Galileo:

d=x—v-t
=t

che si ottengono dalle (1.9) nel limite ¢ — oo (limite non-relativistico).

e Le rotazioni in uno spazio euclideo lasciano invariante la lunghezza pitagorica: sgp =
22+ y? + .... In corrispondenza, esse soddisfano alla relazione di ortogonalitda R- RT =1,
analoga alla (1.7) salvo la sostituzione della matrice g con 1.

Problema 1. Mostrare se A e A soddisfano la (1.7) anche il loro prodotto righe per colonne,
A1 - Ay la soddisfa.

Problema 2. Mostrare che eseguendo due trasformazioni di Lorentz speciali con rapidita 6,
e 05 si ottiene una trasformazione di Lorentz con rapidita 61 + 65. Derivare da qui la legge di

composizione delle velocita:
U1 + U2

1+U1'U2 :

c2

V1 D v =

1.2 Trasformazioni di Lorentz proprie e ortocrone

Dalla (1.7), prendendo il determinante di ambo i membri, troviamo la condizione:

det(A) - det(g) - det(AT) = det(A)? det(g) = det(g) , (1.10)

quindi deve essere det(A) = +1: il gruppo di Lorentz ¢ costituito da almeno due componenti
sconnesse tra loro. Solo la componente con determinante uguale a +1 (trasformazioni di Lo-
rentz proprie) € connessa con continuitd alla trasformazione identita. Le trasformazioni con
determinante —1 sono dette improprie. Un esempio importante di trasformazione impropria ¢é la
trasformazione di Parita, indicata con P:

P:i=-7 t=t. (1.11)
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La componente delle trasformazioni proprie € a sua volta costituita da due componenti scon-
nesse, che sono distinte dal fatto di cambiare o no il verso del tempo. Gli eventi di coordinate (¢, 6)
in O descrivono, al variare di t, la storia di un orologio fermo nell’origine di O. Se applichiamo
la relazione (1.1) troviamo:

t'=A)-t,
quindi, il segno di AJ determina se gli orologi di O’ vanno o no nello stesso verso degli orologi di

O. Le trasformazioni caratterizzate da:
Ag >0 (1.12)

si chiamano ortocrone. Evidentemente, se da O’ passo ad un altro sistema di riferimento O”
con una trasformazione ortocrona, la trasformazione complessiva: O — O’ — O” & anch’essa
ortocrona. Le trasformazioni caratterizzate dalla (1.12) formano dunque un sottogruppo delle
trasformazioni di Lorentz. Un esempio importante di trasformazione impropria e non ortocrona
& 1" inversione del tempo, indicata con T:

T:7" =% t'=-t. (1.13)

Combinando le trasformazioni P e T si ottiene 1" inversione totale, I, che ¢ una trasformazione
non ortocrona anche se propria:
I:a"=—zh. (1.14)

I cambiamenti tra SI fisicamente realizzabili sono connessi con continuitd alla trasformazione
identica e sono ortocroni. Il Principio di Relativita deve valere strettamente solo per queste
trasformazioni:

Le leggi della fisica sono invarianti per trasformazioni di Lorentz proprie e ortocrone il gruppo
corrispondente si indica usualmente con LL.

Commento. Nella fisica classica si ¢ esteso tacitamente questo principio alle trasformazioni
P e T. Tuttavia alcuni processi nucleari e subnucleari non sono invarianti sotto P (decadimenti
B) o sotto T (decadimenti dei mesoni K neutri): la Natura non fa sconti. Per l'inversione
totale, I, vale un discorso diverso. In Meccanica Quantistica Relativistica si pud dimostrare
I'invarianza delle leggi fisiche sotto ’azione combinata dell’inversione, I, e dell’operazione di
scambio particella-antiparticella (teorema TPC).

1.3 Struttura causale dello Spazio-Tempo

L’ invarianza per trasformazioni di Lorentz della lunghezza dell’ intervallo tra due eventi, s,
induce una decomposizione dello spazio-tempo in regioni con una diversa connessione causale ad
un dato evento. Poniamo, per convenienza, un evento A all’ origine delle coordinate spaziali e al
tempo t=0, in un dato SI. Lo spazio-tempo degli eventi (¢, Z) si decompone in quattro regioni in
modo indipendente dal sistema di Tiferimento scelto.

e Eventi con s = 0. Si trovano sulle falde di due coni (coni di luce), che rappresentano le

traiettorie dei raggi di luce uscenti da A (cono futuro) o convergenti in A (cono passato).
Si indicano col nome di eventi di tipo luce (light-like).
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e Eventi con s > 0,f > 0. Riempiono I’ interno del cono di luce futuro: sono gli eventi
che possono essere influenzati dall’ evento A, in quanto raggiungibili da A con segnali
fisicamente realizzabili che viaggiano con velocita inferiore a c.

e Eventi con s > 0,t < 0. Riempiono I’ interno del cono di luce passato: sono gli eventi
che possono influenzare 1’ evento A, con segnali fisicamente realizzabili che viaggiano con
velocita inferiore a c. Questi e quelli del caso precedente si indicano col nome di eventi di
tipo tempo (time-like, cfr. Problema 1)

e Eventi con s < 0. Sono all’ esterno dei coni di luce: sono gli eventi che non possono avere
alcuna relazione causale con A, perché questo richiederebbe segnali con velocita superiore
a c. Gli eventi in questa regione formano il presente assoluto di A. Si indicano col nome
di eventi di tipo spazio (space-like, cfr. Problema 2)

In Meccanica Quantistica la non osservabilita simultanea di due grandezze fisiche é collegata
all'influenza causale che la misura di una di esse puo esercitare sulla misura dell’altra (ad esempio
la misura di p e di x). Consideriamo due grandezze osservabili i cui apparati di misura sono
localizzati in regioni finite dello spazio-tempo (osservabili locali). Quando la regione relativa ad
una delle due osservabili sta interamente nel presente dell’altra, il principio di causalita richiede
che le due osservabili debbano essere simultaneamente misurabili e gli operatori corrispondenti
devono commutare tra loro. Questo principio prende il nome di Microcausalita .

Problema 1. Usando le trasformazioni (1.9) mostrare che se un evento ha s > 0 & possibile
trovare un SI in cui z# = (¢,0) (in conseguenza, questi si chiamano eventi di tipo tempo, o
time-like).

Problema 2. Mostrare che se un evento ha s < 0 & possibile trovare un SI in cui z# = (0, %)
(in conseguenza, questi si chiamano eventi di tipo spazio, o space-like).

1.4 Vettori contravarianti e covarianti

Siano z* ed y* due 4-vettori che si trasformano secondo la (1.1). Nella letteratura, questi
oggetti si indicano col nome di vettori contravarianti (indici in alto). Il prodotto scalare formato
con il tensore metrico é invariante:

(DU : y) = g;wx'uyy = a'y, =yt x,

(@' y) = (z-y) . (1.15)
Nell’ eq.(1.15) abbiamo introdotto dei vettori con gli indici in basso, comunemente indicati come
4-vettori covarianti. La legge di trasformazione di questi vettori, evidentemente, deve essere

tale da fornire un invariante quando un vettore covariante viene moltiplicato per un vettore
contravariante. In effetti ¢ immediato ricavare questa legge partendo dalla (1.15):

y;lt = g,ul/yly = guuA,V;yp .
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Moltiplicando la (1.6) per (A~1)7 troviamo:
gr A = (A1) g,0; ovvero (1.16)
Yy = Ay’ = (A 0g00y” = (A oy,
quindi: i vettori covarianti si trasformano secondo la matrice A=1.
Il quadrivettore 9/dz# trasforma secondo la
v
aiu - ajw N gfw % = (A7 % ’ (L17)

cioé come un quadrivettore covariante. Quindi possiamo scrivere

0 o = 0 0 =

— = = = — ==, - =o! 1.1

OxH <8t ’ V> O oz, <3t ’ V) o (1.18)
da cui segue che, dato un quadrivettore u

0
Dt = aait + Vil = 0, (1.19)
e l'operatore dalambertiano € definito come
0? 9

In termini formali, i vettori covarianti sono gli elementi dell spazio duale allo spazio vettoriale
dei vettori contravarianti. In generale, il duale V' di uno spazio vettoriale V' & definito come lo
spazio dei funzionali lineari sui vettori y*, di funzioni, cioé, definite per ogni y e z, tali che:

f=rfw,
flay+Bz) = af(y) + Bf(2)

con o e  dei numeri (nel nostro caso, numeri reali). E facile convincersi che ogni elemento f di
V' puo essere scritto come:

F@)=> fuy" =ty =(f-v) (1.21)
n

quindi V ha le stesse dimensioni di V ed esiste una corrispondenza biunivoca tra gli elementi di
Ve quelli di V (F. Riesz).

Nel nostro caso, questa corrispondenza si realizza con la matrice metrica g,, che ci da I’
elemento di 17, Yu = Guy", che corrisponde a y#. Con questa relazione, gli elementi di V sono
funzioni invarianti sotto trasformazioni di Lorentz:

f@) =1, se y=Ay.
Usando la relazione (A.5) ¢ immediato vedere che 1’equazione precedente richiede le due leggi di
trasformazione:

v —1
v =AMy L= (AT,
in modo tale che:
') = fuy™ = [ (ALY = f,(A1 - Aoy = 004" = foy” = f(y)

dove 6% ¢ la delta di Kronecker.
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Capitolo 2

LA PARTICELLA LIBERA
CLASSICA

2.1 Equazione oraria

I1 moto nello spazio-tempo di una particella classica (cioé non quantistica) ¢ descritto da un’
equazione oraria: x# = x*(t). Consideriamo 1’ intervallo che separa due posizioni molto vicine
nel tempo e la sua lunghezza invariante:

Azt = (cAt, v - At) (2.1)
As = (Ax-Az)=(1—- ?c)—z)(cAt)2

Evidentemente, Az* é un intervallo di tipo tempo, perché la particella viaggia a velocita
inferiore a quella della luce, quindi esiste un SI in cui Az* ha solo la componente temporale. In
questo SI la particella & ferma (nell” intervallo di tempo considerato) e VAs /c da 1 intervallo di
tempo segnato da un orologio momentaneamente in quiete rispetto ad essa. La nuova variabile si
chiama tempo proprio (proper-time) della particella e lo indicheremo con 7. Per la sua definizione,
un intervallo di tempo proprio € un invariante relativistico e la relazione tra 7 ed il tempo t nel
SI da noi scelto, ¢ data dalla relazione:

dt
dr =+/1- 32 dt = oo (2.2)

Se usiamo il tempo proprio per caratterizzare 1’ equazione oraria della particella, possiamo
definire un quadrivettore velocita, u*:

B d xH(T) B dzH(t)
a7 a (2:3)

ut & evidentemente un 4-vettore covariante, cioé si trasforma come z#. Notiamo il valore delle
sue componenti e dell’ invariante relativo:

uM

ut = (¢, ); (2.4)
guuru” = ut'u, = ? 2.5
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In Meccanica non-relativistica, la quantitd di moto si definisce come p = mu, dove m ¢é la
massa inerziale. Analogamente definiamo il 4-vettore quantita di moto come:

pt' = mut (2.6)

dove m é una costante che caratterizza la particella e che evidentemente coincide con la massa
inerziale per piccole velocitd. Per questo, m si chiama la massa di riposo della particella. La
massa di riposo € un invariante relativistico, come si vede dalla relazione:

p* = p'pu = (me)? (2.7)

La componente temporale di p* & legata all’ energia della particella. Calcoliamola esplicita-
mente a partire dalla relazione:

2 2 0\2 2
p° = (mec)” = (p')” — (p) (2.8)
da cui :
O PTG~ 2me + I 2:9)
=+/(mec ~ —(mc* + — .
P b c 2m
dove il passaggio finale é valido per piccole velocita. La componente temporale di p*”, in questo
limite, ¢ eguale all’ energia cinetica divisa per ¢ piu’ una costante legata alla massa di riposo.
In meccanica classica, 1’ energia é sempre definita a meno di una costante, quindi possiamo
identificare p° con 1’ energia della particella divisa per c:

pt = (E,ﬁ) (2.10)

Arriviamo dunque alla conclusione importante che in una formulazione relativistica la quantitd di
moto e l” energia fanno parte di un unico oggetto fisico, il 4-vettore impulso-energia (o 4-momento)
pH.

Le leggi di trasformazione delle componenti di p* per trasformazioni di coordinate seguono
immediatamente dalla natura di 4-vettore di p* . Nel caso particolare delle trasformazioni di
Lorentz speciali lungo 1’ asse x, abbiamo (le quantita con accento si riferiscono al SI O’ quelle
senza accento ad O):

Pl =0' - 57) (2.11)
% =y(—06p" + E)
12 3

p?=p% 0P =p
Se la particella € in quiete in O, troviamo, in particolare:
¢ =ymc?; p' =~fme (2.12)

La velocita della particella, in qualsiasi SI, ¢ data da:

8= v (2.13)

6/
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Commento: Nel derivare il valore di p° nella (7.29) a partire dalla (2.8) abbiamo scelto la radice
positiva. Sembra un passaggio innocuo, ma vediamolo meglio. La radice negativa é separata da
quella positiva da un intervallo di almeno di 2mc?. In Meccanica Classica 1’ energia varia con
continuita, quindi se se assumiamo che la particella abbia E > mc? all’ inizio, essa non potra mai
finire in uno stato con E < —mc?. In Meccanica Quantistica, tuttavia, I’ energia puo’ variare con
discontinuita e non possiamo escludere transizioni da stati con E > mc? a stati con E < —mc?.

L’ aggiramento di questa difficoltd porta direttamente al concetto di antiparticella.

2.2 Particelle di massa nulla

La condizione (2.7) permette di considerare il limite m — 0. In questo caso, in qualunque

SI:

b =p" (2.14)
B=1

la particella viaggia alla velocita della luce in qualsiasi stato di moto ed in qualsiasi SI. Eviden-
temente, i quanti di luce, fotoni, godono di questa proprieta: il fotone é una particella con massa
di riposo nulla.

Nonostante la (2.7) ammetta un limite continuo per m — 0, le particelle con massa m > 0
sono intrinsecamente diverse da quelle con massa nulla, comunque piccolo sia il valore di m: 4l
limite m — 0 é intrinsecamente discontinuo.

Il modo piu’ semplice di ottenere questo risultato sta nel constatare che il gruppo di simmetria
della quantita di moto (il Gruppo Piccolo (little group) introdotto da E. Wigner) ¢ diverso nei
due casi.

e Se p* & il momento di una particella di massa non nulla, possiamo trovare un SI in cui
p* ha solo la componente temporale (il suo sistema di quiete). Nel sistema di quiete,
pH = (ch,ﬁ) e il gruppo di trasformazioni che lasciano invariato il momento € 1’ intero
gruppo delle rotazioni dello spazio tridimensionale, O(3), il gruppo delle matrici ortogonali
a tre dimensioni.

e Se p* & il momento di una particella di massa nulla, possiamo porlo nella forma: p* =
(I7],9). 1l gruppo di invarianza ¢é adesso quello delle rotazioni nel piano ortogonale al
versore di P, le matrici ortogonali in due dimensioni, O(2), un gruppo commutativo molto
piu’ piccolo di O(3).

Si vede dunque che se facciamo tendere m — 0 il gruppo piccolo cambia con discontinuitd da
O(3) and O(2). In Meccanica Quantistica, il gruppo piccolo determina le proprieta dello spin
della particella. Per una particella con massa, lo spin coincide con il momento angolare a riposo
e gli stati formano quindi una rappresentazione del gruppo delle rotazioni in 3 dimensioni: una
particella di spin S possiede 25 + 1 stati di spin.

Al contrario, una particella di massa nulla non puo’ essere messa a riposo, il suo momento
angolare intrinseco ¢ definito dalle rotazioni intorno a p, gli elementi di O(2), che ammettono
rappresentazioni unidimensionali corrispondenti a S, = n/2 con un dato n intero. Se ammettiamo
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la parit4, P, come una buona simmetria, devono esistere due stati con S, = £n/2. Ad esempio,
il fotone ha due stati di spin, corrispondenti a S, = £1 e non tre, come competerebbe ad una
particella di spin 1.

2.3 Principio di Azione per la particella libera

I risultati della precedente Sezione sono talmente importanti da meritare una derivazione
indipendente. Allo stesso tempo, questo ci permette di introdurre la formulazione della dinamica
relativistica basata sul Principio di Azione, che ha un’ importanza fondamentale nella Meccanica
Quantistica.

Consideriamo una traiettoria nello spazio-tempo, x*(t), che parte ed arriva in due eventi
fissati:

= (Ctl,fl) (215)

Data x#(t), possiamo definire I Azione, S(zf, z%):

s— [ L. ow) d (2.16)

t1
La traiettoria effettivamente percorsa é determinata dal Principio di Azione:
e La traiettoria della particella corrisponde al minimo dell’ Azione.

Nota la funzione Lagrangiana, il principio di Minima Azione da luogo alle equazioni di
Lagrange, che in Meccanica Classica rimpiazzano a tutti gli effetti le equazioni di Newton,
F =ma:

doL 0L

dtov o
La richiesta che le leggi del moto siano invarianti per cambiamento di SI si traduce nel semplice
enunciato:

(2.17)

e L’ Azione deve essere invariante per trasformazioni di Lorentz.

Applicato al nostro caso, questo vuol dire:
L(Z(t),v(t)) dt = invariante

Per una particella libera, I’ unico invariante non trivialmente costante é il tempo proprio, dr e
quindi deve essere:

v3 (1)
2

h
—
8
—
~
N—
1

(t) dt = —adr=—ay/1— dt (2.18)
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con « una costante. Il valore di a ¢ determinato dal limite non relativstico, in cui L deve tendere
all’ energia cinetica della particella, 1/2mwv?, a meno di una costante additiva irrilevante. Per
piccoli valori di v(t) troviamo:

2
av

L— — —; 2.19
= —at oo (2.19)

— o =mc

quindi la Lagrangiana della particella libera é:
v(t)?

L=—mc*\/1— = (2.20)

La quantitd di moto é data dal momento coniugato alla £ mentre 1’ energia ¢ I’ Hamiltoniana.
Troviamo quindi:

p=— = i 2.21

I risultati in (2.21) confermano la definizione del 4-momento data nella (2.6).
Le equazioni di Lagrange che discendono dalla (2.20) e dalla (2.17) sono:

d .
P =0 (1=1,2,3) (2.22)

Inoltre, dalla condizione (2.7) troviamo:

pldp’ —p-dp =0 (2.23)
e quindi:
d g
—p =0 2.24
5P (2.24)
In totale, abbiamo ottenuto le equazioni del moto covarianti:
d d
—pt =) = —pH 2.25
at” ar’ (2.25)

che esprimono la conservazione della quantitd di moto e dell’ energia.

2.4 La relazione massa-energia

Per illustrare il significato dell” energia di riposo, consideriamo un sistema costituito da diverse
particelle (in breve, un gas). Il 4-momento totale ¢ dato, naturalmente, da:

Pr=>"pl's e (2.26)
%

ﬁzz;ﬁ}; cPozE:Zei
7



22 LA PARTICELLA LIBERA CLASSICA

Per un sistema di questo tipo esiste un SI in cui P/ =0 (sistema del centro di massa). Questo si
vede dalla (2.11): orientiamo P lungo I’ asse x e richiediamo che sia P'' = 0. Troviamo:

5= % (2.27)

che é sempre in modulo minore di uno, visto che:

Pl <cd) il <> e=E (2.28)
i

L’ energia totale, Ey, in questo sistema di riferimento definisce la massa di riposo del sistema
Ey = Myc? (2.29)
mentre 1’ energia in un altro SI, , ¢ data da una formula analoga alla (2.12):
= yMyc? (2.30)

Vediamo adesso piu’ da vicino My. Nel limite in cui le particelle del gas sono non-relativistiche,
abbiamo: 1 T
MOZC_QZQ:ZWJFC—Q (2.31)
1

dove T & I’ energia cinetica contenuta nel gas. Se aumentiamo o diminuiamo questa energia,
scaldando o raffreddando il gas stesso, la massa di riposo varia secondo la legge:

Se introduciamo un’ interazione tra le particelle del gas, questo aggiunge al seconde termine della
(2.31) una quantita V' che puo’ essere positiva o negativa.
La conclusione € che la massa di riposo di un sistema composto differisce dalla somma delle

masse di riposo dei suoi costituenti e la differenza puo’ essere liberata (o deve essere fornita)
sotto forma di una quantita di energia data ancora dalla relazione (2.32):

AE =Q = (M, — Zmi)CQ (2.33)

Le (2.32) e (2.33) forniscono la relazione massa-energia di Einstein, dalle innumerevoli appli-
cazioni in fisica e nella pratica.

D’ ora in avanti, le masse delle particelle atomiche e subatomiche saranno date sempre in
unita di energia, secondo la (2.32), usando le unita: 1 MeV = 1000 KeV = 10° eV.

Da ricordare:

e clettrone: M, = 0.511 MeV;
e protone: Mp = 938.27 MeV; neutrone: My = 939.57 MeV;

e deutone: Mp = 1875.61 MeV.
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Un esempio importante. L’ energia emessa dal Sole é prodotta dalla fusione di quattro
protoni in due nuclei di Elio. La fusione avviene attraverso una sequenza di rezioni, la cosiddetta
sequenza P-P (questa ¢ la sequenza principale; ci sono diverse sequenze secondarie studiate da
H. Bethe negli anni ’30; ricordare che Protone = H', Deutone = H?):

P+P—H*>+e"+v (2.34)
H?>4+ P — Hed ++ (2.35)
He® + Hed - He*+ P+ P (2.36)

La reazione complessiva puo’ essere scritta come:
AP +2e~ — He* +2et +2¢™ 4+ 2v (2.37)

I positroni si annichilano con gli elettroni del mezzo liberando energia. Quindi in totale, 1’ energia
termica liberata ogni 4 protoni é:

Eierm=0Q—-2<E, > (238)
Q =4Mp +2M, — 2Mp. = 26.7MeV

< E, > é 1 energia media portata via dai neutrini, che lasciano il Sole indisturbati. L’energia
dei neutrini & distribuita con continuité tra zero (assumendo la massa del neutrino trascurabile)
e il valore del @) nella formazione del deuterio:

Q(H'+ H' — H?*) =2Mp — Mp — M, = 0.42MeV (2.39)

Commento. Secondo la Meccanica Quantistica Relativistica, esistono reazioni in cui alcune
particelle possono essere create o distrutte, ad esempio I’ annichilazione protone-antiprotone. In
questi casi la variazione di energia nella relazione (2.32) include I’ intera massa di riposo delle
particelle coinvolte.

Problema. Sapendo che: (i) il Sole contiene circa N= 105 protoni, (ii) la costante solare
(flusso di energia solare sulla Terra) é&: Ko = 3.3 - 10~2cal cm™2 sec™!; (iii) la Terra dista dal
Sole 8 minuti—luce, (iv) I’ energia portata dai neutrini & trascurabile, sapreste stimare la durata
di vita del Sole dalle (2.37) e (2.38)7

Risposta. Cominciamo col calcolare il flusso di energia del Sole, che ¢ uguale a quello che
attraversa una sfera di raggio pari alla distanza Terra-Sole. Dai valori della velocita della luce e
della costante solare, troviamo:

R=14-10"%cm (2.40)
Wieor = 4TR*Ky ~ 3.6 - 100 J /sec = 2.2- 10% MeV /sec

dove abbiamo usato:

lcal = 4.584 J = 2.6 - 10" eV (2.41)
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I1 numero di protoni che fondono per secondo, sulla base della (2.37) ¢ quindi:

— " —_)\.N= 2.42
R T (2.42)

=4 -Wsu/Q =34 10%® protoni/sec = 3.4 - 107%® . Nsec ! =1.1-1071°. N anni~!
la vita del Sole, stimata in questo modo approssimato, é:
7 = A"' >~ 10 miliardi di anni (2.43)

che fornisce un ordine di grandezza giustificato dai dati astronomici.



Capitolo 3

TEORIA LAGRANGIANA DEI
CAMPI

In Meccanica Classica si considerano due tipi di sistemi fisici. I punti materiali (particelle)
che hanno per variabili dinamiche le coordinate Z(t) e i campi (onde): sistemi dinamici descritti
da una o piu’ funzioni continue delle coordinate e del tempo:

¢ = ¢(7,1) = ¢(x) (3.1)

L’ esempio piu’ importante di questo tipo di sistema & il campo elettromagnetico descritto da due
vettori in ogni punto, corrispondenti ai valori del campo elettrico, E(Z,t) e del campo magnetico
B(Z,t).

3.1 Il Principio di Azione

In analogia con la meccanica dei sistemi ad un numero finito di gradi di liberté, é conveniente
derivare le equazioni del campo da un Principio di Azione. Si introduce I’ Azione come integrale
sul tempo della Lagrangiana, tra due istanti fissati, t1 < to:

to
S = L dt (3.2)

t1

La Lagrangiana di un sistema di punti € la somma sui diversi gradi di libertd. Nel caso del
campo, i gradi di liberta sono localizzate in ogni punto dell spazio, quindi:

L= [ d% £6,0,.2) (33)
dove abbiamo indicato con ¢, le derivate dei campi rispetto alle coordinate:

_ 9

Ozt

¢u(5'3)
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La funzione L prende il nome di densitd di Lagrangiana, o anche semplicemente, per brevita,
Langrangiana e dipende dai campi (le variabili dinamiche) e dalle loro derivate. Le derivate
temporali sono la generalizzazione delle velocita, mentre la dipendenza della Lagrangiana dalle
derivate spaziali permette di accoppiare tra loro i gradi di libert4 in punti vicini nello spazio.

Abbiamo considerato una possibile dipendenza esplicita della Lagrangiana dalle coordinate
spazio-temporali, per descrivere I’ azioni di possibili agenti esterni al sistema dei campi. Per un
sistema isolato, questa dipendenza non puo’ esserci e la Lagrangiana dipende dalle coordinate
solo attraverso i campi e le loro derivate.

In termini di L:

S= [ dz L($,p, 1) (3.4)
Vs
dove V4 ¢ la regione dello spazio-tempo limitata dalle ipersuperfici I'1 :t =ty e, 'y it =ty .

Immaginiamo di fissare i valori dei campi su I'1 2. Il Principio di Minima Azione stabilisce

che:

e | effettiva evoluzione del campo tra questi valori ¢ data dalle funzioni ¢(x) = ¢(&,t) che
rendono S minima, con condizioni su I'y 5 fissate.

Notiamo che la densitd di Lagrangiana non é fissata univocamente. Poiché nel Principio
di Azione si stipula di tenere fissi i campi sui bordi di Vj, possiamo aggiungere alla densité
di Lagrangiana la divergenza di un qualsiasi 4-vettore senza cambiare il minimo dell’ Azione e
quindi le equazioni del moto.

Per ricavare le equazioni differenziali che determinano I’ evoluzione del campo, poniamo:

¢(z) = ¢(z) +0¢(x); I6(Z,t1) = 6(Z,t2) =0 (3.5)

la condizione di Minima Azione si traduce nell’ equazione:

o 4 0L oL B 4 ar
65—0_/d 5500+ 55,3009 _/d [a¢5¢+aau¢a Sol = (36)
oL or
diz O 6p + [ d'z 9, )
= [ate 55~ ouigg e + [ ate oo

poiché §(0,)¢ = 0,0¢. Dato che le variazioni dei campi si annullano al bordo della regione di
integrazione, 1" ultimo termine nella (3.6) ¢ nullo. Inoltre, la (3.6) deve valere per variazioni d¢
arbitrarie, quindi la funzione tra parentesi quadre si deve annullare identicamente in . Troviamo
cosi’ le equazioni di Eulero-Lagrange:

oL oL
aﬂ(aau¢) = 8_¢

(3.7)

un sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali. Naturalmente, se abbiamo diversi
campi ¢!, i = 1,..., N, abbiamo un’ equazione per ciascuna componente.

Nella meccanica Newtoniana, il moto di un punto é determinato se diamo posizione e velocita
ad un istante fissato. L’ estensione di questo principio sta nel richiedere che L sia al piu’ quadra-
tica nelle derivate dei campi e noi seguiremo questo principio. In questo caso, 0L/00,,¢ ¢ lineare
in 0,¢, I’ equazione di Eulero-Lagrange ¢ alle derivate seconde e la soluzione ¢ determinata una
volta assegnati il campo e la sua derivata temporale sull’ ipersuperficie ¢ = t1.
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Invarianza Relativistica L’ invarianza relativistica della teoria si traduce nella semplice
richiesta che I’ Azione sia relativisticamente invariante. La misura nello spazio-tempo & essa
stessa invariante, visto che, per una trasformazione di Lorentz, A:

dz’ = det(N)d*z = d*zx (3.8)
quindi

e |’ invarianza relativistica dell” Azione richiede che la densita di lagrangiana L sia essa stessa
invariante.

3.2 Hamiltoniana e formalismo canonico

11 passaggio al formalismo canonico inizia con la definizione del momento coniugato a ciascuna
variabile dinamica. Nel caso di una teoria di campo, definiamo la densitd di momento coniugato:

o
oL

e si intende che I’ equazione (3.9) deve servire ad esprimere ;¢ in funzione di ¢, Vo, . Succes-
sivamente si definisce la densitd di Hamiltoniana:

(&, 1) (3.9)

H(m,¢) =m0 — L; H= /dgmH. (3.10)

Da notare che la densitd di Hamiltoniana é una grandezza ausiliaria: solo I’ Hamiltoniana &
fisicamente rilevante mentre la densitd di Hamiltoniana & definita a meno della 3-divergenza di
un vettore, che si integra a zero quando i campi si annullano all’ infinito.

Le equazioni del moto dei campi si ottengono semplicemente differenziando la (3.10) ed
usando le equazioni di Eulero-Lagrange.

Poniamo:

o(z) = ¢(x) + dp(x); w(x) =7(x) +dm(x); t=1t+0dt (3.11)
Troviamo allora:

oL oL o O

§H = /d?’a: <at¢ 57 + 75(0,0) 5 — —— - §(V) — @6(8@)) - (312

ole) oV
- / 3z %—fét =
= /d% (m om — Oy 0 — V - (68%5@) - /d% %&
dove abbiamo usato le equazioni di Eulero-Lagrange nella forma:
oL = oL oL _ By (3.13)

9 ove 000

Possiamo scartare la 3-divergenza dal differenziale dell’ Hamiltoniana, ed otteniamo cosi:
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6H = / d3x (8¢ om0 — Oy 5¢p) — / dx %—L& (3.14)

D’ altro canto, dal fatto che la densita di Hamiltoniana dipende da ¢, 6@5 e m, risulta (sempre
scartando 3-divergenze):

OH = OH OH
SH= [ &z |——on V- 5 x ——6t 3.15
/ [ ! (f% oV ¢> 4 / ot (319)
Eguagliando i coefficienti dei differenziali nelle (3.14) e (3.15), troviamo le equazioni di
Hamilton:

OH
3t¢—%7 (3.16)
oH - OH
o= (22 _g. 2L,
=56 aw)
OH _ 9L
ot 0Ot

Nella seconda equazione appare la derivata rispetto a 6¢, dovuta al fatto che in £, e quindi
in H, abbiamo trattato separatamente la dipendenza da ¢ e da V¢. Di fatto tutto il termine
tra parentesi corrisponde alla quantita (0H/0q) nel caso di un grado di liberta. Dalla terza

equazione troviamo:
dH 3 OH 3 OL
= 1
dt ¢ ot / ¢ ot (8.17)

Per un sistema isolato, come abbiamo visto, la densita di Lagrangiana puo’ dipendere dal punto
dello spazio-tempo solo attraverso i campi. Di conseguenza, per un sistema isolato ritroviamo
la legge di conservazione dell’ energia: I’ Hamiltoniana di un sistema isolato é una costante del
moto. Lo stesso vale sotto la condizione piu’ debole che il sistema sia indipendente dal tempo.

Funzionali e derivate funzionali Da un punto di vista matematico, la Hamiltoniana
in (3.10) & un funzionale della densitd di hamiltoniana: una legge che ad ogni funzione data,
‘H, associa un numero. Il funzionale é quindi una funzione definita sullo spazio delle funzioni,
piuttosto che sullo spazio dei reali o dei complessi. Analogamente a quello che si fa per le funzioni,
possiamo introdurre il concetto di derivata di un funzionale al modo seguente.

Sia: H[f] un funzionale della funzione f(#)! . Definiamo la derivata funzionale a partire
dalla variazione:

0H = H[f(Z) + 6°(7 — §)e] - H[f(Z)] (3.18)

ponendo:
OH . H[f (%) + *(7 — §)e] - H[f(7)]
= = M0
) €
in linea con il caso considerato in questa Sezione, consideriamo funzioni di una variabile
tridimensionale. La generalizzazione ad altre dimensioni é ovvia.

(3.19)

1
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Nel caso dell”’ Hamiltoniana abbiamo:

H = / a3z H(p, ) (3.20)
da cui, ad esempio:
H OH
" 21
om on (3:21)

Anche una normale funzione pud essere considerata un particolare funzionale, secondo la
formula:

f(y) = / dx §(x — )/ (x) (3.22)

In questo caso, la variabile y che compare al primo membro é semplicemente un simbolo inerte,
e f(x) ¢ I’ argomento del funzionale. Per la derivata funzionale, si trova facilmente:
5/ (y)
Se introduciamo il concetto di derivata funzionale, il secondo membro delle equazioni di
Hamilton prende un aspetto pia simile a quello del caso ad un numero finito di gradi di liberté.
Applicando la definizione (3.19), le equazioni di Hamilton (3.17) si possono porre nella forma?:

oH
Kho(z) = 5n(2)
om(z) = _5;551(_::) (3.24)

Parentesi di Poisson Le osservabili nel formalismo canonico sono, in genere, funzionali di
m(x) e ¢(x). Date due osservabili, A e B, possiamo introdurre le Parentesi di Poisson, in analogia
al caso finito dimensionale, definite come:

{A,B} = /d% (5(‘;{;) °B 0B oA > = —{B, A} (3.25)

om(z)  0¢(x) om(x)
Si dimostra facilmente che:

dp(x)  om(x)

do(y) — omly) !
0p(x) 3 -

Usando le parentesi di Poisson possiamo dare ancora un’ altra forma alle equazioni di
Hamilton:

Opp = {¢a H}
oy = {m,H} (3.27)

Le equazioni (3.26) e (3.27) sono il punto di partenza della quantizzazione canonica di una
teoria di campo.

ZNotiamo, sulla base della (3.19), che le dimensioni fisiche delle derivate funzionali che appaiono nelle
equazioni precedenti sono eguali alle dimensioni di H meno le dimensioni di ¢ o di 7 meno [lunghezza?|,
ovvero sono la dimensioni di H meno le dimensioni di ¢ o di 7.
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Problema Dimostrare che:

{A{B,C}} +{B,{C,A}} +{C,{A,B}} =0 (3.28)

3.3 Trasformazioni dei campi

Per costruire lagrangiane relativisticamente invarianti, dobbiamo partire dalle leggi di trasfor-
mazione dei campi, le relazioni che legano il campo osservato nel SI O, ¢(z), al valore osservato
in O, ¢'(2), in corripondenza ad uno stesso evento nello spazio-tempo, descritto dalle coordinate
e in Oein O

't = AL 2V (3.29)
Il caso piu’ semplice & quello di un campo scalare in cui i due valori sono gli stessi:
¢'(z') = ¢(x) (3.30)
Le derivate di ¢ si trasformano come vettori covarianti, Sez 1.4:
o¢' (x 0 oz 0 0
Ox'H Ox'H ox'* A H QxA

¢ immediato controllare che, invece, le derivate rispetto alle z,, trasformano come vettori contra-

varianti: 08 (2!) 96
x
= A} — 3.32
6% A 8£C>\ ( )
In conseguenza, indicheremo le derivate come:
00 _ o g4 9P _ u_gu
o — On = Oudi Dy ¢ = 0. (3.33)

Con le derivate successive, si possono costruire tensori a molti indici, con le corrispondenti
proprieta di trasformazione:

o 0 o 0

= Qw1 Ozt Dz, Oxyy

i ()

o(x); (3.34)

IN\V1,U2,... AN —1\ 1 —1\ A2 V1 AV2 01,02,
(QS ),u,l,/.l,g,...('r ) - (A ),ul (A )MQ"'APIAPQ"' )\17)\27,,,(3:)
Estendendo il caso del campo scalare, possiamo definire dei campi tensoriali, funzioni di

x# dotate di un certo numero di indici in alto (covarianti), ns, e in basso (contravarianti), ng,
Fjin2(x) le cui leggi di trasformazione sono le stesse della (3.34):

—1\A(A—T\A P2
(P (@) = (A7) (AT )p2 AL A2 L F () (3.35)
Esempi importanti sono il tensore antisimmetrico di Maxwell, F*(x) = —F"*(x), che descrive

il campo elettromagnetico, ed il campo vettoriale, A*(x), che descrive il potenziale vettore.

Il rango di un tensore (il numero di indici covarianti e contravarianti) si puo’ ridurre con-
traendo gli indici con tensori invarianti (cioé tali che 77 = T'). Per le trasformazioni di Lorentz
ci sono tre tipi di operazioni invarianti:
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e contrazione di un indice covariante e uno contravariante con la delta di Kronecker: 6%;

e contrazione di due indici covarianti con il tensore: g, (ovvero due indici contravarianti
con g);

e contrazione con il tensore di Levi-Civita: €,,,,, completamente antisimmetrico e definito
come:

€0123 = +1 (3.36)
€prpopzpa = 0 (due indici uguali)

€prpopzpa = T1 0 p1, ph2, 13, pa = permutazione pari/dispari di 0123

Per mostrare che il tensore di Levi-Civita ¢ invariante, consideriamo:
- B1 A K2 A H3 A B4
X0123 = € papapa Mo A7 A5 AG (3.37)

X & la somma di tutti i prodotti formati con elementi presi da righe e da colonne tutte diverse
tra loro, con il segno della permutazione che trasforma (0,1,2,3,) in (u1, 12, 43, pg). Quindi
X = detA = 1. Inoltre X,,,, = 0 se due indici sono eguali, X,,,, = &1 a seconda che la
permutazione sia pari o dispari. Ne segue:

M1 A2 A3 AH4e
€M1H2H3M4Ap1 Apz Aps Ap4 = €p1p2p3pa (3.38)

e quindi I’ invarianza richiesta.

I tensori di un dato rango ng,n, descrivono una varietd lineare. Un tensore si dice riducibile
se questa varieta lineare contiene sottospazi invarianti sotto le trasformazioni (3.35) che siano
non-triviali (cio¢ diversi da 0 e dalla variet4 stessa). Altrimenti il tensore & irriducibile.

Eventuali sottospazi invarianti si possono ottenere proiettando il tensore generico con le
operazioni invarianti descritte prima. Per un tensore irriducibile le operazioni invarianti danno
zero o proiettano su tutto lo spazio di partenza.

Contraendo completamente gli indici di prodotti di campi tensoriali e delle loro derivate si
ottengono tensori di rango nullo (privi di indici liberi) che sono invarianti (si trasformano come
il campo scalare nella (3.30)). Queste combinazioni invarianti sono i blocchi con cui costruire la
densitd di lagrangiana, che descrive la dinamica del campo.

Esempio 1. Un caso importante & quello dei tensori a due indici covarianti antisimmetrici.
Evidentemente, questi tensori hanno 4 - 3/2 = 6 componenti indipendenti, che possono essere
organizzate in 3-vettori al modo seguente:

0 B3 —-B? E!
-B> 0 B E?
B> —-B' 0 E3
—E' —E? —-E3 0

R — i (3.39)
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L’ applicazione del tensore di Levi-Civita porta alla definizione del tensore duale, F*:

% 12% 1 1 v
FH = gt g 15 € ap AP — §€M o e (3.40)

—

Non ¢ difficile vedere che F' si ottiene da F con le sostituzioni: E — —é; B — E:

0 E?} —E? B!

—E3 0 E' —B?

E2 —-F' o -B?
B' B? B3 0

FH = (3.41)

L’ applicazione del tensore di Levi-Civita trasforma lo spazio di questi tensori in se stesso:

1 _ 1 _
§euy>\p FY = Fr. —e’“’/\pF/\p = —FmW (3.42)
(abbiamo usato la relazione €%'?® = —1). A partire da queste relazioni, possiamo definire

due componenti irriducibili, che corrispondono agli autovalori 44 delle trasformazioni di dualita
(3.42):

(XE)W = FHv 4 FHv (3.43)
1
3¢ (XY = Fi(XE)P

Poiché abbiamo usato solo operazioni invarianti, la decomposizione (3.43) ¢ invariante per tra-
sformazioni di Lorentz e lo spazio dei tensori antisimmetrici a due indici si decompone in due
sottospazi invarianti di dimensione 3 ciascuno.

Questi due sottospazi formano un complesso unico se aggiungiamo 1’ operazione Parita (cfr.
Cap. 1). Sotto Parita, i vettori Ee B si comportano, rispettivamente, come un vettore polare
ed un vettore assiale:

P:E(#t) — —E(Zz,t); B(Z,t) — +B(Zx,t) (3.44)
e quindi:

P:X*Zt)=f(EFiB) — f(—EFiB) = —f(E +iB) = —X T (-, (3.45)

Alle stesse conclusioni si arriva considerando i due invarianti quadratici che possiamo costruire
a partire da F' e F":

Ly =2 F"E,, = (E)? - (B)? (3.46)

>—ll\3|>—l

Ly== F"F, = (E. B)

\V)

La forma delle (3.46) suggerisce di considerare i vettori complessi:
(Z)* = E TiB; (3.47)
(2)F-(2)F = Li F 2L,
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I quadrati dei due 3-vettori sono separatamente conservati nelle trasformazioni di Lorentz, che
quindi trasformano tra di loro le componenti di ciascuno di essi. La trasformazione di Parita
scambia evidentemente Z con —Z .

Esempio 2. Tensori a due indici simmetrici, entrambi covarianti (o contravarianti): T
(ovvero T),,). In questo caso, la proiezione con g, da un invariante e lo spazio si decompone
nello spazio dei tensori simmetrici e senza traccia, g,,, T*” = 0, di dimensione 9, e in uno spazio
unidimensionale dei tensori della forma g*” T.

Commento. La classificazione dei tensori irriducibili ¢ discussa in [1]. Da un punto di vista
algebrico, si trova che il gruppo di Lorentz & equivalente al prodotto di due gruppi di rotazioni:
LL = SU(2) ® SU(2). Quindi i tensori irriducibili sono caratterizzati da due momenti angolari:
j1 e ja. I tensori che appartengono alla rappresentazion irriducibile (ji,j2) hanno dimensione
4= (2j1 +1)(2j + 1)

I quadrivettori (contravarianti o covarianti) corrispondono alla rappresentazione (1/2,1/2)
di SU(2) ® SU(2). I tensori a molti indici descritti prima si ottengono dai prodotti tensoriali
di questa rappresentazione. Ad esempio, i tensori a due indici contravarianti: 7}, , sono generati
dal prodotto

(1/2,1/2) ® (1/2,1/2) = (14+0,1+0) = [(1,1) & (0,0)] & [(1,0) & (0, 1)] (3.48)

Abbiamo posto le parentesi per separare i tensori simmetrici (quelli senza traccia piu’ la trac-
cia) da quelli antisimmetrici. Notiamo la semplicitd con cui la legge di composizione dei mo-
menti angolari riproduce la decomposizione in componenti irriducibili, in particolare la loro
dimensionalité.

Problema. Scrivere esplicitamente le trasformazioni delle componenti di F*¥ per trasforma-
zioni di Lorentz Speciali (velocita lungo 1’ asse 1) e mostrare che queste trasformano separata-
mente tra loro le componenti di E+iBeE —iB. Questo risulatto dimostra ancora una volta
la decomposizione di F*¥ in componenti invarianti (infatti, la stessa proprieta é evidentemente
vera anche per le rotazioni spaziali, quindi per tutte le trasformazioni di LL che si ottengono
combinando i due tipi di trasformazioni).

3.4 Simmetrie continue

Nelle Sezioni precedenti abbiamo fatto riferimento a due osservatori che studiano lo stesso
sistema di eventi (ad esempio una certa configurazione fisica di campi) a partire da due differenti
Sistemi Inerziali.

Il Principio di Relativitéa richiede che i due SI siano assolutamente equivalenti, quindi ciascun
osservatore arrivera, per suo conto, a descrivere la dinamica dei campi con un’ Azione e una
densitda di Lagrangiana che hanno la stessa dipendenza funzionale dai campi. L’ invarianza
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relativistica richiede allora:
S(@) = [ata’ L6, 0 0)a') = S(0) = [ d'a Lo oula)a] (3.9

se ¢(x), z e ¢/ ('), 2’ sono le componenti del campo e le coordinate associate ad un dato evento
nei due SI, eqq. (3.29) e (3.35).

Possiamo considerare 1’ eq. (3.49) da un altro punto di vista, come 1’ invarianza (o simmetria)
dell’ Azione per la trasformazione che sostituisce ¢(x), = con ¢/(z’), 2’ in uno stesso sistema di
riferimento:

$(z) — ¢'(a') (3.50)

Visto cosi, il Principio di Relativita esprime semplicemente la simmetria dell’ Azione sotto il
gruppo di simmetria delle trasformazioni di Lorentz (proprie ed ortocrone) e possiamo studiare
le conseguenze di questa simmetria allo stesso tempo di altre possibili simmetrie della Azione che
pure prendono la forma generale (3.50), con diverse realizzazioni della legge di trasformazione.

Per quanto riguarda le coordinate, ci limiteremo ad aggiungere le traslazioni dell’ origine dello
spazio tempo. Queste trasformazioni, unite alle trasforrmazioni di Lorentz proprie e ortocrone,
formano il Gruppo di Poincaré, che é il gruppo di simmetria naturale dello spazio-tempo della
Relativitéd Speciale.

Rientrano anche nella forma (3.50) le trasformazioni che cambiano i campi ma non le coordi-
nate, ¥’ = x, che prendono il nome di simmetrie interne, ad esempio le trasformazioni della fase
dei campi complessi che considereremo estesamente nel seguito.

In questa Sezione ci restringiamo a trasformazioni che appartengono a gruppi continui. In
questo caso, esistono trasformazioni infinitesimamente vicine alla trasformazione identica. Con i
prodotti di trasformazioni infinitesime possiamo raggiungere tutte le trasformazioni del gruppo
(almeno per quanto riguarda la componente connessa all’ idenitita). Possiamo quindi esplora-
re le conseguenze della simmetria sotto un gruppo continuo restringendoci alle trasformazioni
infinitesime.

Consideriamo quindi la trasformazione individuata dalle variazioni infinitesime:

o' = at + (3.51)
¢'(2') = ¢(x) + ord

Per semplicité, abbiamo omesso nella (3.51) eventuali indici del campo ¢, che sono sottointesi.
Indichiamo ¢ come la variazione totale del campo. Possiamo decomporre d7¢ al modo seguente:

orp = ¢'(a") — ¢(x) =¢'(z)) — ¢(') + () — d(x) = dd(z) + Tuo(x)dx"  (3.52)

La variazione totale & la somma della variazione funzionale, 6¢, e di una traslazione di dz*.
Le trasformazioni del Gruppo di Poincaré e, a maggior ragione, le trasformazioni associate
alle simmetrie interne lasciano invariante la misura d*z. Questo richiede che:
or' oz’

a9 4 A
dz’ = ||—-||d"z = det(5;, + D

o Yd'z = d'zx (3.53)
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Se usiamo 1’ identita:
det(1 +¢€) =1+ Traccia(e) (3.54)

valida a meno di termini di ordine superiore nella matrice infinitesima e, la condizione di
invarianza della misura di integrazione prende la forma:

1 =1+ 09,0z"; ovvero : (3.55)
Opoxt =0

In queste condizioni, I’ invarianza dell’ Azione, eq. (3.49) richiede pit semplicemente 1" invarianza
della densita di Lagrangiana:

5rL = L(¢/,08/,a') — L(,09,2) = 0 (3.56)

Nel caso delle trasformazioni di Lorentz, la richiesta ¢ soddisfatta se costruiamo la densité
di Lagrangiana come polinomio nei campi e nelle loro derivate, saturando gli indici in modo
invariante, come indicato nella Sezione precedente.

3.5 1l Teorema di Noether

Esplicitiamo la relazione (3.56) usando la (3.52). Troviamo:

oL oL oL oL
— w_ == "o
0= 5£+a oz a¢6¢+aau¢(ﬂ¢)+a ox (3.57)
oL oL oL 8£
= |— — R _ 2
dove:
oL 0
Usando le equazioni del moto e la relazione (12.31), otteniamo 1’ equazione di conservazione:
oL
'LL =
8“[(6 aﬂqs)&b—i—ﬁéx ]=0 (3.59)

Possiamo esprimere le variazioni infinitesime dei campi e delle coordinate come combinazioni
lineari dei parametri infinitesimi che caratterizzano la trasformazione:

dat :Z ea (AN (x); d¢ = Z eq (o (3.60)

A

dove A4 e ¥4 sono le matrici che rappresentano i generatori delle trasformazioni infinitesime
sulle coordinate e sui campi. Poiché la (10.21) deve essere soddisfatta per valori arbitrari dei
parametri infinitesimi, otteniamo le equazioni di conservazione:

oc
D 0,0

per le correnti associate a ciascun generatore infinitesimo. Il risultato (3.61) rappresenta il
Teorema di Noether:

(T = ,l( )54+ (A L] (3.61)
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e Ad ogni generatore infinitesimo di una simmetria continua é associata una corrente con-
servata.

La corrente conservata ¢ determinata dalla densitd di Lagrangiana, secondo la formula
canonica:

(JA) = <%>2A¢ L@ty (3.62)
w

La corrente conservata determina una costante del moto additiva, rappresentata dall’ inte-
grale su tutto lo spazio della sua componente temporale. Scriviamo:

1=
(D= (I, 2T (3.63)
c
e integriamo 1’ equazione di conservazione su un volume fisso (z° = ct):

/ d%[Q(JA)O +V-J4) = dpa +/ doit-J4=0 (3.64)
v Lot dt 5

dove Q4 = Jy &z (J A0, 1 equazione (3.64) esprime il fatto che una variazione della carica
contenuta all’ interno del volume V ¢é bilanciata da un corrispondente flusso della densita di
corrente attraverso la superficie 3 di V. Se estendiamo 1’ integrazione a tutto lo spazio, I’ inte-
grale di superficie si annulla, visto I’ annullarsi dei campi all’ infinito, ed otteniamo la legge di
conservazione della carica totale:

%QAzo (3.65)

Se le trasformazioni di simmetria coinvolgono lo spazio tempo, I’ indice A include uno o piu’
indici vettoriali e la (3.62) si trasforma in realtd come un tensore di rango superiore.

Per simmetrie interne, in cui le trasformazioni del gruppo di simmetria non coinvolgono
lo spazio tempo, la carica totale € un invariante di Lorentz. Per verificare questa proprieta,
consideriamo due ipersuperfici: 'y, corrispondente a ¢ = 0 nel nostro sistema di riferimento, e
I'1, corrispondente a t’ = cost in un sistema trasformato di Lorentz. Integriamo 1’ equazione di
conservazione nel volume 4-dimensionale limitato da queste due ipersuperfici. Otteniamo:

Oz/QJ%%:—/nHMM+/nWMH+I (3.66)
o I

dove n#* ed n'* sono le normali alle due ipersuperfici, che puntano nella direzione tempo dei due
sistemi di riferimento e I rappresenta il contributo delle superfici laterali del nostro 4-volume.
Se facciamo tendere verso I’ infinito queste superfici, I — 0 ed abbiamo dunque:

/nﬂJ“dI’(]:/ n, JHdTy; e (3.67)
To 1N

/fxﬁ@w:/fﬂﬂwjy

Il teorema di Noether stabilisce I’ esistenza di un dato numero di correnti conservate, ma non
ne determina univocamente la forma. Possiamo aggiungere alla corrente nella (3.62) un altro
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4-vettore purché conservato, in virtu’ delle equazioni del moto o per motivi algebrici. Un esempio
del secondo caso é dato dalla 4-divergenza di un tensore antisimmetrico:

st =9y T™ (3.68)

Se TM = —TH la corrente s* & trivialmente conservata: 8u6>\T“)‘ = 0 in virtu’ dell” antisim-
metria di 7. In questo caso, I’ aggiunta di s* modifica la corrente ma non la carica conservata,
in quanto:

/ Bz s’ = / Bzrd; - TV =0 (3.69)

se 1 campi si annullano all” infinito.

3.6 Tensore impulso-energia e tensore dei momenti

Consideriamo esplicitamente la trasformazioni del gruppo di Poincaré, ottenute componendo
le traslazioni nello spazio-tempo e le trasformazioni di Lorentz speciali.
1. Traslazioni nello spazio-tempo. Sono le trasformazioni di coordinate:

ot =t + at (3.70)
con a* = costante. Per i campi, poniamo:
¢'(z') = ¢(x) (3.71)

(eventuali indici tensoriali di ¢ non sono toccati dalla trasformazione).
L’ invarianza per traslazioni richiede:

L(¢',(0¢),2) = L(,(99), x) (3.72)
Ovvero, usando le (3.70) e (3.71):
L($,(09), 2 + a) = L(¢, (0¢), z) (3.73)

L’ invarianza per traslazioni richiede dunque che £ non dipenda esplicitamente da .
Dalla (3.71) ricaviamo la forma della variazione funzionale dei campi:

Sré = 0= 56+ (9u0)a; (3.74)
66 = —(,)a"

La corrente conservata ricavata dalla (3.62) e dalla (3.74) & un tensore di rango due che
prende il nome di tensore energia-impulso canonico:

oL

THYV — 2~
00,0

8, T =0

"¢ — g"'L; (3.75)
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In effetti, la componente 00 é proprio la densitd di Hamiltoniana, definita nella Sez. 3.2.

oL

T0,0 —
909

thﬁ —L=m Bt(b - L (376)

in corrispondenza, 1’ integrale spaziale di 700 & I’ Hamiltoniana del sistema, 1’ integrale primo
associata all’ indipendenza dal tempo del sistema (cio¢ all’ invarianza rispetto a traslazioni del
tempo: ct — ct + a®):

H:/fxﬂﬁ:E (3.77)
d

—E=0

dt

I’ energia é la componente temporale di un 4-vettore, le cui componenti spaziali sono la
quantitd di moto. Possiamo dunque identificare:

/fmﬂwzpﬂ (3.78)

con il 4-momento complessivo del campo.

Il teorema di Noether ci assicura che le componenti di P* sono conservate per sistemi in-
dipendenti dalla posizione nello spazio-tempo. Troviamo cosi’ I’ importante risultato secondo
cui conservazione di energia e momento sono consequenza dell’ invarianza per traslazioni spazio-
temporali. Per un sistema isolato, 1’ invarianza per traslazioni é associata all’ omogenita dello
spazio-tempo: la conservazione del 4-momento per questi sistemi fornisce una prova concreta di
questo importante fatto fisico.

2. Trasformazioni di Lorentz. Sono associate alle trasformazioni di coordinate:

't = A Y (3.79)
Per trasformazioni infinitesime, poniamo:
AE =068 +€b (3.80)

I parametri infinitesimi €, non sono indipendenti, perché le matrici A devono essere tali da

lasciare invariante il tensore metrico:
ATgA = g; ie. (3.81)
ef; 9w + Gux ef) =€uw + € =0

dove abbiamo tenuto i termini fino al primo ordine in € ed abbiamo definito un nuove tensore
infinitesimo con due indici contravarianti, €,,. La condizione (3.81) ci dice che questo tensore
deve essere antisimmetrico nei due indici. Le (3.79) si riscrivono come:

ot =zt 4 g aPe s (3.82)

1
ot = §€aﬁ(9“a$ﬁ — gﬂﬁxa)
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Le trasformazioni di Lorentz infinitesime dipendono dunque da sei parametri: tre per le
rotazioni spaziali (e;; = —e€j;; ¢ # j = 1,2,3) e tre per le trasformazioni di Lorentz speciali
(€0; = —€ip; © =1,2,3).

Per campi tensoriali generici, le trasformazioni sono quelle date nella (3.35). Useremo qui una
notazione piu’ compatta che si applica anche al caso piu’ generale di campi spinoriali. Definiamo
un indice che percorre tutte le componenti indipendenti del campo, che indichiamo con M, N, etc.
La trasformazione infinitesima associata ai parametri €,, (4, = 0,1,2,3) sono trasformazioni
sui campi ¢p; date dalla combinazione lineare di €, con sei matrici ¥4/, antisimmetriche in
uv, associate ai generatori delle trasformazioni di Lorentz sui campi stessi:

hel@) = Brr + T )on (@) (3.83)

(I fattore 1/2 ¢ convenzionale, la somma sugli indici ripetuti & sottointesa in tutti i casi).
La variazione funzionale dei campi si ottiene da dp¢:

1 .
ordy = ieu,,zﬁ/l['Nng(:c) =0pnm + Oudnr 6t e (3.84)
1
dbu = 3 [55INON (2) — dudur (927 — ¢"a)Jeag
Con queste posizioni, possiamo scrivere la corrente conservata infinitesima come:
MM = 1) oxt L = 3.85
90, bn1 om +o0x (3.85)
1 oL oL
== — 0 Aa.f A8 o po B B oy p yab _
5€asl Dot Mo (972" — g7 %) + (92" — g a) L + Do NN N
1 oL 3
— §Eaﬁ[(xa TM75 - xﬁ Tu,a) + 8au¢M E?WN ¢N]
Questo risultato ci porta a definire il tensore canonico del momento angolare:
MHeB) = (g B g ey 4 ymled, (3.86)
oL
Eu[aﬁ} — Eaﬁ .
aﬂMu[aﬁ} =0
Le componenti associate alle rotazioni spaziali (a3 = ij) danno come carica conservata il
momento angolare totale del campo, ad es.:
gl — /d3m MO23) — /d?’x[(xQTO’?’ — 1702) 4 30023 (3.87)

Commento. Sarebbe suggestivo identificare il primo termine nella (3.87) come dovuto al
momento angolare orbitale ed il secondo al momento angolare intrinseco del campo (che in Mec-
canica Quantistica corrispondera allo spin dei quanti del campo). In effetti, nel caso del campo
scalare, il secondo termine ¢é assente. Tuttavia, i due termini separatamente sono ambigui, come
vedremo nella Sezione prossima. Ad esempio, possiamo ridefinire il tensore energia-impulso in
modo da eliminare completamente il secondo termine. Le uniche quantita definite univocamente
sono le costanti del moto, J.
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Il tensore energia-impulso simmetrico Nella Teoria della Relativitd Generale, le equa-
zioni di Einstein, che collegano il tensore energia-impulso alla geometria dello spazio-tempo,
richiedono che il tensore energia-impulso sia simmetrico nei due indici. In generale, il tensore
energia-impulso canonico definito dalla (3.75) non ¢ simmetrico. Tuttavia, facendo uso delle
ambiguita inerenti la sua definizione, & possibile costruire un nuovo tensore energia-impulso,
¥ simmetrico e conservato allo stesso tempo. La costruzione generale ¢ dovuta a Belinfante e
Rosenfeld [3].

Il punto di partenza per la costruzione di #* & I’ equazione di conservazione di M5l
Usando la (3.86), troviamo:

0 = 9, MHeBl = B ey g sulas] (3.88)

La parte antisimmetrica di T"" puo’ essere quinidi eliminata in favore della 4-divergenza di X,
e possiamo definire la parte simmetrica di TH*Y secondo la :

SH =TH + %a@WV] = S (3.89)
Questo tensore non é ancora la soluzione del problema, in quanto S*” non € conservato:
9,S" = %a@z”ﬂ”l (3.90)
Tuttavia, questo risultato coincide con la 4-divergenza del tensore simmetrico:
Rw) _ %[5/\EM[AV] + o xv (3.91)
QMR(IW) — %a/\augu[/\a]

Definiamo qumldl
1
UV — sV 28)\ [EA[HV} E,u[l/)\] Ey[)\u}] (392)

il nuovo tensore é simmetrico e conservato. Calcoliamo la carica corrispondente:
1
/d3x 9o — /dgzﬂ[TO’V + 5@)\(2>\[0V} + EO[VA} _ EV[AO})] (3'93)

Nei termini con le derivate dobbiamo tenere solo quelli con A = 0, i termini con le derivate
spaziali corrispondono a termini di superficie che si annullano all’ infinito. Otteniamo:

/ Bz % = / BT + %(80(20[0'4 + 2Ol _ yvI00l)] — / a3z T (3.94)

data I’ antisimmetria di " in v\. Quindi il tensore ¥ & un sostituto perfettamente legittimo
del tensore energia-impulso canonico.
Una conseguenza importante di quanto visto dianzi é che possiamo costruire un nuovo tensore

del momenti basato su 0 .
M8l — gogrB _ gBgre (3.95)
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Questo nuovo tensore & conservato, poiché # é simmetrico e conservato, e rappresenta un legit-
timo sostituto del tensore canonico. Notiamo che, apparentemente, il momento angolare & ora
esclusivamente orbitale, la prova che la separazione tra momento orbitale e momento di spin non
¢ fisicamente significativa in una teoria relativistica.

Con il nuovo tensore dei momenti possiamo analizzare le costanti del moto associate alle
trasformazioni di Lorentz speciali. Troviamo:

Kt = /d‘?‘x’Z\ZO[Oi} = /d3x(ct00i — xlﬂoo) = cost. (3.96)

La costanza di K* esprime semplicemente il fatto che il baricentro dell’ energia, per un sistema
isolato, si muove di moto rettilineo uniforme:

; [ &3z 210"
<zt >= Tz g0 (3.97)
<x >:Ct'w+008t.

Problema. Mostrare che le cariche corrispondenti al tensore dei momenti nella (3.95) coinci-
dono con quelle del tensore canonico (3.86). Capitolo 5



42

TEORIA LAGRANGIANA DEI CAMPI




Capitolo 4

QUANTIZZAZIONE DELL’
EQUAZIONE DI KLEIN GORDON

4.1 Il campo scalare reale

Il campo scalare reale fornisce I’ esempio piu’ semplice di quanto detto finora. Possiamo

scegliere, in generale:

1

L= 5(@"9)@u9) ~ 5’6 — V(9) (41)

m e una costante di dimensione [lunghezza]™!, V(¢) e una funzione di grado superiore al
secondo in ¢.
Dalla (4.1) troviamo le equazioni di Eulero-Lagrange:

ov
O 2o+ — =0 4.2
d+m+ 52 (4.2)

nel caso V = 0, troviamo I’equazione di Klein-Gordon:
(O+m?)p=0 (4.3)

che costituisce la piu’ semplice equazione di campo relativistica.
Per costruire I’ Hamiltoniana, calcoliamo la densita’ di momento coniugato (ricordiamo che
20 = ct):

oL 1
™= E = 6_28t¢ (4'4)

cosicche’:
He=rdp—L— %[0%2 + (V)2 + m2¢% + V(e)] (4.5)

La stabilita’ del campo richiede che I’ Hamiltoniana sia inferiormente limitata, al variare di
¢ su tutte le configurazioni possibili. Restringendoci alle configurazioni spazialmente costanti,
vediamo dalla (4.5) che V(¢) deve essere una funzione limitata inferiormente.
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Le equazioni di Hamilton sono:

op = (4.6)

Oy = —(m2¢+g—g —V-V¢)

sostituendo la prima nella seconda ritroviamo, naturalmente, I’ equazione relativisticamente
invariante (4.2).

Commento. La (4.1) rappresenta la forma piu’ generale di lagrangiana invariante e quadratica
nelle derivate. Si potrebbe aggiungere un termine lineare in ¢. Anche in presenza di un termine
di questo tipo, il potenziale V' (¢) nell’ Hamiltoniana deve avere un minimo assoluto. Possiamo
quindi eliminare il termine lineare con un cambiamento di variabile: ¢’ = ¢—¢q, OH¢' = I pdove
¢o € il punto di minimo. Lo sviluppo di L in ¢’ non contiene piu’ il termine lineare.

Detrminiamo adesso la soluzione generale dell’ Equazione di Klein-Gordon. Riprendiamo I’
equazione di Klein-Gordon (K-G):

(O+m?)¢ =0

che vogliamo risolvere con condizioni periodiche ai bordi di un grande volume cubico spaziale di
spigolo L:

d(z,y,2,t) = d(x+ Ly, z,), ete.
La soluzione generica ha la forma di un’onda piana:
¢ = Ne~hur"s ot = (K0, k)
dove k e il vettore numero d’onda. La condizione di periodicita’ implica:

- 2
E'L = 2mnt etc. — k = %(nl,nQ,ng) (4.7

dove n' sono interi relativi arbitrari. L’equazione di Klein-Gordon, a sua volta, richiede:

kukt —m?® =0
da cui deduciamo le due soluzioni:
K=+ 2= 1/(m)?+ (k)2 (4.8)
¢ c

La soluzione generale dell’ equazione di K-G €’ una sovrapposizione delle onde piane appena
trovate. Per ogni k abbiamo due onde piane, a frequenza positiva, e, e frequenza negativa,
et™t  Scriviamo:

6(x) = SN (w)[a(R) e FD 4 o(F) etk (4.9)
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dove N e’ un fattore di normalizzazione che definiremo tra poco e la somma va su tutti i vettori

— —.

a componenti intere. Nel secondo termine possiamo sommare su —7 e definire ¢(—k) = b*(k):

$(z) = SpN(W)[a(k) e R 4 p*(EF) tilt—Fa)) = (4.10)
= SN (w)[a(k) e 4 b (F) etikne”)

dove, da ora in poi, porremo k* = (£, k).

La soluzione generale (4.10) produce un campo in generale complesso. Per un campo reale,

—.

dobbiamo avere b(k) = a(k) e troviamo:
$(x) = LN (w)[a(k) e” e 4 a* (k) etihne"] (4.11)

La ¢ data dalla (4.11) e’ reale e dipende da due funzioni reali di E, la parte reale e la parte
immaginaria di a(E). Questo corrisponde al fatto che per determinare completamente ¢ occorre
dare due complessi di dati iniziali: i valori di ¢(Z,0) e di 9;¢(Z,0).

Per concludere questa Sezione, possiamo dare esplicitamente la relazione tra a(E) e i dati
iniziali. Consideriamo il sistema di funzioni f];(x), soluzioni delle’ quazione di K-G a frequenza
positiva:

fi(z) = Ne thu" (4.12)
Usando le condizioni di ortonormalita’ delle funzioni esponenziali, possiamo calcolare le due

-

proiezioni (ricordiamo che w(k) = w(—k)):
X = [ (0uf(@.0) 9@ Dlimo = BN Via(h) + 0" (-F);

Y = / @ [(F2l#,1)" 06, Dlimo = —iw(F)N? V]a(k) — a*(~F));

—-1/2

da cui possiamo ricavare a(k). Se scegliamo N = (2w(k)V) /2, si trova:

of) =iy = X) =i [ alfi - @0)— @) - Sy

1 . A o A
o(x) = X5 [a(k) e thuat 4 a* (k) e“k““”“] (4.13)
2wV

Il campo di Klein-Gordon complesso. L’ estensione al caso di un campo complesso ¢’
immediata. La lagrangiana si scrive:

L= (0"9)(0u¢") —m?p¢™ — V(p¢") (4.14)
che conduce di nuovo all’ equazione di Klein-Gordon (4.3) per ¢ e ¢*.

La lagrangiana (4.14) esibisce una simmetria per cambiamenti di fase costante, questa volta
una simmetria interna:

o(z) — ep(x); o(x)* — e Co(x)* (4.15)
In termini della parte reale ed immaginaria di ¢:

=5
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la lagrangiana (4.14) si riduce alla somma di due lagrangiane identiche per i campi reali ¢! e ¢2.

La simmetria (4.15), in questa nuova rappresentazione, corrisponde ad una rotazione ortogonale
dei campi ¢? tra di loro: _ o

¢ =0y 0To=1 (4.16)

Il campo complesso ¢ si puo’ di nuovo sviluppare nelle soluzioni dell’ equazione di Klein-

— —

Gordon secondo la (4.10) ma ora a(k) e b(k) sono indipendenti:

[a(k) e~ 4 b* (k) etihne"] (4.17)

Problema. Usando I’ equazione di K-G, dimostrate che:

/ dlf: - () — (0uf2) - 6]

e’ indipendente dal tempo: le ampiezze di oscillazione di ciascun modo normale del campo
costituiscono un insieme di infinite costanti del moto.

Limite del continuo. L’ inclusione del sistema in un cubo di spigolo L €’ un artificio ma-
termatico che serve ad avere uno spettro discreto di soluzioni per I’ equazione di K-G. Alla fine,
occorre in genere passare al limite L — oo. La somma sui vettori interi, in questo limite, tende
ad un integrale sulla densita’ degli oscillatori, di cui diamo la forma esplicita. Dalla (4.7) si vede
che I’ intervallo An! corrisponde a %Akl, etc.. Quindi:

1 2 3 3
S — V/M... :V/ﬂ...
(2m)3 (2m)3

4.2 Le funzioni di Green del campo scalare

Consideriamo, adesso, le soluzioni dell’ equazione del moto del campo reale in presenza di
una sorgente assegnata, J(x):

(—0 - p2)é(z) = J (=) (4.18)
L’ equazione omogenea associata e’ 1’ equazione di Klein-Gordon, (4.3).
Le soluzioni della (4.18) si ottengono a partire dalla funzione di Green del problema, la
soluzione dell’ equazione relativa ad una sorgente puntiforme descritta da una funzione delta di
Dirac localizzata nell” origine dello spazio-tempo:

(-0 - 12)G(x) = 69 () (4.19)
Data la funzione di Green, la soluzione della (4.18) e’ semplicemente:
o(z) = /d4x' Gz —2')J(z") (4.20)

come si verifica facilmente.
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Di funzioni di Green ce ne sono, naturalmente, un numero infinito, ciascuna determinata
dalle particolari condizioni al contorno che assegnamo alla (4.19). Queste soluzioni differiscono
tra loro per una soluzione dell’ equazione omogenea, per cui la soluzione generale della (4.18) si
scrive:

o) = [ @' Gla ~ 2)I(a") + (o) (4.21)

dove G €’ una funzione di Green fissata e ¢ la soluzione generale dell’ equazione di K-G omogenea
(4.3), che abbiamo caratterizzato in precedenza, (4.13).

Per risolvere la (4.19) si usano le trasformate di Fourier. Data una f(z), definiamo la sua
trasformata di Fourier (ci poniamo direttamente nel limite V' — o0):

fh) = [ d'a p@e ) f@) = g [ dtkie (122)
L’ eq.(4.19) e la (4.20) diventano quindi:
G(k) = 12 i MQ;
30 = Gk) - F(k) (123

Una soluzione particolare della (4.18) si trova formalmente dalla (4.23):

o) = [ athe s Tt (121)
Per dare un significato preciso alla (4.24) dobbiamo tenere conto del fatto che il denominatore
nell’ integrale e’ singolare nei punti che corrispondonon alla propagazione delle onde libere, (4.8).
Per fare questo, e’ conveniente porsi nel piano complesso della variabile k°. Le singolarita’ di
G’(k) si trovano sull’ asse reale, per k” = 4w, ed ogni particolare soluzione si trova assegnando
un cammino nel piano complesso per 1’ esecuzione dell’ integrale in kY.
Per essere definiti consideriamo I’ integrale:

-1 .
F(z) = / d*k ———§(k)e ko) 4.25
(z) . k:Q—/ﬂg( ) (4.25)

con §(k) una funzione data, analitica in k° e C'un cammino assegnato nel piano complesso di
kY. Dobbiamo distinguere separatmente 1’ integrazione sui cammini chiusi e sui cammini aperti.
1. Cammini chiusi. Questi integrali danno soluzioni dell’ equazione omogenea. Infatti, appli-
cando 1’ operatore di Klein-Gordon, si ottiene un fattore k? — ;i al numeratore dell’integrando,
che elimina il polo; a questo punto possiamo ridurre a zero il cammino di integrazione, ottenendo
quindi:

(04 12)F(x) =0

Usando il teorema dei residui, si vede facilmente che I’ integrale e’ uguale a zero, se il cammino
non include alcuna delle due singolarita, ovvero e’ una combinazione delle due soluzioni dell’
omogenea, rappresentate dai residui degli integrali intorno a ciascune singolarita.
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Indichiamo con CT un cammino

che gira (una sola voltal) in senso orario intorno al punto

k® = +w(k) e definiamo:
1 i
A ( _ 41, —i(kx —
iAl )() ke )k2—,u2_
d3 deO i fz(k: m)
c+ —w)(k® + w)
3 .
ZA(+>(m) 1 / d’ k @k iwr-Ra) _ L / &k _i(k-a) (4.26)
@2m)3 ) 2w (2m)3 ) 2w
Analogamente, indichiamo con C'~ il cammino che gira in verso orario intorno alla singolarita’
in k% = —w(k) e definiamo:
1 _
.A(_) _ / 41, —i(k-x) .
7 (x) G C*d ke "y
3 -
A (z) = —L / Ak i(wt-k7) _
(2m)3 ) 2w
-1 [Pk i -1 [Pk
_ LN Fi(wt—kT) _ =N oti(ka) 4.2
(271')3/ 2% ° (271')3/ 2w © (4:27)
Nella (4.26) e nella (4.27), k* = [+w(k), k]. Evidentemente,
A (z) = —AD) (—z) = —[AD) (2)]*. (4.28)

In conclusione, I’ integrale (4.25) su un cammino chiuso, Cp, da’ una soluzione dell’ equazione
omogenea, combinazione lineare dei residui nei due poli:

1 d3k - -1 d®k -
- = a(k)e —i(k-x) / a(—Fk +i(k-x)
= /A(+)(x—x')g(x' —i—/A(_)(ac—x’)h(x’) (4.29)
dove abbiamo posto §(k) = §(w(k),k) e g ed h sono due funzioni indipendenti. La (4.29) ci

da’ una rappresentazione della soluzione generale della equazione omogenea che riproduce quella
data in precedenza, nella (4.13), nel caso complesso (in cui §(k) e g(—k) sono indipendenti) e nel
limite continuo, in cui:

G(k) =\ 2w(k)V a(k) (4.30)
(da notare che nel limite continuo, V' — oo, le a(E) devono tendere a zero come 1/4/V se vogliamo
configurazoini del campo in cui I’ energia totale del campo, piuttosto che la densita di energia,
sia finita).

2. Cammini aperti. Questi cammini danno, in genere, una soluzione dell’ equazione inomoge-
nea. Due cammini diversi danno lo stesso risultato se possiamo deformarli I’ uno nell’ altro senza
incontrare i punti di singolarita’ di G, altrimenti differiscono per combinazioni degli integrali

intorno ai punti singolari, cioe’ per soluzioni dell’ equazione omogenea.
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Tra le soluzioni particolari dell’ equazioni omogenea, sono utili da notare quelle che corri-
spondono alla funzione di Green ritardata o alla funzione di Green avanzata o alla funzione di
Feynman.

e La funzione di Green ritardata, Gret corrisponde alla condizione che sia G(z) = 0 per t < 0,
cioe’ che la risposta sia diversa da zero solo dopo I’ accensione della sorgente nell’ origine
delle coordinate (condizione di causalita). In questo caso, il cammino di integrazione
deve essere tutto al di sopra delle singolaritd. Poniamo k° = Re k° + in e scriviamo
esplicitamente 1" esponenziale nella (4.25):

—i(k- —iRekO
e i(kx) _ 6( iRek t+nt+...)

Per t < 0 devo chiudere il cammino di integrazione nella parte superiore del piano com-
plesso (n > 0). Per ottenere un risultato nullo, il cammino chiuso in questo modo non deve
contenere le singolarita, che devono quindi essere al disotto del cammino di integrazione.
Al contrario, quando pongo t > 0 e chiudo il cammino di integrazione nel semipiano infe-
riore, il cammino include le due singolaritd, girando intorno in senso orario. Il risultato e’
dunque:

iAper(2) = (2i)4 /I s d*k kQEMQ = 0t iAD) (2) +iAT) (2)] (4.31)

e La condizione simmetrica, che G sia nulla per ¢t > 0 porta alla funzione di Green avanzata:

Baale) = oz [ g = —0(0iAD @) A @) (@3

e La funzione di propagazione di Feynman si ottiene dalla condizione che essa coincida con
IA) (x) per t > 0 e con -iA(7)(x) per t < 0. Questa condizione identifica un cammino
di integrazione, Cr, che provenendo dall’ asse reale negativo di k? passa al di sotto della
singolarita’ in k° < 0, e al di sopra di quella in £ > 0. In questo modo, per ¢t > 0, quando
devo chiudere nel semipiano inferiore, il cammino gira intorno al punto k° = w in senso
orario ed ottengo iA(Jr)(x), mentre per ¢t < 0 chiudo il cammino nel semipiano superiore,
girando in senso antiorario intorno alla singolarita in k° < 0. Lo stesso risultato si ottiene,
evidentemente, integrando sull’ asse reale, dopo aver spostato i poli nel piano complesso,
di una grandezza infinitesima € > 0, al modo seguente:

KO = —w(k) — kY = —w +ie;
K = +w(k) — £ = 4w —ie

In formule, otteniamo la definizione seguente:

d*k i ,
i D _ e —i(k-x) _
? F(x) /CF (277)4 L2 — Mze

/ d'k i —i(k-) / d'k i —i(k-)
(2m)4 (k° — w + ie) (k0 + w — i€) (2m) k2 — p2 + e
= 0(t)iAD) () — 0(—)iA T (z). (4.33)
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Le funzioni di propagazione A (x) si possono esprimere in termini di funzioni note,

vedi [5].
4.3 (Quantizzazione del campo scalare
Riprendiamo la Lagrangiana classica del campo scalare complesso:
L=0,0'0"¢p —m?¢'¢ (4.34)
che riproduce I’ equazione di Klein -Gordon (KG):
(0,0" + m*)p =0 (4.35)

La Lagrangiana (4.34) é invariante per traslazioni nello spazio-tempo e per trasformazioni di
Lorentz, sotto cui ¢ si trasforma come uno scalare:

¢'(2') = o(x) (4.36)
La Lagrangiana é, inoltre, invariante sotto le trasformazioni di fase:
¢ () = eP(x); ¢ (x) = e (4.37)

con « costante.
Dal Teorema di Noether seguono:

e il tensore energia-impulso (simmetrico, poiché non c’e’ parte di spin):
" = TV p — g™ L (4.38)
e il tensore dei momenti:

MHaB — paguB _ o .Bpue (4.39)

e la corrente conservata corrispondente alle (4.37) (il fattore 1/h €’ inserito per una norma-
lizzazione conveniente della carica):

T (z) = 161 (0"6) — (0"61)d] (1.40)

Dalla (4.35) si trovano immediatamente i momenti coniugati e I’ Hamiltoniana:

)
e

H=nn4+V¢ -V + m?¢l; H:/d%H

=019 7 = o

™

Q- / B0 (x,t) = % / P [51(2°9) — (@619 (4.41)
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La quantizzazione canonica prevede che le parentesi di Poisson classiche per le variabili
canoniche (cfr. Cap. 3) siano rimpiazzate dai commutatori a tempi uguali, secondo la regola:

[A, B]

{A, B} — 7 (4.42)
Dalle equazioni (3.26) otteniamo i commutatori canonici a tempi uguals:
[60x,1), ¢y )] = [6(x,1), ¢' (y,1)] = 0
[m(x,1),7(y,t)] = [7(x,1 ’WT(yat ]=0
[6(x, 1), 7' (v, 1)] =
[6(x, 8), m(y, )] = [¢1 (x, ), 7" (y, 1)] = ih6® (x —y) (4.43)

Possiamo anche riassumere i commutatori non nulli come:

[6(x,1), 0:¢1 (y, 1)] = ihd® (x — y) (4.44)

insieme alla equazione hermitiana coniugata. Le equazioni (A.25) determinano la struttura ope-
ratoriale della teoria, in particolare i commutatori delle variabili dinamiche con I’ Hamiltoniana
e quindi le equazioni del moto. E immediato infatti ottenere le equazioni di Hamilton':

o = [0, H] = ing'
ih%w = [r, H] = ih(V - V — m?)¢! (4.45)

da cui segue la (4.35). Notiamo la regola di commutazione carica-campo:

[6,Q] = +¢ (4.46)

Le soluzioni dell’ equazione di KG sono della forma trovata nella Sez. 4.1. Infatti, I’ equazione
KG essendo lineare in ¢, le soluzioni sono le stesse, che ¢ sia un c-numero o un operatore. Quelle
che erano le ampiezze dei modi normali di oscillazione, a(E) e b(E), diventano ora degli operatori
lineari, con regole di commutazione determinate dalle (A.25). (normalizziamo a(k) e b(k) in
modo da eliminare £ dalle loro regole di commutazione):

8(z) = S s la(ye= ) 4 b1 ()4 (4.47)

Invertendo la relazione (4.47) troviamo:

/fxﬁ (040) — (Ou12) - Blio =
:z/fmﬂ<@w%%@ﬁ»who

—Zk?$
=, / /2:' (4.48)

Lche si ottengono anche applicando la regola (4.42) alle parentesi di Poisson (3.27).
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Dalle (A.25) troviamo quindi:

[a(k), af (k)] = [b(k), b (F')] = 6 (4.49)

con tutti gli altri commutatori uguali a zero.

e Le regole di commutazione canonica danno agli operatori a, af e b, bl la struttura di
operatori di creazione e distruzione di oscillatori armonici quantistici, due tipi di oscillatore
per ogni modo di vibrazione del campo classico.

Lo spazio di Hilbert su cui agiscono gli operatori di campo é costituito dal prodotto tensoriale
degli stati dei diversi oscillatori. Piti precisamente, lo spazio degli stati comprende:

e lo stato di vuoto, lo stato in cui tutti gli oscillatori sono nel livello fondamentale. Mate-
maticamente, |0 > é determinato dalla condizione di essere annullato dall” applicazione di
ciascun operatore di distruzione:

as(p)|0 >=b,(4)|0 >= 0, per ogni s, 7, P, 7, (4.50)

e gli stati con dati numeri di eccitazione dei diversi oscillatori, ottenuti applicando al vuoto
gli operatori di creazione a' e b':

1
Vvnilnal. o myma!. .
[af, ()™ [al, (F2)]" ... b, (G0)]™ [bT (@)™ ...10 > (4.51)

|ni,no,...;mi,ma, - >=

La natura fisica di questi oscillatori é chiarita dalla considerazione delle grandezze conservate,
energia e momento del campo, H e P, e carica conservata, Q. Sostituendo lo sviluppo (4.47)
nelle (4.38) e (4.40) ed usando I’ ortogonalita delle onde piane, troviamo (senza mai cambiare 1’
ordine in cui compaiono gli operatori nelle diverse espressioni):

H = / @ 6% = 5 huo(k) [af (B)a(F) + bR (R)]

Q= [ 1 = g fal Bra(F) - () () (4.52)

Possiamo adesso riordinare gli operatori in modo da avere sempre gli operatori di distruzione a
destra, trovando:

H = % hw(k) [af (k)a(k) + b (k)b(K)] + cost.
P = 5 ik’ [af (k)a(k) + b (k)b(k)]
Q = X [af (K)a(k) — b (k)b(K)) (4.53)

Gli operatori ordinati danno tutti zero sullo stato di vuoto e danno il numero di occupazione
dell’” oscillatore corrispondente, quando applicati agli stati (4.51).
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La costante (infinita) nell” espressione dell” energia rappresenta 1’ energia dello stato di vuoto
che (finché restiamo nell” ambito della Teoria della Relativita Speciale) é inosservabile. Misurando
le energie a partire dall’ energia del vuoto, la prima delle (4.53) mostra che tutti gli stati hanno
energia positiva.

I valori dell’ energia e del momento corrispondenti agli stati aT(E)\O > sono quelli di una
particella relativistica con 4-momento p* = (hw(k), hE) e pupt = (hm)?. 11 complesso degli stati
che abbiamo trovato é quello di un gas perfetto quantistico formato da particelle identiche di due
tipi (le particelle create dagli operatori a' e bt), con eguale massa e con carica 1, rispettivamente.

Dalle regole di quantizzazione canoniche (A.25) vediamo che le particelle obbediscono alla
statistica di Bose-Einstein: ni,no,...,my,mo,...=0,1,2,....

Prodotti Normali La traduzione della Lagrangiana classica e delle altre osservabili del cam-
po (energia, momento, etc.) soffre di una ambiguita intrinseca, perché dobbiamo tradurre dei
prodotti di grandezze classiche (commutanti) in prodotti di operatori lineari (in genere, non
commutanti tra loro). Possiamo rimuovere questa ambiguité definendo, come abbiamo appena
fatto, i prodotti di operatori quantistici in modo che essi abbiano valore sul vuoto uguale a zero.
Quando imponiamo questa condizione, diciamo di avere a che fare con prodotti normali, o bene
ordinati

Per formalizzare questa condizione, osserviamo che gli operatori di campo sono la somma
due componenti, caratterizzate dal segno del’ esponenziale in ¢ nello sviluppo in onde piane:

') (z) ~ e7P®) (convenzionalmente, frequenza positiva)

¢ () ~ eTP?) (convenzionalmente, frequenza negativa) (4.54)

Il prodotto normale di due operatori di campo é definito come quello ottenuto portando gli
operatori a frequenza positiva alla destra dell” espressione ed ignorando il risultato di eventuali
commutatori. Il prodotto normale si indica comunemente col simbolo N o, pit semplicemente
incapsulando il prodotto tra i simboli dei due punti (: ---:). Ad esempio:

N(@(@)!(y) =: (2)8! (y) :=: (6 () + ¢ (@) ((6") P (2) + (1) (@) :=
= 6 (@)(¢") P (y) + () T ()¢ (@) + 6 (@) (61) T (y) + ¢ (@) (1)) ()(4.55)
Nel seguito, intenderemo che Lagrangiana, Hamiltoniana ed altre osservabili siano costruite

con i prodotti normali dei campi. In corrispondenza, I’ espressione dell’ energia é data dalla
(4.53) senza la costante infinita.
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Capitolo 5

QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO
ELETTROMAGNETICO

5.1 Equazioni di Maxwell in forma covariante

Le equazioni che descrivono il comportamento del campo elettrico e del campo magnetico in

-

presenza di densita di carica, p(Z,t) e di corrente, J(Z,t), assegnate si scrivono al modo seguente:

V-E=p (5.1)
V-B=0 (5.2)
~ 190E -
tB— - = .
ro " J (5.3)
. 10B
E4+ 2= = 4
rotE + Y 0 (5.4)

Queste equazioni si possono trascrivere immediatamente in forma covariante per trasforma-
zioni di Lorentz [4].
Introduciamo il tensore antisimmetrico F*¥, collegato al campo elettrico e magnetico dalle

relazioni:
J T
FY%=E" F'2=DB3 etc. (5.5)
e la 4-densité di corrente: .
7= (0. 27) (5.6
Le equazioni di Maxwell non omogenee equivalgono alle equazioni:
o, F* = j# (5.7)

mentre le equazioni omogenee si riducono alle equazioni:
aMFV)\ + 8VF)\;L + a)\Fuu = 0;
(n#A#v) (5.8)



56 QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO ELETTROMAGNETICO

Le equazioni omogenee prendono una forma pit simmetrica se esprimiamo i tre indici antisim-
metrici in termini del tensore di Levi-Civita e F*¥ in termini del tensore duale introdotto nela
Parte 1. Le equaioni diventano allora:

P70, Fpy =0 =
= 9, (F") (5.9)

L’ eq. (5.9) esprime il f~atto che il tensore duale non possiede sorgenti, a differenza di F*¥. Poiché
il passaggio tra F' ed F' comporta lo scambio tra campi elettrici e magnetici, le (5.9) indicano I’
assenza di monopoli magnetici, cioé dell” analogo magnetico della carica elettrica.

Potenziale vettore Le equazioni (5.8) sono un vincolo sulle componenti di F#. In conse-
guenza, non tutte le sei componenti di E e di B sono variabili indipendenti.

I modi di scegliere tre indici diversi, ciascuno con quattro possibili valori, sono evidente-
mente quattro e tante sono le equazioni omogenee indipendenti. In totale, quindi, il campo
elettromagnetico contiene solo due vartabili dinamiche. Un primo passo, per isolare le compo-
nenti indipendenti, consiste nell’ osservare che le equazioni (5.8) sono identicamente soddisfatte
dalla posizione:

FH = 9" A* — 9t AY (5.10)

come si verifica immediatamente usando la forma data in (5.9). L’ equazione (5.10) definisce
un nuovo campo, indicato col nome di potenziale vettore. Notiamo le espressioni esplicite (& =
A® = potenziale scalare):

FO%=9'A° - 9°A' = —9,® —

o

o -
5 A (5.11)

B =rotA (5.12)

Se usiamo come variabili dinamiche le componenti del potenziale vettore, le equazioni di
Maxwell nel vuoto si possono ricavare da un Principio di Azione, a partire dalla lagrangiana di

Maxwell:

1 1
Lem = —ZFWF“” = 5(E2 - B?) (5.13)

Invarianza di gauge Le componenti di A# sono quattro variabili, quindi ancora ridondanti.
Se eseguiamo una trasformazione di gauge:

AP s A = AR 4 9P f (5.14)

il nuovo potenziale vettore da’ luogo alle stesse osservabili E e B, qualunque sia la funzione f.
E’ possibile e conveniente usare 1’ arbitrarieta’ nella definizione di A* per imporre una
condizione covariante su A#. Una condizione spesso usata e’ la condizione di Lorentz:

9, A" =0 (5.15)
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E’ facile vedere che questa condizione puo’ sempre essere imposta. Se partiamo da un A* dato
che non soddisfa la (5.15), possiamo ottenere un A’* equivalente che la soddisfa risolvendo I’
equazione:

0= 9, A" = 9,A"(z) + Of () (5.16)

che ha per incognita la f(x). Possiamo dare esplicitamente una soluzione particolare di questa
equazione in termini dell’ inverso dell’ operatore O. Tuttavia la soluzione non e’ unica, in quanto
I’ equazione omogenea corrispondente

Of =0 (5.17)

ammette soluzioni non triviali (come abbiamo visto nel caso dell” equazione di Klein-Gordon).
Questo €’ in linea con il conteggio dei gradi di liberta. Tenendo conto della (5.15) scendiamo a
tre gradi di liberta per A*, ma il conteggio precedente ci dice che i gradi di liberta devono essere
due.

Purtroppo, la ulteriore condizione non puo’ essere data, in generale, in forma covariante.
Questa e’ la fonte di numerosi problemi, che verrano affrontati e risolti nel seguito.

5.2 Funzioni di Green del campo eletromagnetico
In termini del potenziale vettore, le equazioni di Maxwell inomogenee, (5.7) si scrivono:
0, F* = 0A! — oH(0,AY) = JH
che, se A" soddisfa la condizione di Lorentz (5.15), si riduce all’ equazione delle onde:
0,0" Al = J# (5.18)
con la condizione supplementare che la corrente sia conservata:
OpJ" =0 — k,J" (k) =0 (5.19)

Nel caratterizzare le soluzioni della (5.18) possiamo usare i risultati della Sezione precedente,
nel limite di massa nulla, > — 0. Come abbiamo visto, le funzioni di Green dell’ equazione
di Klein-Gordon presentano singolarita nella trasformata di Fourier, localizzate nei punti k® =

+1/ 2+ (E)Q Nel discutere il campo elettromagnetico, conviene tenere in un primo tempo una
massa fittizia, A\, piccola ma non nulla, per evitare che le singolaritd collidano tra loro quando
k — 0. 11 limite A — O si puo’ effettuare alla fine dei calcoli.

Dalla (5.18), vediamo che la funzione di Green del potenziale vettore soddisfa I’ equazione:

—0G" (z) = —g"™ 6@ (2) (5.20)
ovvero, per la trasformata di Fourier:

K2GH (k) = —g™ (5.21)
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La soluzione della (5.18) si scrive quindi (nella gauge di Lorentz, con le condizioni al contorno
di Feynman):

4 v
AM(z) = lim k9" (k) e” "2 ) 1 AR(z) (5.22)
A=0 (2m)4 k2 — A2 4 ¥ 0

dove Af soddisfa I’ equazione delle onde libere.

Come indicato nel paragrafo precedente, la condizione di Lorentz non determina completa-
mente la gauge e possiamo imporre un’ ulteriore condizione. Per procedere, dobbiamo individuare
una base appropriata su cui proiettare le guattro componenti di A*.

Fissiamo il quadrivettore k* = (w(k), k) e, in corrispondenza, un sistema di coordinate nello
spazio-tempo individuato dai seguento quadrivettori:

6l1l,2 = (0,€1,2); - g(1,2) = 0;

k
€g = (0’ @)a
b = = (1,0) (5.23)

Notiamo le condizioni di normalizzazione:

656% uv = Jop (5.24)
e le relazioni di completezza:
E™ME™
=—);
||
Ya gaaGZEZ = g“" (5.25)

m_n mn
Ei:1,2 €, € = (5 —

Questi quadrivettori formano una base in cui si puo’ sviluppare qualsiasi vettore.
Usando la seconda relazione di completezza nelle (5.25), riscriviamo la funzione di Green di
Feynman nella (5.22) al modo seguente (il limite di massa nulla e’ sottointeso):

—gh _ _(Ea gaaegeg) _ (2172 6?63)
k2 + e k2 + e k2 + e
(e5e5 — n'n”)
i 2

Avendo in mente la condizione (5.19), elimiamo €3 in favore di k* e di n*:

EFw
B p
k[ [K]
e di conseguenza:
v v k“]{:y w v v w2 v
ehes — 'y’ = — = (k' k) = (1= =)' (5.28)
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In conclusione, possiamo riscrivere 1 integrando nella (5.22):
g

7 —i(k-x) _
LT (k)e -
( 1,2 67611'/) T —i(k-x
_712 S (k) e ) 4

1 [k‘“kz” w
k?+ie (k)2 (k)2
1 - )
¥ T (k)e kT 5.30
e (k) (5-30)

Analizziamo 1 diversi termini.

(kPn” + k)] T, (k) e 7o) 4 (5.29)

e | termini nella prima linea corrispondono alle onde generate dalla corrente, sono onde
trasverse rispetto alla direzione di propagazione, e rappresentano i due gradi di liberta
effettivamente presenti nel campo;

e Nella seconda linea, i termini proporzionali a k* contribuiscono, dopo integrazione, con
termini del tipo 0¥ f, che possono essere eliminati con una ulteriore (I’ ultima) trasfor-
mazione di gauge; i termini proporzionali a k,J¥ si annullano per la conservazione della
corrente; in totale possiamo ignorare la seconda linea;

e nella terza linea il propagatore di Feynman e’ stato sostituito dalla trasformata di Fourier
del campo coulombiano: questo termine rappresenta il potenziale elettrostatico generato
dalla densita’ di carica elettrica in J*.

Esplicitamente:
, d*k 1 k'K~ ,
i _ ij j —i(k-x).
A'(x) /(2%)4 k‘2—|—’L€( Vaz )J7 (k) ;
i R
A(z) = / (%)4@;)(1@)6 (k-z) (5.31)
notiamo:
V- A(z) =0;

~V - VA (z) = p(a)

In generale, possiamo fissare la gauge in modo tale che il campo elettrico si divida in una
parte longitudinale e una parte trasversa:

E= EL + ET;

ﬁ-E_)T:O;ﬁ-E)L:p (5.32)
Dai risultati precedenti, otteniamo esplicitamente:
1

—

B . 1
N 7 B 3, + T
EL(CC,t) =-VA V/d y47T |f—g|p(y’t)’
) - 0 [ d% 1 . .= EE-J
Ere_ Y49 [ &% A A 5.33
LT 8t/(27r)4 e BB ] (5.3
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5.3 Le equazioni di Maxwell Lorentz

Specializziamo al caso in cui il campo elettromagnetico € accoppiato ad una particella pun-
tiforme di carica g. Per I’ elettrone, ¢ = —e, dove e ¢ la carica elettrica elementare:

e = +1.60217653(14)10~12C (5.34)

Per una particella puntiforme:

1-
3= 9
p=qd¥x—at)); j=qv ¥ —a(t) (5.35)
Notiamo le equazioni:
10 dilt) =
cgP = g VOl —a(?)]
1o - -
-V j=qi(t) v 6Oz — z(t)] (5.36)

V-j=0 (5.37)

L’ estensione al caso di molte cariche € immediata.

I’ Azione complessiva del sistema campo-carica si ottiene dalle equazioni della Sez. 5.1,
specificando la corrente secondo la (5.35) ed aggiungendo 1’ Azione della carica. Nel complesso,
abbiamo la densit4 di Lagrangiana:

L(z) = —é Fu FP 469 [z — 2 (t)](—me? ([ 1 — Z—j ) — ju AP(z) (5.38)

Da qui si ottengono, come prima, le equazioni del campo, nella forma:
1
O FH = jt = q= u, AMx(t)] 63 [z — 2(1)] (5.39)
8

dove ut ¢ la 4-velocita e, come al solito, v =1/4/1 — 2—;

Per ricavare le equazioni del moto della carica, calcoliamo il momento coniugato (L =

i d3zL):

OL -
57 =my ¥+ qA[Z(t), t] (5.40)
da cui:
doL d, . 94 1. o =
dior @ agy T VA 541
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e la forza generalizzata:

% = —q[VA° — %; v’ VA (5.42)
Le equazioni del moto sono quindi:
4oL oL
dt ov 0%’ B
%(m’yﬁ) = %(ﬁ) = —q%—i} —qVA° + q%[—(ﬁ- V)A+ % v'(VAY)] =
:qE)—l-qéﬁxrot(_‘):qE)—i-q%UXB‘ (5.43)

Queste sono le equazioni per le componenti spaziali del 4-momento della carica, p. L’ equazione
per la componente temporale si ottiene moltiplicando la precedente equazione per p ed usando
le relazioni:

Troviamo quindi:

— —¢c—=q0-E (5.44)

L’ equazione (5.44) esprime la conservazione dell’ energia: [’ energia acquisita dalla particella

nell” unitd di tempo é pari alla potenza fornita dal campo elettrico (la forza di Lorentz, il secondo
termine a secondo membro della (5.43), non compie lavoro).
Le precedenti equazioni si possono porre in forma covariante, notando che:

- 1
v E=— F%u,
v
dp' 01 , 9,212 3131 Lo
— =qF (W F* — v’ F°) = —FH
T + c(v v ) = Uy
Otteniamo quindi:
dpt 1
% = g—F“"ul,; OVVero
cr
dp" g
— = =F" 5.45
dr c b ( )

in termini del tempo proprio. Nel caso di pid particelle, otteniamo un’ equazione del tipo
(5.45) per ciascuna particella, mentre nelle equazioni (5.39) dobbiamo includere nella corrente il
contributo di ciascuna particella.

Con la condizione al contorno che non ci siano campi esterni e campi all’ infinito, le equazioni
di Maxwell-Lorentz (5.39, 5.45) descrivono 1" evoluzione temporale di un sistema di particelle
cariche, ciascuna sotto I’ azione del campo generato da essa stessa e dalle altre particelle.
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Assumendo che le altre forze siano trascurabili, questo sistema di equazioni descrive il com-
portamento della materia in termini dei loro costituenti elementari. Le equazioni di Maxwell-
Lorentz sono il primo esempio di una Teoria del Tutto, una teoria atta a descrivere tuttii fenomeni
presenti in Natura.

La descrizione sistematica delle proprieta della materia sulla base delle equazioni (5.39, 5.45)
e’ stata affrontata da H. A. Lorentz [6] nei primi del Novecento con notevole successo, ed ha
costituito un passo fondamentale nella comprensione della costituzione della materia.

Per quanto riguarda il comportamento della materia alla scala di laboratorio, I’ ipotesi che
le forze elettromagnetiche siano dominanti e’ assolutamente adeguata. Su scale astronomiche,
occorre tenere conto delle forze gravitazionali, che possono essere inserite nello schema estendendo
il Principio di Relativitd Speciale alla Relativita Generale di Einstein. Le equazioni di Maxwell-
Lorentz-Einstein danno una descrizione accurata dei fenomeni su scala macroscopica, non ancora
superata.

Su scala microscopica, alle dimensioni atomiche (10~% c¢m) e subatomiche, lo schema di
Maxwell-Lorentz deve essere sostituito dalla Elettrodinamica Quantistica (Quantum Electro-
Dynamics, QED in breve). E’ un fatto assolutamente notevole che le equazioni di Maxwell-
Lorentz, una volta tradotte nello schema della Teoria Quantistica dei Campi, matengono es-
senzialmente inalterata la loro forma e sono capaci di descrivere in modo straordinariamente
accurato le proprieta’ della materia condensata e degli atomi.

A livello nucleare e subnucleare (al disotto di 10713 cm) entrano in gioco altre forze: le Forze
Nucleari descritte per la prima volta in modo covariante e quantistico da H. Yukawa, all’ inizio
degli anni ’30, e le Interazioni Deboli, identificate da E. Fermi, sempre all’ inizio degli anni 30,
come responsabili del decadimento del neutrone e della radioattivitd 8 dei nuclei.

Conservazione dell’ energia e del momento A partire dalla Lagrangiana di Maxwell-
Lorentz, possiamo costruire le grandezze conservate corrispondenti all’ energia ed alla quantita
di moto totali (campo pia cariche).

E’ conveniente partire dal caso del campo elettromagnetico in assenza di cariche (cfr Sez. 5.1):

1
Le.m. = _ZF“VFﬂV (546)

Il tensore impulso-energia canonico é dato da (cfr. Parte 1):

g
= FMPO” Ag + SR (5.47)

Accanto a T}, consideriamo il tensore simmetrico, ©%%, ottenuto con la procedura di
Belinfante e Rosenfeld. ©.%,. si ottiene, piti semplicemente, sommando alla (5.47) il tensore
conservato:

StV = —9g(FHPAY) = —FHB(9zAY)

in quanto, in assenza di cariche, 85F“ﬁ = 0. Notiamo che:

S = 0; / d’z5% =0
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In conclusione:

v
Otm. = —Gpo 7 + gTFaﬁFaﬁ (5.48)
Esplicitamente, le densit4 di energia e momento ottenute dalla (5.48) sono:
1 - . . .
Eem = ngm = E(E B+ B- B)a
Pi . = Ol = (E x B)' (5.49)

Consideriamo adesso la densitd di lagrangiana completa, (5.38), che riscriviamo per comodité:
L=1L¢n + Lq + Lint;

1 1
Ly = —mc? =69 & — &(1)]; Lint = —juA* = ¢—69)[& — & (t)]u, A"
v v
Il tensore impulso-energia canonico complessivo si ottiene differenziando rispetto ai gradi
di liberta del campo e della particella. Ci limitiamo a considerare I’ integrale spaziale delle
componenti temporali (Lg + Ly = [ d3x(Lq + Lint):

L L Lin ~
Ei = / BTl = / Bzl 9 A5 — g%Lem] + O(Lg + Lint) q+~ t) -5 — (Lq + Ling) =
80145 ov

_ / BT 4 mey + gAYF(2), 4 (5.50)

, -~ 9(Lq + Lin A A .
P, = / BT + % = / BT+ myv' + qA (1), 1] (5.51)

Il tensore T¢5,. non é pit conservato. Usando 1 eqazione del moto di FH¥, eq. (5.39) si trova:
dP?
7detm = /d%ang;; = /dgxauch%. =
1
= —/dgzcjﬁ(?”Aﬁ + /dgxiFM((?“F"” + O F"F + 9V FH)

Nella parentesi del secondo termine o # u. Se abbiamo anche: v # o # u, la parentesi
é nulla per le equazioni di Maxwell omogenee, (5.8), se invece: v = o # p, si annulla per I’
antisimmetria di F*. In ogni caso, quindi:

dE.m . R -
dt. L= — /d%]g@oAﬁ = —q9yA° + qv - (G0 A);
dP! -
em. — g - (%A
g qu - (0;A)
da cui:
dEtot dEe.m. qu 0 - e d(mCQr}/) 0 — 0
p— = — A . A e A . A ==
- T q0oA° + qv - (O A) + 7 + qOA” + qU - O
o d(mec?
= —qi-E + d(mcy) -0 (5.52)

dt
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come conseguenza della equazione del moto della particella, (5.44). In modo analogo, sulla base
dell” equazione del moto (5.43), troviamo;

dPi,  dP: dP,, . - dmyt L =
o _ Cem. — i (%A oAl +7- VA =
dt e LR il CIE
d i A o
= o —qE' —q(@x B)' =0 (5.53)

L’ evoluzione nel tempo del sistema consiste in uno scambio continuo di energia e quantita di
moto tra campo e particella, conservando costanti i valori dell’ energia e del momento complessivi.

Tuttavia, la definizione dell’ energia e della quantitd di moto associate alla particella o al
campo ad un dato istante non é univoca, in quanto queste grandezze non sono, individualmente,
costanti del moto. Una descrizione particolarmente semplice si ottiene eliminando T%,. in favore
di ©%%,.. Confrontando la (5.47) e la (5.48) si ottiene:

THY — QM 4 F“ﬁaﬁA” — M 4 56(FMBAV) — jrAY

La derivata totale si pué omettere e possiamo combinare 1’ ultimo termine con 1’ espressione del
momento-energia della particella. In questo modo ottieniamo:

1 2
Eir = = /d3x(E2 + By
2 =
-
P, = / dr(E x B + — = (5.54)
-2

Nelle espressioni in (5.54) compare apparentemente solo 1’ energia della particella libera. Nel
caso di pia particelle, ci si pué chiedere dove sia finita 1’ energia di interazione elettrostatica
tra le particelle stesse. La risposta é che questa energia é inglobata nel primo termine, come si
vede al modo seguente. Separiamo il campo elettrico nelle componenti longitudinale e trasversa,
secondo la (5.32). Troviamo:

1 1 1 1 - -
§/d3xE2:§/d3x(E%+E%):§/d3xE%+§/d3m(V<I>)-(V<I>):

1 1 . - 1
— §/d3x E% — §/d3x<I>(V-V<I>) = §/d3x E%+/d3x dp (5.55)

dove ® ¢é il potenziale elettrostatico. Il secondo termine nell’ espressione finale é 1’ energia
elettrostatica che, per un sistema di particelle puntiformi, si riduce all’ espressione:

1 1 q; 45

V. -y L 5.56

Coul 2 iJ An ‘fl(t) — fj(t)‘ ( )
Troviamo: )
1 1 1 q;q; mc

B = = | &z(E2+ B> + 2%, — —-~ 5.57

tot 2/ .’IJ( T+ )+2 ”471' ’fz fj‘ + 22 ( )
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Il primo termine contiene solo i gradi di libert4 del campo di radiazione, il secondo e terzo i gradi
di liberta delle particelle.

A partire dalle (5.54) si puo6 ricavare, infine, il tensore impulso-energia non integrato, nella
forma:

O = O, + 0

orr = chl ' O — ()]
Y

Problema . Partendo dalla legge di trasformazione:(A*)'(z') = AL A”(x) calcolare le matrici
del momento angolare, (Eo‘ﬁ)ff, introdotte nella Parte 1 e mostrare che ©L7, in eq.(5.48) si
ottiene dal tensore canonico T¢Yy. con la costruzione di Belinfante e Rosenfeld.

Commento. Per una particella puntiforme abbiamo introdotto le densitd di lagrangiana,
corrente e impulso-energia nella forma:

1
L=—mc*= §[T — (t)];
Y

1
3 = qz u O[T — E(Q));
Y
1
0" = mc? = utu? 8T — Z(t));

E’ interessante osservare che il fattore 1/ é essenziale per compensare la non covarianza della
funzione delta e produrre delle grandezze appropriatamente covarianti, come si vede con I’ argo-
mento seguente. Moltiplichiamo j* per una 4-densita esplicitamente covariante e per un elemento
finito ma piccolo di 4-volume intorno a (Z(t),t):

AGA) = A8, A") = g 0 A (E(0).0) = GAT [, A" (37, 7)] (5.58)

dove 7 ¢ il tempo proprio della particella. Abbiamo ottenuto un risultato invariante qualunque sia
il 4-vettore A*, quindi j* deve esso stesso trasformare come un 4-vettore. Analogo ragionamento
vale per le altre densita.

5.4 Formalismo Hamiltoniano e sostituzione minimale

Il momento coniugato della particella é stato gia calcolato nella (5.51):
7= mT + qA[ZE(t), 1] (5.59)
di qui dobbiamo ricavare ¥ come funzione di p. Troviamo
et

7% + (me)?

<y

=p—qA

=
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L’ Hamiltoniana della particella carica si ottiene da:

S 02
H, =7 7~ (L,+Liy) =50+ qA” — qv- A+ mc*\/1 - 5=
2 v?
=gA’ + 7T +me 1—-—
c
Eliminando ¢ troviamo infine:
H, = ¢A° + \/(m62)2 + 2(p — qgA)? (5.60)
Se confrontiamo con I’ Hamiltoniana della particella libera:
H), = \/(mc®)? + (cp)? (5.61)

vediamo che I’ interazione di una particella carica in un campo elettromagnetico assegnato si
introduce con la Sostituzione Minimale:

H, - H, - qAO;
7 p—qA (5.62)
ovvero, in termini covarianti:
P — pt — gAY (5.63)

Concludiamo con I’ Hamiltoniana del campo elettromagnetico. Si parte dalla definizione del
momento coniugato di A*:

oL
" = =F% 5.64
00y A, ( )
Notiamo che TI° = F% = 0, coerentemente con il fatto che A" non é una reale variabile del
campo elettromagnetico. Inoltre, come abbiamo visto nelle equazioni (5.31) e seguenti, possiamo

scegliere una gauge in cui il potenziale vettore é trasverso: 9;A* = 0. In questa gauge,

' = —9p A’ = EX (5.65)
L’ Hamiltoniana del campo é data da:
_ . 1
H,.,, = /d?’m{l'[ (00A) — Lo} = / d’z{E% — E(EQ - B} =
1 1
=5 /d?’x{(E% + B} — 3 /d?’xE%

Dobbiamo aggiungere questo risultato all’ Hamiltonian della particella (5.60). Consideriamo il
caso di diverse particelle cariche, troviamo (AL = AH[Z;(t),t]):

1 1 =
Hyp = 5 /d?’m(E% + B?) — 3 /d% E? + %;qAY + zi\/(mi@)? + (P — Ag)?} =

1 1 qiq; S o
- / R R Sy (mic2)2 + (5 — A;)? (5.66)
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Nel limite non-relativistico troviamo il risultato ben noto:

1 1 4i4; (B — qiAi)?
H,, == [ &@x(E>+ B?) + =%, ket Y, 5.67
tot 2/ wEr+ B+ 5 Ving -] 2m? (5.67)

L’ effetto Zeeman classico. La sostituzione minimale conduce alla forza di Lorentz e quindi
la sua validita trova numerose conferme nei fenomeni elettromagnetici classici.

Un’ applicazione caratteristica della sostituzione minimale é quella dell’ effetto Zeeman, la
moltiplicazione delle righe spettrali emesse o assorbite dagli atomi quando sono posti in un campo
magnetico, considerata nella teoria classica da H. A. Lorentz [6]. Consideriamo un elettrone in
un sistema atomico descritto dall’ Hamiltoniana:

H:p—2+---+V(x,...) (5.68)

2m
dove Z,p sono le variabili canoniche dell’ elettrone e i punti di sospensione indicano ulteriori
termini nell’ energia cinetica o nel potenziale dovuti agli altri gradi di liberta del sistema. Sup-
poniamo inoltre che V abbia una simmetria sferica, V = V(r2,...) con r? = 22 + y% + 22. Le
equazioni di Hamilton sono:

dx _OH _ 7
dt  op m’
d_p OH ov ov

- _Z 9z 5.69
dt or oz or? ( )
Adesso introduciamo un campo magnetico costante diretto lungo I’ asse z, generato dal
potenziale vettore:
B
A= 5(—y,x,0); rotA =B
Secondo la sostituzione minimale, la nuova Hamiltoniana é adesso:

5+ eA)?
(Pted)”

T V(L) (5.70)

2m

La simmetria sferica é ridotta ad una simmetria assiale, intorno alla direzione di E, per cui

dobbiamo trattare separatamente le variabili z,p, dalle z,p, e y,p,. Introduciamo, al posto di
queste ultime, le variabili complesse:

C=x+1Yy; p=pz+ipy (5.71)
ed inoltre: N
A=A, +iA, = Z§C (5.72)

Le equazioni di Hamilton per le coordinate trasverse a B sono:

d¢ oH oH p .
it~ op, —i—zapy —m—i-zwLC
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dove abbiamo introdotto la frequenza di Larmor:

oy = %. (5.73)
Definiamo una nuova variabile y(t) ponendo:
C(t) = x(t)er! (5.74)
L’ equazione precedente ci déa:
Cc%ew =2 (5.75)
che suggerisce di ridefinire anche il momento coniugato, ponendo:
p(t) = m(t)e™rt (5.76)
La equzione di Hamilton per p si scrive allora:
% = (Cc% + dwpm)ert = —(%—I;I + zaa—I;) =
= —%2§ +iwrp = (—8—7‘22){ + iwpm)ert (5.77)

dove abbiamo omesso termini quadratici nel campo magnetico, che sono trascurabili nelle con-
dizioni sperimentali usuali.

La conclusione che si ottiene dalle equazioni (5.73) e (5.77) é che le variabili x e m obbedi-
scono alle stesse equazioni del moto dell” atomo imperturbato. Dalla (5.74) vediamo che al moto
imperturbato si sovrappone un movimento di precessione intorno al campo magnetico con la fre-
quenza di Larmor. Il moto lungo z non é influenzato affatto dal campo (del resto, la componente
z della forza di Lorentz é nulla).

Se assumiamo che il moto imperturbato sia armonico con frequenza wg, abbiamo:

X(t) _ a6+iwot + be—iwot’ 5= Ceiwot
per le soluzioni della (5.69) mentre:
C(t) — aeJri(WOJFWL)t + befi(WO*WL)t’ 2 = cetwol (578)

per il moto nel campo magnetico.

La riga spettrale con frequenza wg assorbita o emessa dall’ atomo in condizioni normali, nel
campo magnetico si scinde in tre componenti di frequenza wg £+ wy, wp. Inoltre, la luce che va
nella direzione del campo magnetico, cui non pué contribuire il moto lungo z, contiene solo le
prime due componenti.

Le previsioni classiche sono rispettate in un certo numero di casi (effetto Zeeman normale).
In altri casi, tuttavia, la struttura delle linee nel campo magnetico é pit complicata. L’ effetto
Zeeman anomalo si pud spiegare solo tenendo conto del momento magnetico di spin dell’ elettrone,
su cui torneremo nella Sez. 6.1.5.
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5.5 Quantizzazione del campo elettromagnetico nel vuo-
to

A dispetto del fatto che I'osservazione dei fenomeni elettromagnetici é stata all’origine del-
lo sviluppo della teoria dei campi classici, la quantizzazione del campo elettromagnetico nel
formalismo canonico presenta problemi non banali.

Il punto di partenza ¢ la densita di lagrangiana (5.13)

1 1 1
L= = PP E,, = =5 (VA" — " A) O, Ay = (Ef” — BJ?) (5.79)

dalla quale si ricavano, attraverso il principio di azione, le equazioni di Maxwell in assenza di
cariche e correnti. Le variabili canoniche coniugate alle componenti del potenziale vettore A,
che si ottengono dalla

o= 9L _ pon (5.80)
04,
sono (i =1,2,3)
O=F%=0 | a=FY=9gA_9'A=F". (5.81)

Dall’espressione corrispondente della densita hamiltoniana

3 3
. . 1 1
H=> nAdi—L=) F'A - 5 (E]* - B?) = 3 (E*+ BP*) +E - V¢, (5.82)
i=1 i=1
con ¢ = AV segue che (si confronti con la (5.54))
1
H= §/d3x(yE12 L BP) (5.83)

cone si vede facilmente integrando per parti ed usando la V - E = 0.
Le regole di commutazione canoniche per le A* e " (i,k = 1,2, 3)

[AM(x, 1), A (x,1)] = 0 (5.84)
[wi(x,t),wk(x',t)] ~ 0 (5.85)
[wk(x,t),Ao(x’,t)] =0 (5.86)

mostrano che, a causa dell’annullarsi del momento coniugato 70, la componente A° del potenziale
vettore, a differenza delle A, commuta con tutte le A* e 7%, e pud quindi essere descritta da
un numero, invece che da un operatore. Ci si pud quindi limitare ad applicare il formalismo
quantistico alle sole componenti A?, e trattare A’ come un campo classico. Questa procedura,
seguita originariamente da Dirac [7], pur essendo di grande utilita in molte applicazioni ha lo
svantaggio di non essere manifestamente covariante, in quanto le componenti del quadrivettore
A* sono trattate in modo asimmetrico. La quantizzazione covariante del campo elettromagnetico
presenta problemi tecnici non banali e sara discussa pitl avanti.
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Energia e impulso del campo elettromagnetico. Nella gauge definita dalla condizione

V-A=0, (5.87)
il potenziale vettore sodisfa alla
0
OA(z) = j(z) — ¥ %ix) , (5.88)
come segue dalla (5.3), mentre la (5.1) implica che il potenziale scalare A = ¢, soluzione
dell’equazione di Poisson
Vig(x) = —p(x) , (5.89)

¢ il potenziale coulombiano generato dalla distribuzione di carica p(z)

é(z) = / gy 2D (5.90)

x—x'|

Per questo motivo la gauge (5.87) ¢ chiamata gauge di Coulomb.
In linea di principio, il termine contenente ¢ nel secondo membro della (5.88) si pud ottenere
dalla (5.90). Tuttavia, separando le componenti longitudinale e trasversa della corrente, cioé

scrivendo
i(@) = jr(z) +jr(z) (5.91)
con
Vxjr=0 , V-j,=0 (5.92)
e usando lidentita V x (V x j) = V(V - j) — V?j si dimostra facilmente che
0p(x .
v q(;(t ) =jr(x), (5.93)

cioe che il termine di sorgente nell’equazione che determina il potenziale vettore A si riduce alla
componente trasversa della corrente, jp(z).
In assenza di cariche e correnti, ¢(x) =0 e la (5.88), diventa

OA=0. (5.94)

Una soluzione particolare della (5.94) che soddisfa alle condizioni di periodicita sui bordi di
una scatola cubica, discusse nella Sez. 4.1, si puo scrivere nella la forma

1 .
ug(x,t) = 7 €k e~ iwpt—kex) (5.95)
dove V ¢ il volume di normalizzazione e
w = k| . (5.96)

La condizione di gauge (5.87) implica che il vettore di polarizzazione gode della proprieta

k-ex=0, (5.97)
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cioé che per ogni vettore d’onda k, €y giace sul piano perpendicolare a k. Possiamo quindi
definire due vettori unitari reali, €x; and €y, tali che (r,7' =1,2)

€kr * Ekr’ = 5rr/ (598)

e k=0 (5.99)

La soluzione generale della (5.94) che soddisfa alla condizione di gauge (5.87) si ottiene dalla
combinazione lineare delle uy(x,t) (ricordiamo che A(x,t) ¢ una funzione reale)

2
A(X,t) = ZZ Ckrukr X t) + ckrukr(x t)]
k r=1
2
= > o) (%) + o, (t)ug, (x)] (5.100)
k r=1
dove abbiamo definito ‘
Cir () = cppre ! (5.101)
e le funzioni )
g, (x) = N €xr €KX (5.102)
soddisfano le relazioni di ortonormalita
/ A g, (0w (x) = HEE / da X =650 (5.103)

Sostituendo nell’espressione dell’energia del campo elettromagnetico classico (si confronti con

la (5.54))
2
H:%/d3x(|B|2+|E|2):%/d3fﬂ<|VXA|2+%—? ) (5.104)

lo sviluppo di Fourier (5.100) si ottiene
) ZZ /d3 { [ckr (t) V X Uy (x) + c.c.] - [ (£) V X upr,0 () + c.c]

+ [aglt(r uy, (x) +c.c.] : [82*{7;7,, ug,. (x) +c.c.]} . (5.105)
Il calcolo del contributo del campo magnetico richiede integrazioni del tipo
[ (9 % g ) (Vi (0)
= [ @ Voo () % (VX GO+ [ @ e ()< [V (V% ()]
= - [ e (0 VP )
K'[?

R
= Vv €kr * €k/r’ /d3£6 el(k K — w]%/ Oprr Ok’
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che si effettuano facilmente usando le condizioni di periodicita sui bordi del volume di integrazione
e leidentita (Vxu)-(Vxv) = V-[ux(Vxv)]+u [Vx(Vxv) e Vx(Vxu) = V-(V-u)-V2u.
Gli integrali corrispondenti al contributo del campo elettrico sono invece del tipo

3 Ocky 0y «
d’x Uy, (x) - 5 W (X) = wpwr' Oprr Ok Cier (B) Cr o (1)

Il risultato finale &

H="3" 0 [ewr(t)cie, () + e (Deie (1)) (5.106)
kr

dove le funzioni ¢, (t) soddisfano all’equazione differenziale
o (t) = —wi ae(t) (5.107)

cioé all’equazione del moto di un oscillatore armonico classico di frequenza angolare wy, e massa
unitaria. Si noti che, se le funzioni ci, () sono numeri complessi, [ck,(t)cy,. (t) + ¢, (t)ckr (t)] =
2¢i, (t) ey, (t). 11 motivo per cui abbiamo scritto H nella forma (5.106) sara chiaro tra poco.

L’energia di un sistema di oscillatori classici di massa unitaria, oscillanti nelle direzioni
individuate dai vettori d’onda k con frequenza angolare wy, €

1
Hpoe = 5 (P + wia,) | (5.108)
kr

dove i, and py, sono le variabili canoniche classiche, che soddisfano alle equazioni del moto
Fp(t) = —wi 21:(t)  , Pre(t) = —wi pre(t) . (5.109)

Confrontando la (5.106) alla (5.108) vediamo subito che H coincide con H,s. se

1 _ .1 .
Ckr = Tw(wkxkr +ipkr) . Ckp = ﬂ(wkxkr — iPkr) (5.110)
ovVvero se
Tkr = Ckr + Cp Prr = —iwg(Crr — Cep) - (5.111)

Questo risultato suggerisce di interpretare H come ’energia di un insieme di oscillatori classici.
Il passaggio al caso quantistico ¢ immediato. L’energia di un sistema di oscillatori quantistici ha
infatti la forma

W
H = Z > (a;r(rakr + akra;r(r> , (5.112)
kr
che coincide con quella dell’energia del campo elettromagnetico (5.106) se si interpretano i

coeflicienti dello sviluppo in serie di Fourier di A come operatori quantistici definiti dalle relazioni

1 1
— o T
Cher \/ka er ’ ke \/2wk er -

(5.113)
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Il potenziale vettore A si pud quindi esprimere in termini degli operatori di creazione e

distruzione a;r{r e Qi

A(x) = e kX 4 a;r{r(t)eik'x] (5.114)

1
T A~ Ckr T t
%; V2V, X [ak Q
1 ) )
—i(wpt—k-x) T i(wpt—k-x)
%: V2V e e |
= AT(x)+A (2). (5.115)

ed é un’operatore nello spazio di Hilbert i cui vettori di stato sono

|nk17’1ank27"2,-"nknrn > s (5116)

dove ny, € il numero di quanti nel modo di oscillazione caratterizzato dal vettore d’onda k e dal
vettore di polarizzazione €y,. Lo stato (5.116) si puo ottenere a partire dallo stato di vuoto, che
corrisponde a ny, = 0, usando la

nkz 7”1

Zrl
’nk1r1 s Mkorgy « - - I | /—
Zrl 'LT'L

Si noti che nella (5.115) abbiamo separato il contributo dei termini contenenti operatori di
creazione (A~ (z)) e annichilazione (AT (x)). Ovviamente si ha che

(5.117)

AT(z)0) = 0. (5.118)

Scegliendo (0|H|0) come zero della scala delle energie, I’hamiltoniana del campo elettroma-
gnetico ri riduce a

H=> w Ny, (5.119)
kr

con Ny, = a;r(rakr, e soddisfa I'equazione agli autovalori

I{‘TLklrl,nky«27 .. > = Z Nk, r; Wk, ]nklh,nkww .. > . (5120)
k;r;

Poiche A(x) ¢ lineare negli operatori di creazione e distruzione, dalle regole di commutazione

[akr, Nk/rl] = [akr, a;r(,r,ak/,,/] = 5rr15kk/akr (5121)

|:(II(T,Nk/T./:| = [GLT,CLL/T,CLI(/T./] = 6T‘T’5kk’aLT , (5122)

segue che 'operatore Ny, non commuta con A(z), e quindi neppure con i campi elettrico e
magnetico E e B. Questo risultato implica che i valori di E e B e gli ny, non possono essere
misurati simultaneamente con precisione arbitraria. Inoltre, dalla linearita di A(z) negli ak, e
aLT, segue anche che i valori di aspettazione (E) and (B) negli stati (5.116) sono tutti nulli.
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Classicamente, 'impulso del campo elettromagnetico & dato dal vettore di Poynting (si
confronti con la (5.54))

P:/dngxB:—/dgxaa—?x(VxA). (5.123)

Sostituendo la (5.114) nella (5.123) troviamo
Lo i
P = Zk 3 (akrakr + akrakr>
kr
1
— ok (o + )
kr
kr

Per ottenere la (5.124) & conveniente riscrivere la (5.123) nella forma

1
P:—g/d% (ExB-BXE) . (5.125)

In questo modo si vede subito che i termini contenenti due operatori di creazione o due operatori
di distruzione non contribuiscono. Per il calcolo degli altri termini si utilizza la

i(k—k")z i(k—k')x

+ aLrak/we

1 1
3 e
/ t'a 323 G e (o e [awcage

kr k'r’

1 Wk
= Z Z — €xr X (k X €grp) <akraL,,, + aLrak/T/) kK’
t 1
=> k (a,aer + 3] (5.126)

dove, ovviamente, ), k = 0.

L’equazione (5.124) mostra che il quanto del campo eletromagnetico di energia wy, = |K|
ha impulso k, e puo quindi essere identificato con una particella di massa nulla (come segue
dalla w? — [k?| = 0), il fotone. La natura corpuscolare della radiazione elettromagnetica ¢ stata
confermata nel 1922 dall’osservazione dell’effetto Compton, cioé della conservazione di impulso
ed energia nell’'urto elastico tra fotoni ed elettroni atomici.

5.6 Spin del fotone

Lo stato di polarizzazione del fotone é determinato dalla proiezione del suo momento angolare
lungo I’asse di quantizzazione, che possiamo prendere lungo z3. Applichiamo la definizione del
tensore canonico del momento angolare del Capitolo 3 (eq.(3.86) e (3.87)), al caso del campo
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elettromagnetico. Poiché si tratta di un campo vettoriale (che cioé trasforma come un quadrivet-
tore sotto trasformazioni di Lorentz) gli indici M N che compaiono nella definizione della gﬂj\éfN
(Eq.(3.83)) in questo caso sono indici di Lorentz. Troviamo cosi la

ShY =995 — 9"d} , (5.127)

che sostituita nell’equazione analoga alla (3.87) per J? da il risultato

J3 = /d3:c

Sostituendo ora la (5.114) nella (5.128) vediamo che J? soddisfa alle regole di commutazione

5. .. B 9 S .
S A <x1— - :c2—> Al — (AtA? — A24Y) (5.128)

: 8562 63:1
=1

{JB’, alr} =1 <ell(ral2 - eiraL) , (5.129)

dove abbiamo scelto 'asse 23 lungo la direzione del vettore d’onda k. Si noti che solo il secondo
termine nell’integrando della (5.128), che possiamo interpretare come momento angolare di spin,
da contributo non nullo al commutatore (5.129).
Definiamo ora i due nuovi operatori
1 1
T__(T 'T) T__<T_~T>
Ay, p = a,., +ta , Qg = a ia , 5.130
kR = 5 Mkl k2 kL = 5 ki k2 ( )

che creano fotoni polarizzati circolarmente, cioé fotoni il cui stato di polarizzazione é descritto

dai vettori
1 1

exrp = — (€x1 + i€ , €k, = — (€x1 — 1€ . 5.131
KR \/5( K1 K2) KL \/5( K1 Kk2) ( )

Ponendo ex; = (1,0,0) e exa = (0,1,0) e riscrivendo la (5.129) in termini dei nuovi operatori
otteniamo le regole di commutazione

[J?’,CLLR} = aLR , [Jg,aLL] = —aLL , (5.132)

dalle quali segue che la terza componente del momento angolare dello stato con un fotone ¢ data
dalle

Palgl0) = [ 1%, alg] 10) = algl0) . (5.133)

J3@LL|0> = [Jsﬁa;r(L] |0) = _a;f(L|0> . (5.134)

Questo risultato mostra che il fotone ha spin |J| = 1, come richiesto dalla natura vettoriale del
campo elettromagnetico, e che le due proiezioni J3 = 41 corrispondono agli stati polarizzati cir-
colarmente. [’assenza dello stato con J3 = 0 é una conseguenza della condizione di trasversalita
(5.87), che abbassa di uno il numero di gradi di liberta.
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Capitolo 6

L’ EQUAZIONE DI DIRAC

In questo Capitolo e nei seguenti useremo unita di misura naturali, in cui h=c = 1.

Secondo la meccanica quantistica non relativistica, ’evoluzione della funzione d’onda di una
particella libera di massa m ed impulso p & descritta dall’equazione di Schrédinger

9
— =H 6.1
oy ~HY- (6.1)
con l'operatore hamiltoniano H = —V?2/2m che si ottiene dall’espressione dell’energia
2
p
E=_— 6.2
2m ’ (6:2)
con le sostituzioni 5
Eaia , p— —iV. (6.3)

Lo stesso Schrodinger [8] suggeri per primo una generalizzazione della (6.1) basata sull’uso
dell’espressione relativistica
E?=p?+m?. (6.4)

Il risultato di questa procedura ¢ I'’equazione di Klein-Gordon
(O+m*)y =0, (6.5)

Moltiplicando per ¥* e sotttraendo al risultato il prodotto tra la v e la complessa coniugata
della (6.5) si ottiene l'equazione di continuita

O _ o
con o o
p=1 E—wat (6.7)
e

J=-V W'V —yVyT) . (6.8)
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Tuttavia, la p che compare a primo membro della (6.6) non puo essere identificata con la
densita di probabilita, come la quantita analoga che si ottiene dall’equazione di Schrédinger, poi-
ché non gode della proprieta di essere sempre positiva. Per convincersi di questo basta sostituire
i0/0t — E nella (6.7). Il risultato,

p=E,

mostra infatti che la p puo essere sia positiva sia negativa, dal momento che 'equazione di
Klein-Gordon ha soluzioni con energia di entrambi i segni

E=4+\/p2+m?,

Si noti che nel limite non relativistico E ~ m > 0 e si trova il familiare risultato p o |1|?.

La presenza della derivata seconda rispetto al tempo contraddice, inoltre, il postulato della
meccanica quantistica secondo il quale la funzione d’onda contiene tutta l'informazione sullo
stato di un sistema fisico, e deve quindi essere completamente determinata dal suo valore al
tempo iniziale.

A causa di questi problemi I'equazione di Klein-Gordon venne inizialmente accantonata, fino
a quando Pauli e Weisskopf [9] suggerirono che la sua soluzione doveva essere intepretata come
un campo quantistico, anziché come la funzione d’onda di una particella.

6.1 Forma e proprieta dell’equazione di Dirac

Se la funzione d’ onda ad un dato istante deve contenere tutta 1’ informazione sullo stato, 1’e-
quazione d’onda deve essere del primo ordine rispetto al tempo. Poiche la trattazione relativistica
richiede che il tempo e le coordinate spaziali siano trattate in modo simmetrico, questo implica
che anche le derivate spaziali devono apparire al primo ordine. Inoltre, le soluzioni debbono
essere compatibili con ’equazione di Klein Gordon, che si ottiene direttamente dall’espressione
relativistica dell’energia (6.4).

Per soddisfare a tutte queste condizioni, Dirac propose di scrivere I’equazione d’onda nella
forma

i%—f (o V4 Bm) | (6.9)

dove ¢ é un vettore ad N componenti

(1
w=| ¥ (6.10)

VN

elea; (i =1,2,3) e § sono matrici N x N, con N da determinare. Si noti che funzioni d’onda
del tipo (6.10) si incontrano anche in meccanica meccanica quantistica non relativistica. Per
esempio, la funzione d’onda di una particella di spin 1/2 & un vettore a due componenti.

Poiché 1’ Hamiltoniana ¢ un operatore hermitiano, deve essere o = af e § = gf. Inoltre,
dalla richiesta che la (6.9) sia compatibile con I’equazione di Klein Gordon, cioé che
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(a-p+pm)(a-p+pm)=E* =p° +m?

segue la condizione:

aiopipj +m(aiB + Bag)p; + B2m?

1
=3 ({ai, o5} + [ci, o)) pij + m i, B} pi + B°m?
= pipjdij +m”

Si noti che p;p; ¢ un tensore simmetrico, la cui contrazione col tensore antisimmetrico [, o] €
nulla. Troviamo quindi:

{Oéi, Oéj} = 25”‘ (6.11)
{a;,8} =0 (6.12)
2 =p%=1. (6.13)

E conveniente introdurre un nuovo set di matrici v* (u = 0,1,2,3) definito dalle (i = 1,2, 3)
0_ i _ A0
V=8, 7 =PBa=9"q. (6.14)

che soddisfano alle regole di anticommutazione

{y", 7"} = 29" (6.15)

e godono delle proprieta
(WP =1, ()P=-1, (6.16)
7T =0y (6.17)

Usando le matrici v* si puod riscrivere l'equazione di Dirac nella forma data da Feynman.
Moltiplicando la (6.9) da sinistra per 3 =~ si ottiene:

N Y P SN NV SR
1 at —Z’Y at - (ﬁa2p1+ﬁ m)¢_ _Zry 8$Z

o).

cioe
(iv* Oy —m)p =0.. (6.18)

Infine, introducendo la notazione ¢ = y*0,, si puo porre la (6.18) nella forma

(i —m)p=0. (6.19)
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Proprieta delle matrici di Dirac Le regole di anticommutazione (6.11)-(6.12) e la (6.13)
determinano le proprietd cui devono soddisfare le matrici o; e §. La (6.13) implica che gli
autovalori delle matrici «; e 3 sono tutti uguali a £1, mentre dalla (6.11) segue che, per j # i

OéiOéjOéj =Q; = —Oéj(liOéj
Tr(oy) = —Tr(ajaieg) = —Tr(ejaje;) = —=Tr(a) ,
cioe
Tr(a;)=0. (6.20)

Usando lo stesso procedimento si dimostra anche che dalla (6.11) segue che
Tr(B)=0. (6.21)

Una matrice N x N i cui autovalori sono tutti uguali a =1 puo avere traccia nulla solo se N é
un numero pari. Quindi le dimensioni possibili delle matrici di Dirac sono N =2,4,....
Possiamo escludere subito il caso N = 2. Le matrici di Pauli

01 0 —z 1 0
Ul_<10>’02_<i 0),03—<0_1>, (6.22)

utilizzate nella Meccanica Quantistica non relativistica per descrivere particelle di spin 1/2,
soddisfano le regole di anticommutazione:

{O'Z', O'j} = 2(5@' s (623)

analoghe alle (6.11). E pero impossibilie trovare una quarta matrice indipendente che anticom-
muti con le o;. Infatti, le matrici di Pauli formano, insieme alla matrice unita I, una base per le
matrici 2 X 2, per cui ogni matrice 2 x 2, M, si pud scomporre secondo la

M = Myl + M,;o;

-(34)

Una matrice M che sia indipendente dalle o; deve avere My # 0, ma in questo caso non pud
ovviamente anticommutare con le o; stesse.
La dimensione minima della matrici a; e § ¢ N = 4. Si puo verificare facilmente che le

matrici 4 x 4
o 0 o; o 1 0
ozz—<ai O> ) B-(O _1>, (6.24)

soddisfano alle (6.11)-(6.13).
La rappresentazione della matrici v* ottenute dalle (6.24), chiamata rappresentazione di
Pauli, non ¢ unica. Data una matrice non singolare S, le nuove matrici:

con

At = STIyrS (6.25)



6.1 Forma e proprieta dell’equazione di Dirac 81

soddisfano alle stesse regole di anticommutazione delle v*:
(G, 7} = ST SS Iy S + STy SSTINS = STH{#, 4V} S = 29"

Si puo dimostrare che, dati due set di matrici v* e 4* che soddisfano alle regole di anti-
commutazione (6.15), esse sono sempre collegate da una trasformazione del tipo (6.25), con una
particolare matrice non-singolare S.

6.1.1 Spin

L’operatore hamiltoniano dell’equazione di Dirac
H=a -p+fm (6.26)

non commuta con il momento angolare orbitale:

L=xxp. (6.27)
Usando le regole di commutazione [p;, x;] = —id;; si ottiene, ad esempio:
[H,L3] = [cipi,z1p2 — pa1]

= o1p2 [phxl] — Q2P1 [p2,362]
= —i(ap2 —aap1) #0 .

Le costanti del moto associate all’ invarianza per rotazioni della (6.9) sono le componenti del
momento angolare totale, definito come

1
J=L+ -3
+2,

2:(‘8 3) (6.28)

che infatti commuta con I’hamiltoniana (6.26). Per vedere questo, definiamo il tensore antisim-
metrico

o = =[] (6.29)

le cui componenti 0% (i,j = 1,2,3) sono

g_ il 0 N gk ok 0\ _ i
? 2 0 [o", 07] ‘ 0 oy e B

Otteniamo quindi:

7 7
N3 = 5(7172 — Y1) = —5(041042 —apa) -

In questa forma possiamo calcolare agevolmente il commutatore di H con X3:

1 1
C[H, Sy = ——
2[73]

1 [aips, g — apay] = —i(oepr — a1pa) = — [H, L]
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cioé

1
[H, J5] = [H L3+ 523} 0.

Gli autovalori di 33 sono +1. La (6.28) mostra che I'equazione di Dirac descrive particelle con
spin 1/2.

Quando I'impulso della particella non é nullo, mentre la proiezione dello spin lungo un asse
generico non si conserva, come abbiamo appena visto, la proiezione dello spin lungo la direzione
del moto commuta con I’ Hamiltoniana. Questa grandezza prende il nome di elicita, ed é descritta
dall’operatore

(X p)
p|

: (6.30)

O'p:

Commento 1. La comparsa dello spin spiega perché la funzione d’ onda che soddisfa I’ equa-
zione di Dirac deve essere un vettore multidimensionale. Tuttavia, per spin 1/2 ci aspetteremmo
una funzione d’ onda a due componenti, mentre la dimensione minima delle matrici di Dirac é
N = 4. La duplicazione delle componenti é dovuta alla necessaria presenza dell’ antiparticella,
come vedremo pit avanti.

6.1.2 Invarianza relativistica

Vogliamo dimostrare che se ¥ (x) soddisfa 1’ equazione di Dirac in un dato sistema di riferi-
mento O, la funzione d’ onda determinata da un osservatore in un altro sistema O’, soddisfa I’
equazione di Dirac in O'.

Questo é analogo a quanto succede nel caso del tensore del campo elettromagnetico: le
componenti di E e B si trasformano da un riferimento all’ altro, ma la forma delle equazioni di
Maxwell rimane invariata.

Consideriamo la trasformazione di Lorentz omogenea da O ad O’

= AF Y

In corrispondenza, le componenti della ¢ si devono trasformare linearmente®, con una matrice
che dipende dalla trasformazione A

P(a) = S(A)(x) (6.31)

La dipendenza di S da A deve essere tale da rispettare la regola di composizione delle
trasformazioni di Lorentz, almeno per quanto riguarda le trasformazioni prossime all’ identita:

S(A1As) = S(A1)S(As) (6.32)

Si noti che noi non conosciamo a priori la forma di S(A). L’ invarianza relativistica della
equazione di Dirac richiede che sia possibile determinare delle S(A) tali che:

Iper rispettare il Principio di Sovrapposizione
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e soddisfino le legge di composizione (6.32)
e conducano ad una v’ che soddisfa I’ equazione di Dirac in O’ se 1 la soddisfa in O.

Consideriamo adesso |’ equazione di Dirac in O:

Moltiplicando per la matrice S(A), otteniamo:

)
(= ) W) =0
At = AP, S(A)ySTHA) (6.33)

L’ equazione (6.33) coincide con 1’ equazione di Dirac nel sistema O’ se le matrici
coincidono con *, ovvero se S(A) soddisfa la relazione:

STLAWHS(A) = AP, r” (6.34)

Per risolvere la (6.34), ci restringiamo alle trasformazioni infinitesime, che abbiamo visto
nella (3.81) essere della forma (cfr. la Sez. 3.6):

A, =061, + €y s
con
e, = QWECW;
€aB = —€Ba (635)

Ora scriviamo
S=1+T, S'=1-T

con T infinitesimo: 1
T:iwﬂw, (6.36)

e T°F & antisimmetrico.
Sostituendo nell’equazione (6.34) ottieniamo (al primo ordine in €)

My =gt ey = STINNS = Al 4 (3T — Ty") .

cioé (usiamo la (6.36) e la (6.35))

(gﬁp,ya _ ga“’)’6> _ {’y“,TQB] ) (6.37)
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La (6.37) ammette come soluzione il tensore antisimmetrico (si confronti con la (6.29))

1 )
Tw:_[a ﬂ:__aﬂ
4’Y7’Y 207

La trasformazione S che cercavamo é quindi:

S=1- % €aso® | (6.38)
Notiamo la proprieta
A08T40 = 51 (6.39)
La (6.39) si dimostra usando la
o = A0 g0 (6.40)
che implica
/08140 =1 4 i eW'yOa“”T'yO =1+ i €t = St (6.41)

Si noti che la (6.39) vale per qualsiasi trasformazione di Lorentz propria, che pud essere
ottenuta come prodotto di trasformazioni infinitesime. Per convincerci di cid, consideriamo il
caso in cuil

S=58 , St=s87ls5",

con S; e Sy trasformazioni infinitesime. Dalla (6.39) segue che
708140 = 12818170 = 1°511°1°8]4° = S tsrt = 57

Lo spinore aggiunto In generale ¢ é una funzione d’ onda complessa. Accanto a 1) possiamo
introdurre lo spinore complesso coniugato ©*. Se consideriamo ¢ come un vettore colonna, vedi
la (6.10), possiamo introdurre lo spinore ', un vettore riga che ha per componenti gli elementi
di ¢*:

Y= @")" (6.42)

Notiamo che 971 non ¢ invariante sotto trasformazioni di Lorentz, visto che la matrice S(A) non
é unitaria. Un invariante si costruisce considerando lo spinore aggiunto:

) =1)ly° (6.43)
Usando la relazione (6.41) si vede che
(@) = T (2)ST° = (x)S™! (6.44)

in modo tale che:

(¥9)'(2') = P(2)S™ SP(x) = (Yo)(z) (6.45)
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Forme bilineari covarianti Moltiplicando tra loro due o pit matrici + si genera un’algebra
di matrici. Poiche il prodotto simmetrico di due matrici v ¢ £, possiamo limitarci a conside-
rare i prodotti antisimmetrizzati negli indici di Lorentz. Si trovano cosi quindici matrici 4 x 4
linearmente indipendenti (le quattro matrici «y , sei prodotti di due 7, quattro di tre ed uno di
quattro), che insieme all’identita formano ’algebra di Dirac

S \%4 T
P :Ia FMZVM ) Fuyzauua

P =y =" ="'y, T =

Notiamo che 75 é hermitiana mentre per le altre matrici dell’ algebra valgono relazioni analoghe
alle (6.17):
[ = ~0TT40 (6.46)

Usando i risultati del paragrafo precedente si ottengono facilmente le leggi di trasformazione

delle forme bilineari del tipo
Iy = Iy (6.47)

in termini dello spinore aggiunto ¢, che si trasforma secondo la (6.44). Le forme bilineari (6.47)
svolgono un ruolo importante, poiché hanno proprieta di trasformazione definite sotto trasforma-
zioni di Lorentz. Sono gli ingredienti base con cui costruire le grandezze osservabili e le densité
di Lagrangiana invarianti.

Consideriamo, per esempio, l'equazione di continuita (6.6) che si ottiene dall’equazione di
Dirac. Si trova facilmente che

p=9=9"%  j=vlap=Pyy.

La forma bilineare 1y*1) ¢ la quadricorrente associata alla particella descritta dall’equazione
di Dirac e j° = p ¢ la densita di probabilita, il cui integrale di volume ¢ una grandezza conservata.
Possiamo ora procedere a determinare le leggi di trasformazione delle forme bilineari.

o YT'g1p) = 1) trasforma come uno scalare, perché
P =SS =i .
o Le @F"jw = 1py"1) trasformano come le componenti di un quadrivettore covariante, perché
Pt = DS TS = Ay

o Le yI' 'y = oty = ¢ i[y*,4"]/2 4 trasformano come gli elementi di un tensore
antisimmetrico, perché

Wy = pSTINMSS TN Sy = Mo N gy Y
e I p1p = 1py7) trasforma secondo la

Y'Y = det(A) ¥y,
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cioé trasforma come uno scalare nel caso di trasformazioni di Lorentz proprie (det(A) =
1) ma cambia segno nel caso di trasformazioni di paritd (xg,z;) — (zg,—z;), il cui
determinante vale —1. Quindi 17 é una densita pseudoscalare.

La legge di trasformazione si ottiene usando la definizione

)
7P ="' = Gewasr VY

dove €,,0p ¢ il tensore unita antisimmetrico nei quattro indici. Si trova cosi

S90S = 4|€;waﬁA A AN G AP 7Oy Yy P

= = det(A)esropr* 7P = det(A)y° .

o Le ¢t = 1y v trasformano secondo la
WPy = det(A) Ay

cioé come le componenti di un quadrivettore nel caso di trasformazioni di Lorentz proprie
ed in modo opposto sotto trasformazioni di parita.

Commento 1. Una corrispondenza A — S(A) tra gli elementi di un gruppo ed un insieme di
matrici che verificano la stessa legge di composizione del gruppo, definisce una rappresentazione
del gruppo stesso. Le relazioni (6.31), (6.32) definiscono una rappresentazione del gruppo di
Lorentz, che si aggiunge a quelle gid viste nella Sez. 3.3 a proposito dei tensori irriducibili.
Secondo la classificazione ivi considerata, la rappresentazione 4-dimensionale degli spinori di
Dirac, corrisponde alla (0,1/2) & (1/2,0). Si tratta di una rappresentazione riducibile, infatti
esiste una matrice non triviale (la matrice 75) che commuta con tutti i generatori del gruppo. I
prodotti tensoriali di un numero dispari di rappresentazioni spinoriali generano una nuova serie
di rappresentazioni che, dal punto di vista delle rotazioni, contengono rappresentazioni di spin
semintero.

Commento 2. Secondo la (6.39) le matrici S(A) sono pseudounitarie, quindi non unitarie.
In effetti si pu6 dimostrare che le rappresentazioni con operatori unitari del gruppo di Lorentz
sono necessariamente infinito-dimensionali. Questo é dovuto al fatto che Ll L € un gruppo non
compatto: lo spazio dei parametri che descrivono le trasformazioni costituisce un insieme non
compatto, a differenza delle rotazioni. Per queste ultime, infatti, gli elementi di matrice sono
funzioni limitate degli angoli di rotazione, sempre compresi nell’ intervallo (0, 27). Al contrario,
il parametro v = 1/4/1 — (32 che compare in A} & illimitato.

Commento 3. Secondo la Meccanica Quantistica, il modulo quadro del prodotto tra due
stati, | < B|A > |?, rappresenta la probabilita di trovare la stato |B > come risultato di una
misura sullo stato |A >. Questa probabilita deve essere la stessa in tutti i sistemi di riferimento,
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quindi se [AA > e |[AB > sono i ket che rappresentano gli stati trasformati, dobbiamo avere,
qualsiasi siano [A > e |B >:

| <ABJAA > > =| < B|A>|? (6.48)

Sempre secondo la Meccanica Quantistica, gli stati trasformati si ottengono applicando un
operatore lineare U(A), che rappresenta la trasformazione di Lorentz A. Deve quindi essere:

| < BlUM)UM)A> =] <BJA> |? (6.49)
Wigner ha mostrato che la (A.105) ha due possibili soluzioni:
< BJU(A)'U(A)|A >=< B|A> ovvero < B|U(A)TU(A)|A >=< B|A >* (6.50)

Possiamo escludere il secondo caso per continuitd: quando A tende alla trasformazione unité,
|AA > deve tendere ad |A >, quindi U(A) all’ identita che soddisfa la prima condizione e non la
seconda. In conclusione

e le trasformazioni di Lorentz sono rappresentate sugli stati quantistici da operatori unitari

Commento 4. Vista la non-unitarieta delle matrici S(A) é interessante chiederci in che modo
i prodotti scalari tra stati che sono soluzioni dell’ equazioni di Dirac possano fornire una rap-
presentazione unitaria del gruppo di Lorentz, come richiesto dalle considerazioni del commento
precedente. Nella teoria di Dirac, per due stati |A > e |B >, si ha:

<AB>= [ d v vnt)

La densita all” interno dell’ integrale non é invariante. Piuttosto, la forma della S(A) implica che
essa sia la componente temporale di una 4-corrente, conservata per 1’ equazione di Dirac:

A (%, B (x,t) = da(x, )7 Yp(x, 1) = T3 p;
Dttt =0

Ma, come abbiamo visto nella Sez. 3.5, I’ integrale sullo spazio della componente temporale di
una 4-corrente conservata é un invariante relativistico. Quindi, per una qualsiasi trasformazione
di Lorentz:

< AA|AB >=< A|B >

che é proprio la condizione di invarianza dei prodotti scalari. La non invarianza di ¥*iy é quanto
richiesto per compensare esattamente la non invarianza della misura d®z, in modo tale che le
matrici S(A) inducano sugli stati fisici una rappresentazione unitaria del gruppo di Lorentz.
Questo risultato saréd derivato in modo esplicito nel seguito, Sez. 7.2.
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6.1.3 Boost

Con questo termine si indica una trasformazione di Lorentz speciale, che corrisponde a passare
da un dato sistema di riferimento, O, ad un sistema O’ che si muove rispetto ad O con velocita
G lungo I’ asse x positivo.

La legge di trasformazione tra le coordinate di O ed O’ coinvolge solo x¥ e x!, e si scrive:
2% = AJx® + Azt = (t — Bx)
ot = Aba® + Alxt = y(=pt + x)
dove:
v =(1-03%)"Y2=coshf (6.51)
e 0 é la rapidita, con:
B = tanh 6. (6.52)

L’ origine di O, x’=0, si muove con I’ equazione oraria: x=_3t come deve.
Poniamo [ infinitesimo:

B =00
e definiamo i parametri infinitesimi della trasformazione secondo le (6.35). Otteniamo:
€1,0 = —€o,1 = 00

La matrice S(A), che regola la trasformazione tra ¢ (x) e ¢'(x) & quindi, secondo la (6.38):

S(A)=1- 2 €apo™’ =

4
100
=1 2,10 (6.53)
2
usando la definizione:
o' =o' =iy = —ian
troviamo:
00

Trasformazioni con rapidita finita, # = tanh™! § si ottengono componendo le trasformazioni
infinitesime, che corrisponde a moltiplicare tra loro le relative matrici (6.54). Posto:

00 = N grande)

0
Na (
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troviamo:

M

S(A) = (1 - %m)N — ¢ 2™ (6.54)

L’ esponenziale di a; si esprime facilmente in termini elementari, poiché (a1)? = 1. Svilup-
pando in serie troviamo:

Lo, =1 0 \"
621:Zm<—§a1>:
n=0
k=00 2k k=00 2k+1
1 0 1 0 0 0
g _— —_— _— —_— f h— — 1 h— .
l;) (2k)! ( 2) o £ 2k + 1) ( 2) cosh 3 —arsinh5 - (6.55)

Infine, usiamo le ben note relazioni di trigonomentria iperbolica:

0 ho+1 0 ho—1
cosh? 5= %; sinh? 5= cosf (6.56)
per ottenere:
0 1 —tanh 4oy
— eoch 2 2 —
5(A) = cosh 2 [ — tanh gal 1 }
By
[v+1 1 — Loy
- T By PYJil (657)
~5101

La (6.57) si generalizza immediatamente al caso in cui la velocita sia diretta lungo un versore

=

6.1.4 Soluzioni dell’equazione di Dirac libera

generico, 7:

(6.58)

L’ equazione di Dirac, nella forma (6.9) o (6.18) ammette soluzioni nella forma di onde piane
relativistiche. Scriviamo:

(@) = ulp)e s p* = (B, p) (6.59)
L’ equazione per la u(p) prende la forma:
( —m)u(p) = (puy" —m)u(p) =0 (6.60)

dove u € uno spinore a quattro componenti.
Consideriamo, per cominciare, le soluzioni dell’equazione di Dirac per una particella in quiete.
In questo caso la (6.60) si riduce a

(Y’E - m)u(p) =0, (6.61)
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ovvero, esplicitamente:

E—-—m 0 0 0 U1
0 E—m 0 0 U _
0 0 EFem 0 ws | = 0. (6.62)
0 0 0 —-FE-m Uy

La (6.62) ammette i quattro autovalori EV) = E@) = m ed EG) = E® = —m, e gli autovettori
corrispondenti sono

u) = u? = u®) = u® = (6.63)

o O o=
o O = O
o= OO
— o O O

Anche I’ equazione di Dirac, come 'equazione di Klein Gordon, ammette quindi soluzioni con
energia sia positiva che negativa. Le due soluzioni ad energia positiva corrispondono ai due stati
possibili di una particella di spin 1/2. Discuteremo pia avanti il significato delle soluzioni ad
energia negativa.

Nel caso generale p # 0 scriviamo il quadrispinore u(r) (p) in termini di due spinori a due

componenti u ed up
r U
ul )(p) = < uA ) ) (6.64)

dalla (6.60) otteniamo il sistema

Co 20 ()= "

che ha soluzioni non banali per

E*—m?=(o-p)?=p°. (6.66)
Riscrivendo la (6.65) nella forma
o' .
ug = (E_I;i up (6.67)
_ (o-p)
up = A (6.68)

si vede subito che le soluzioni ad energia positiva si possono ottenere dalla (6.68), scegliendo u 4
uguale ad uno degli spinori di Pauli a due componenti

Xl:(é) , Xz:(i’). (6.69)

Le soluzioni ad energia negativa si ottengono in modo analogo a partire dalla (6.67). Possiamo
quindi scrivere le quattro soluzioni della (6.60) nella forma

(op)
Xr _ — r
u(p) = ( (op) ) , ul(p) = < Eptm X ) : (6.70)

Ep+mX7" Xr
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conr =1,2e E, =++/p? +m? = |E|. Ovviamente, per p — 0 le (6.70) si riducono alle (6.63).
Per descrivere gli stati ad energia negativa, ¢ conveniente introdurre due nuovi quadrispinori
ur(p) (r=1,2), definiti dalle

vi(p) =uy '(=p) , wa(p)=—uy (—p). (6.71)
Ur(p) =" ugi)(_p)’ (I", s=1, 2) (6'72)

dove €"* ¢ il tensore a due indici completamente antisimmetrico? ed ¢ sottintesa la somma sugli
indici ripetuti. Poniamo inoltre:

ur(p) = u{™ (p) (6.73)

Dalle definizioni segue immediatamente che u, e v, soddisfano alle equazioni:
Pp—-—m)u, =0 , (P+m)v,=0. (6.74)

La normalizzazione dei quadrispinori si determina scrivendo la soluzione della (6.60) nella
forma

m O\ 2 u,(p)e”P*  (energia positiva)
W(z) = N <VE > x (6.75)
P vr(p)eP®  (energia negativa)
e richiedendo che sia
[ vl =1, (6.76)
cioé
E
ur' (P)ur(p) = v, (p)ur(p) = 2. (6.77)

Si ottiene cosi N = [(E, +m)/2m]'/2.
Con questa scelta della normalizzazione le relazioni di ortonormalita per i quadrispinori sono:

u,! (p)us(p) = vrT(p)vs(p) = Ops %
w ' (p)os(—p) = ul) (p)ul ) (p) = 0 (6.78)

inoltre, con semplici manipolazioni formali 3 otteniamo dalle (6.74) le relazioni:

m u(p)y"u(p) = p* u(p)u(p)
(P)u(p) = 0 (6.79)

I~

2612 — _ 21 1 (=2
3moltiplicando a sinistra la (6.74) per %(p)y* e sommando I’ aggiunta della stessa equazione moltipli-

cata a destra per v u(p) si ottiene la prima delle (6.79); la seconda si ottiene con manipolazioni simili
sull’ equazione per v(p) in (6.74).
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Dalla prima di queste seguono le relazioni di ortonormalita delle u e v rispetto alla moltiplicazione
per gli spinori aggiunti:

ﬂr(p)us(p) = _ﬁr(p)US(p) = 67’3 .

iy (p)vs(p) = vr(P)us(p) =0 . (6.80)

La completezza dell'insieme formato dalle soluzioni dell’equazione di Dirac & espressa dalla
relazione

D [(w)a®)(@r)5(P) = (v)a(P)(@)5(P)] = das (6.81)

T
dove (ur)q(p) € la componente « del quadrispinore. La (6.81) si ottiene facilmente dalle defini-
zioni dei quadrispinori, che implicano

U U = + = m
> (walp)(@)s(p) = (A7), ( )aﬁ (6.82)

2m
= (v)a(p)(@:)5(P) = (M) s =~ <¢2_—mm> . (6.83)

Gli operatori A; e A, sono proiettori sugli stati di energia rispettivamente positiva e negativa,
cioé
A;rur =ur , Ajvr=v, (6.84)
Afv, = Aju, =0 (6.85)
Sulla base della completezza delle soluzioni dell’ equazioni di Dirac, posiamo sviluppare ogni
soluzione, secondo 1’ espressione:

1/1(90) = L[ar(p)ur(p)e_i(pgﬁ) + (br(p))*vr(p)ei(p$)] (6'86)
; V E@)V

Per gli ulteriori sviluppi registriamo 1’ espressione della normalizzazione della funzione d’
onda nonché il valore medio dell’ energia e del momento in termini delle ampiezze dei modi
normali di oscillazione che appaiono nella (6.86). Con I’ aiuto delle relazioni di ortogonalita
(6.78) troviamo:

N = / @ 7 (6, (%, 1) = 3 [ar (p)(ar(p))” + (b1 (D)) by (D) (6.87)

p7r

< E>= /d?’x Yl (x,t)[—ia - V + Bml(x,t) =
= E(p)lar(p)(ar(p))* — (br(p))*br(P)]; (6.88)
p,r

<P >= / B Yl (x,1)(—iV)ih(x,t) =
= pla:(p)(ar(p))" — (br(p))*br(P)] - (6.89)

(il fattore di normalizzazione /m/EV & stato preso in modo che 1" energia del modo di oscilla-
zione p,r sia uguale ad E(p) per ampiezza di oscillazione unitaria).
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Soluzioni con p# 0 e boost di Lorentz. Le soluzioni a p # 0 si possono ottenere con una
trasformazione di Lorentz a partire da quelle che descrivono una particella in quiete, utilizzando
la rappresentazione del boost di Lorentz determinata nella Sez. 6.1.3.

Indichiamo con:

W(al) = e () (6.90)
lo spinore nel riferimento O’ introdotto nella Sez. 6.1.3. Avremo:
V() = e u(p) = STHAW (@) = e TS A () (6.91)

Oovvero:

Byo1
_ v+1 1
ST = | T] (6.92)
y+1

poiché (p'z’) = (px).
Se la particella ¢ in quiete in O, energia e momento in O sono date da:

p=4mpy; p’=+F=4+my (6.93)

per le soluzioni ad energia positiva e negativa. Per le prime troviamo, quindi (si confronti con le

definizioni (6.70)-(6.63)):

- ( T ) r=1, 2) (6.94)

E+mX7"

e per le soluzioni ad energia negativa:

[E 1 22/ 0
E+m r
_ ( TemX >
Xr
boi

ul) (=p) = 6rs< E+)znxs ) (r, s=1, 2) (6.95)

Le soluzioni corrispondenti a energia positiva e negativa non vengono mescolate dalla tra-
sformazione di Lorentz.
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6.1.5 Il momento magnetico dell’elettrone

Consideriamo un elettrone in un campo elettromagnetico assegnato A* = (¢, A). L’ equa-
zione di Dirac in presenza del campo si ottiene con la sostituzione minimale considerata nella
Sez. 5.4:

10F — iOM 4+ eA* (6.96)

dove e @& la carica elettronica. Otteniamo:
(id+ed—m)p =0, (6.97)
ovvero

[ﬁ <z% + e¢> —Pa-(p+eA)— m] P =0 (6.98)

Se ci restringiamo alle soluzioni con energia positiva, 1’ equazione (6.96) fornisce una descrizio-
ne straordinariamente accurata del comportamento dell’ elettrone in un campo elettromagnetico
dato, sia esso il campo elettrico generato da un nucleo atomico sia un un campo esterno classico.
Vogliamo ora studiare ’equazione (6.98) in quest’ ultimo caso, nel limite non relativistico, per

p? p?

con m > p?/2m. In queste condizioni é conveniente isolare il fattore di fase rapidamente variabile
che corrisponde all’ energia di riposo, e riscrivere la soluzione della (6.98) nella forma

) =pe (6.100)

dove 1Z oscilla molto pit lentamente che exp(—imt).
Sostituendo la (6.100) nella (6.98) e moltiplicando da sinistra per fSexp(imt) si ottiene

(i%er)qZ: [ (p+eA) + Bm —ed] V) , (6.101)

1) € unno spinore a quattro componenti che possiamo scrivere nella forma

b= ( v > , (6.102)

con ¢ ed 7 spinori a due componenti. Dalle

= (2 5)(5)-(2)
w=(5 ) (3)=(5)

si ottiene un sistema di equazioni accoppiate per ¢ e n

(z% + egb) p=0-(p+eA)n (6.105)
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<z% +ep+ 2m> n=o-(p+eA)p. (6.106)

Utilizziamo ora di nuovo |’ approssimazione non relativistica, per cui:

0
<z§ —ep+ 2m> n = 2mn (6.107)
e quindi
. A
N~ o (pteA) 0. (6.108)
2m

L’ equazione (6.108) mostra che n é la componente piccola di 1;, essendo di ordine p/m rispetto

a p.
Sostituendo la (6.108) nella (6.105) si ottiene I’equazione per ¢

(o0 e 2
(z’% + e¢> o= % 0, (6.109)

che puo essere riscritta in una forma pitu familiare usando la relazione

[0 (p+eA)? =

dove B = (V x A) ¢ il campo magnetico. Si ottiene cosi la

.0 1 5 €
<z§ +e¢> w= [Qm(p—l—eA) + 2m0'-B ©, (6.110)

cioé 'equazione di Schrodinger per una particella con carica eletrica —e e spin s = /2, in
interazione col campo elettromagnetico descritto dai potenziali ¢ e A.

L’ultimo termine nel secondo membro dell’equazione (6.110) ¢ 'energia di interazione tra il
campo magnetico B ed un dipolo magnetico di momento

—e —e
=—0=¢g—S, 6.111
p=5 0 =g (6.111)

Il coefficiente g prende il nome di fattore giromagnetico ed esprime il rapporto tra il momento
magnetico, espresso in magnetoni di Bohr, ed il momento angolare corrispondente.

L’ interazione completa con il campo magnetico si ottiene esplicitando nella (6.110) il poten-
ziale vettore corrispondente ad un campo costante lungo 1’ asse z:

B
A= 5(—@/,3:,0); V-A; rotA =B
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Trascurando termini di ordine B?, otteniamo:

H—p2+e( A+A p)+—0 B=
T 2m 2mp P QmU -
2
P eB e
_P L _ — o-B=
p? | e
=—+—(L+2S)-B 6.112
5 T 5, (L +28) (6.112)

Il termine che contiene il momento orbitale fornisce la spiegazione quantistica dell’ effetto
Zeeman normale. L’ emissione o assorbimento di un fotone obbedisce alla regola di selezione
AL, = +1,0. Per gli atomi in cui L, é un buon numero quantico, la linea spettrale in presen-
za del campo magnetico si divide in tre componenti distanziate di +eB/2m,0, che restituisce
proprio la frequenza di Larmor (5.73). Negli atomi complessi, tuttavia, L. ed S, non sono se-
paratamente diagonali e la differenza tra i livelli coinvolti nella transizione é funzione anche del
fattore giromagnetico di spin [10]. La (6.111) descrive correttamente il comportamento dell’
elettrone: si trova g = 2, come originariamente ipotizzato da S. A. Goudsmit e G. Uhlenbeck
per spiegare l'effetto Zeeman anomalo.

Il risultato (6.112) costitutisce uno straordinario successo della teoria di Dirac, nella quale
il termine d’interazione spin-campo magnetico, che nella Meccanica Quantistica non Relativi-
stica deve essere aggiunto ad hoc all’equazione di Scrédinger, emerge in modo naturale dalla
sostituzione minimale quantistica applicata all’ equazione di Dirac libera.

6.2 Particelle e antiparticelle

Come abbiamo visto, I’ equazione di Dirac é I’ unica equazione per la funzione d’ onda in
linea con le richiesta della Meccanica Quantistica e della Relativitd, e conduce univocamente
a particelle con spin 1/2 e ad una descrizione straordinariamente accurata delle proprieta dell’
elettrone, libero o legato negli atomi. Tuttavia, 1’ equazione di Dirac possiede soluzioni con
energia negativa, di difficile interpretazione quantistica.

Dai principi generali segue che uno stato quantistico deve evolvere nel tempo secondo la:

[t >= e 0 > (6.113)
da cui, se 1 é autofunzione dell’ energia, segue:
Y(T,t) = e_iEtw(fa 0) (6.114)

Inoltre, per avere un sistema stabile sotto piccole perturbazioni, E deve essere limitata in-
feriormente al variare degli altri numeri quantici, cosa evidentemente non vera per le soluzioni
dell’ equazioni di Dirac con E = —w(p) = —y/(p)? + m? < —m.

La soluzione del problema della stabilitd proposta da Dirac é semplice e radicale: tutti gli
stati ad energia negativa sono occupati, il vuoto é in realtd un mare di elettroni che riempiono
tutto i livelli con £ < —m. Il Principio di Esclusione impedisce ad un elettrone con energia
positiva di finire in uno degli stati proibiti.
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Eccitando un elettrone da uno stato ad energia negativa ad uno stato di energia positiva si
crea una lacuna nel mare di Dirac, che si comporta in tutto e per tutto come una particella di
massa m, uguale alla massa dell’” elettrone, spin 1/2 e carica elettrica positiva.

Una particella rispondente a questa descrizione, il positrone, é stata scoperta da C. D. An-
derson nel 1932, osservando i prodotti delle interazioni dei raggi cosmici in una camera a nebbia,
Fig. 6.1.

Figura 6.1: Foto di una camera a nebbia con una delle prime immagini di un positrone, C.
D. Anderson, 1932. Il positrone si muove dal basso verso I’ alto, come indicato dal fatto che la
curvatura é inferiore nella parte alta della traiettoria, dovuto alla perdita di energia del posi-
trone nell’ attraversare la lastra di piombo, visibile in sezione a meta della camera. Da questa
informazione si deduce che la carica della particella é positiva, mentra la massa é consistente con
la massa di un elettrone.

La soluzione proposta da Dirac, tuttavia, non é soddisfacente sotto diversi punti di vista. Tra
questi, il fatto che la soluzione non funzionerebbe per particelle di spin zero, che sono bosoni. Si
pud rispondere, con Dirac, che per queste particelle la coordinata = non é osservabile e quindi
una particella di spin zero non ammette una funzione d’onda: Per tali particelle vi é ancora una
rappresentazione dell’ impulso che € sufficiente per gli scopi pratici [10].

In realta, si pu6 arguire, sulla base del Principio di Indeterminazione, che la coordinata di
una particella relativistica non é un’ osservabile, indipendentemente dal valore del suo spin.

Immaginiamo di misurare la coordinata di un elettrone con un microscopio. Ovviamente
dobbiamo usare luce di lunghezza d’ onda, A, via via decrescente per ottenere precisioni sempre
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maggiori. In corrispondenza, 1’ elettrone riceve un impulso casuale dell” ordine della quantita di
moto del fotone, & = h/A, in modo tale che I’ indeterminazione raggiunta per la coordinata e
quella dell” impulso soddisfino la relazione di incertezza:

h
Az~ A= A (6.115)

Quando 1’ energia del fotone supera il valore w = ck ~ 2mc? si verifica un nuovo fenomeno: la
creazione di una coppia elettrone-positrone. Nel linguaggio del mare di Dirac, un elettrone in
uno stato di energia negativa assorbe il fotone e passa ad uno stato di energia positiva lasciando
una lacuna dietro di se. Abbiamo adesso due elettroni nel nostro stato e non é pia possibile
neanche parlare di coordinata dell’ elettrone.

Affinché le coordinate dei due elettroni si possano confondere, essi si devono trovare a distanze
dell’ ordine della lunghezza d’ onda del fotone. Quindi I’ effetto di non localit4 si instaura quando
arriviamo a precisioni nella coordinata del’ elettrone dell’ ordine di:

h
Az~ A= ——~40-10"" cm (6.116)
mc

La lunghezza definita dalla (6.116) si indica col nome di lunghezza Compton, Ac. Per il
protone, Ac ~ 0.2 fermi = 0.2- 10713 cm.

Si arriva allo stesso risultato se cerchiamo di costruire pacchetti d’” onda sempre pia piccoli
con le soluzioni dell’ equazione di Dirac. Utilizzando le soluzioni con energia positiva, che evi-
dentemente non formano un sistema completo, non si possono ottenere dimensioni del pacchetto
inferiori a A¢.

La conclusione é che la rappresentazione x e quindi la funzione d’ onda, semplicemente non
esistono per particelle relativistiche. Anche per I’ elettrone, tuttavia, vi € ancora una rappresen-
tazione dell’ impulso che € sufficiente per gli scopi pratici. Il modo in cui soddisfare questi scopi
pratici é fornito dalla seconda quantizzazione.

Secondo la seconda quantizzazione, piu’ modernamente indicata col nome di Teoria dei Cam-
pi Relativistici e Quantistici (Relativistic Quantum Field Theory), I’ oggetto che soddisfa I’
equazione di Dirac é un campo quantizzato, descritto matematicamente da un operatore lineare
funzione del punto nello spazio tempo, ¥(x,t).

Il campo € una variabile dinamica quantistica nella reppresentazione di Heisenberg. Come
operatore, Il campo agisce sullo spazio degli stati fisici che, sempre nella rappresentazione di
Heisenberg, sono costanti nel tempo.

La difficolta collegata alle soluzioni a energia negativa (adesso, pit propriamente, a frequenza
negativa) si risolvono perché la dipendenza dal tempo di un operatore nella rappresentazione di
Heisenberg é un esponenziale il cui segno non € definito. Il segno pud essere positivo o negativo,
a seconda della differenza di energia degli stati tra cui I’ operatore stesso induce transizioni.

Nella seconda quantizzazione, le quantité riportate nelle (6.87) sono anch’ esse operatori
lineari, piuttosto che valori medi rappresentati da c-numeri. Come vedremo nel prossimo Capi-
tolo, la prima di queste quantita deve essere identificata con la carica associata alle particelle,
che deve essere opposta tra le particelle distrutte da ¥(t) e quelle create da (), come avviene
per I elettrone ed il positrone.
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E ragionevole identificare la seconda e la terza nelle (6.87) con 1’ Hamiltoniana e la quantité
di moto totale del campo. La struttura operatoriale degli operatori di creazione e distruzione
e ulteriori caratteristiche fisiche delle particelle associate ad essi si ottengono dalla richiesta
di stabilita, che I’ Hamiltoniana abbia uno spettro limitato inferiormente. Questa condizione
ci porterd univocamente alla statistica di Fermi-Dirac per le particelle create o distrutte dalle
componenti del campo di Dirac.

6.3 Seconda quantizzazione: come funziona

Consideriamo separatamente nella (6.86) le soluzioni con frequenza positiva e negativa, che
scriviamo genericamente come:

) (z) = Xe PP, (frequenza positiva) (6.117)
V) (@) = Yet'P?), (frequenza negativa) (6.118)
" = (E(p),p); E > m; p? =m?. (6.119)

Il campo in x si pué ottenere dal campo nell’ origine con una traslazione spazio-temporale
secondo la espressione (cfr. Richiami di Meccanica Quantistica):

P(x) = eTrap(0)e Fr" (6.120)

dove P# é 1’ operatore energia-momento. Prendiamo adesso 1’ elemento di matrice di questa
equazione tra autostati del 4-momento:

< B B()| B P se PP < g B(0)| BB >
Se confrontiamo la (6.121) con le (6.117) vediamo che deve essere:

P' = P —p; (frequenza positiva) (6.121)
P' =P +p; (frequenza negativa) (6.122)

Oovvero:

e le componenti del campo a frequenza positiva o negativa distruggono o creano, rispettiva-
mente, una particelle di massa m.

Sulla base di queste considerazioni, riscriviamo lo sviluppo (6.86) sostituendo le ampiezze
dei modo normali di oscillazione con operatori di distruzione e creazione di elettroni e positroni,
rispettivamente a, al e b, bt :

W) =3 o [ar (p)ur (p)e P + b, (p) v, (p)e'P?)] (6.123)
; E@)V

La struttura algebrica di questi operatori si determina considerando le espressioni in (6.87) che
adesso interpretiamo come energia e quantitd di moto del campo. Eseguendo la moltiplicazione
di operatori senza cambiare 1’ ordine in cui essi appaiono nella (6.87) otteniamo:
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H— / B T (x,t)[—ia - V + Bmlip(x,t) =

=Y EW®)[ar(p)ar(p) - b ()b (p)']; (6.124)
p,r

P = / Pz i (x,8)(—iV)Y(x,t) =

= pla(®)a:(p) = b:(P)b:(P)'] - (6.125)

Consideriamo il secondo termine nell’ Hamiltoniana. L’ operatore bbl é semi-definito po-
sitivo 4. Questo impedisce di assegnare relazioni di commutazione agli operatori di creazione
e distruzione uguali a quelle dell’ oscillatore armonico quantistico. In questo caso, infatti, si
avrebbe, per p fissato:

—bb' = —blb—1=—N(p) -1 (6.126)

dove N(p) é il numero di occupazione del modo p. Il secondo membro pu6 assumere valori
arbitrariamente negativi e I’ Hamiltoniana risultante sarebbe illimitata inferiormente.

Per ottenere una teoria consistente 1’ operatore b'b deve essere limitato, come accade per I’
oscillatore di Fermi ® che soddisfa regole di anticommutazione. In questo caso otteniamo:

—bbl = +b'b—1=+N(p) — 1 (6.127)

che ha autovalori 0,—1 (-1 per il vuoto). Usando le relazioni (6.127) per tutti i valori di p e di
r, si ottiene:

H =Y E,(N:(p)+N:(p)) . (6.128)

dove N,(p) = al(p)ar(p) ed N,(p) = b}-(p)b,(p) sono gli operatori numero per le particelle
e le antiparticelle. Nel passare dalla (6.124) alla (6.128) abbiamo omesso un termine costante
corrispondente all’ energia di punto zero degli oscillatori. Fisicamente, questo equivale a scegliere
il valore (0|H|0) come zero della scala delle energie.

Le equazioni precedenti si generalizzano alle seguenti regole di anticommutazione:

{ar(p), alr (p')} = {br(P), b1 (D)} = G Oppy (6.129)

{a;(p),ar (p')} = {br(p), b (P)} = {a,(P), b (P')} = {al(p), b (D)} =0, (6.130)

Consideriamo adesso il fattore di normalizzazione nella (6.87), che riconosciamo essere 1’

integrale della componente temporale della 4-corrente J* = 9y*1). Procedendo in modo analogo

Yinfatti, < A|bT|A >= 3 < Albln >< n|bf|A >= 3" | < Albjn > |> > 0, qualunque sia lo stato
|A >.

L’ oscillatore di Fermi é definito dalle regole di anticommutazione {b,b} = {b,b'} = 0; {b,b'} = 1.
Dalla prima segue b? = 0 e quindi N? = b'bb’b = b'b = N, ovvero N(N — 1) = 0. Gli autovalori di N
sono dunque 0, 1.
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a prima ed omettendo una costante (infinita!) che rappresenta la carica del vuoto, otteniamo:

[ 1@ = 3 (Vo) - Ni(o) (6.131)

pr

riconosciamo quindi che le particelle create da bf, mentre hanno proprietd meccaniche, massa e
spin, uguali a quelle create da af, hanno carica opposta.

6.4 'Tracce delle matrici gamma

Le tracce di prodotti delle matrici gamma entrano in praticamente tutti i calcoli di teoria dei
campi. Diamo qui le prescrizioni per calcolare queste tracce, e il risultato esplicito nei casi pia
semplici. Oggi ci sono programmi in grado di eseguire numericamente o simbolicamente tracce
di prodotti fino a gradi moto elevati, ma é comunque utile acquistare una certa familiarita con le
proprieta delle tracce ed i metodi di calcolo. La definizione delle matrici gamma e di 5 é quella
della Sez. 6.1.

Il punto di partenza sono le proprieta elementari gié discusse:

Tr(y*) =0; (6.132)
Tr(~yH~") = 4¢g" (6.133)

75 La matrice ~y5 é definita come:
75 =iyt (6.134)

di qui, segue che®:
e la traccia di v5 con un numero di matrici gamma < 3 é nulla
[ J

Tr (Y9 yPy7v5) = +4iel?P? (6.135)

Numero dispari di matrici gamma La regola (6.132) implica che le matrici gamma
hanno dimensione pari ed un numero uguale di autovalori +1 e —1. La sua generalizzazione é
che

e la traccia di un numero dispari di matrici gamma é = 0.

Numero pari di matrici gamma Consideriamo dapprima il caso di quattro matrici
gamma

Tr (v*9"+°7)
Possiamo avanzare di un posto la prima matrice utilizzando le regole di anticommutazione:
Tr (*9"7"7) = =Tr (¥"7"4"77) + 26" Tr (v"77)

ricordiamo che il tensore di Levi-Civita completamente antisimmetrico é definito da €gia3 = +1 =
—€9123 Eq. (3.36).

6
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il secondo termine contiene due matrici gamma di meno ed é elementare. Se continuiamo ad
avanzare usando le regole di anticommutazione, otteniamo:

Tr (4"9P97) =
= 8¢ gP7 — 8gMPg"7 4+ 8gH7 g"P — Tr (v ")

I’ ultima traccia é eguale a quella di partenza, per la proprietd ciclica, quindi, portandolo a
secondo membro, possiamo risolvere:

Tr (y#4"9P7) = +4(¢" 9" — 979" + g7 9"") (6.136)

La regola si generalizza, in quanto, con un numero pari di matrici gamma, se spostiamo
in avanti la prima matrice fino a portarla all’ ultimo posto si finisce sempre con la traccia di
partenza moltiplicata per —1. Quindi possiamo ridurre la traccia di 2n matrici gamma ad una
combinazione con segni alternati di tracce di 2n — 2 matrici gamma. Iterando, ci riduciamo a
n=2.

Naturalmente, il numero di termini nello sviluppo della traccia aumenta molto rapidamente,
come 2n — 1!!, rendendo necessario 1’ uso di programmi di calcolatore.

In alternativa al metodo precedente, possiamo ridurre il numero di matrici in una traccia,
usando la relazione che riduce il prodotto di tre matrici gamma ad una combinazione di v¢ e
v*vs, che segue dalla completezza della base di matrici introdotta nell(6.46):

P = gyt + gt — gAY — e APy (6.137)



Capitolo 7

QUANTIZZAZIONE CANONICA
DEL CAMPO DI DIRAC

7.1 Quantizzazione del campo di Dirac

Percorriamo, per quanto possibile, un percorso analogo a quello della Sezione precedente, per
costruire un campo quantizzato che obbedisca all’ equazione di Dirac.
La densita di Lagrangiana (in assenza di interazione) si scrive (¢ = 91yg):

L= @i — m)v (7.1)
Di qui, si trova;
oL - oL _
— M 2
0L oL
- =0; — = (iI0,4" — 7.2
5.5 = g7 = (0" —m)y (7.2
le equazioni di Eulero-Lagrange sono quindi:
(10u" — m)p = 0; iau(&'Y“) +myp =0 (7.3)

Usando la relazione 7°(y#)77" = 4#, si vede che la seconda equazione é 1" aggiunta della prima.
In altre parole, se consideriamo 1 e ¢ come variabili indipendenti, le due equazioni ci dicono che
7" & I’ hermitiano coniugato di 1.

La Lagrangiana (7.1) é invariante per traslazioni e per trasformazioni di Lorentz. Queste
ultime, per trasformazioni infinitesime, si scrivono:

1
2 = Aja” = 2+ Jeag(g™ay — g7 o))"

¥ (a) = SA)(e) = (a) — i easr™ () (74)

con:
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La Lagrangiana (7.1) possiede, inoltre, una simmetria globale, associata alle trasformazioni dei
campi con una fase costante:

V(@) — e P(a); P — e () (7.6)
Dalle (7.2), (7.4) e (7.6) si trovano immediatamente:
e il tensore impulso-energia canonico:
THY = ipy" 0" — g™ L (7.7)

e |’ energia ed il momento del campo:

E = /d3x¢T(—i62 -V 4+ mpB)y

P= / Bt (—iV ) (7.8)
e il tensore impulso-energia simmetrico:
o = L[5A0 — @D+ (i — )] (79)
e La corrente conservata collegata alle trasformazioni (7.6):
3 (@) = Y(x)y"(z); Ou(x) = 0. (7.10)
Commento . Per costruire il tensore energia-impulso simmetrico secondo la procedura di

Belinfante e Rosenfeld, si parte dalla parte di spin del tensore dei momenti angolari. Sulla base
delle (7.4) possiamo scrivere:

s — %z/?(fy“ao‘ﬁ)w = i&(v“[v“,vﬁ])w (7.11)
Definendo:
Sféﬁ — (:)Mzﬂ,aﬁ; Sgﬁ — aﬂzawﬁ — Sga (7.12)
si ha:
6°F =10 %(Sl — Sy — 53)°F (7.13)

(il tensore 1/2S; cancella la parte antisimmetrica di 7%° mentre la sottrazione del tensore
simmetrico Sy + S3 compensa la 4-divergenza di S7). Esplicitamente abbiamo:

5 (51— 55— 85) = (O X1 + TXP (9,0

Q, 1 (0% (0% (0%
X1l = 2P = i % = AP ) (7.14)

Usando le regole di anticommutazione delle matrici gamma, possiamo portare gli operatori
Ou* ad operare sui campi, dove danno +im. E facile vedere che i termini proporzionali ad m si
cancellano e restiamo con i risultati delle anticommutazioni, per cui:

S(51 = 85— 5)°7 = 205(07° = 307w — L@ I u + @P0pu] (1.15)

Sommando questo risultato alla (7.7) si ottiene la (7.9).
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Formalismo Hamiltoniano Il momento coniugato al campo ¥ si trova dalle (7.2):
(z) = iyl () (7.16)

mentre il momento coniugato di ¥ é nullo: nello schema Hmiltoniano ¢’ é solo una coppia di
variabili coniugate, che sono 1 e i'. La densitd di Hamiltoniana coincide con la prima della
(7.8) che é gia espressa in termini delle variabili coniugate.

La quantizzazione canonica prevede che le variabili coniugate soddisfino regole di commuta-
zione analoghe a quelle della Meccanica Quantistica non-relativistica (??). Tuttavia, la richiesta
di avere un’ energia limitata inferiormente richiede regole di anticommutazione per gli operatori
di creazione e distruzione di elettroni e positroni, come abbiamo visto nella sezione precdente.
Questo corrisponde a tradurre le (??) nelle regole di anticommutazione a tempi uguals:

&ba(fa t)’ Hﬁ(g, t)} = iéaﬁ(;(g) (f - g)

ovvero

{¢a(f7 t)’ 1,[75(@7, t)} = 7265(3) (f - g) (717)

Le equazioni (7.17) determinano i commutatori delle variabili dinamiche con I’ Hamiltoniana
e quindi le equazioni del moto. Utilizziamo 1’ identita:

[a,b-c] ={a,b}c —b{a,c} (7.18)

per trovare:
i = o) H] = (=i - T + ) (7.19)

le equazione del moto di Heisenberg riproducono I’ equazione di Dirac, come deve essere. Possiamo
anche calcolare il commutatore del campo con la carica conservata, con il risultato:

[(2), Q] = +v(x) (7.20)

Lo spazio degli stati Procedendo in modo analogo a quanto fatto per I’ equazione di Klein-
Gordon, possiamo ricavare dalla (6.86) gli operatori as(p) e bs(p), sfruttando le relazioni di
ortonormalité degli spinori v e v. Si trova:

0s9) = [ e @l )

() = [ % || e ) (7.21)

Partendo dagli anticommutatori canonici, si calcolano gli anticommutatori di questi operatori,
che naturalmente coincidono con gli anticommutatori gi4 trovati in precedenza:

{as(@), al, (@)} = {bs(2), 05, (7)} = 60 657 (7.22)

e tutti gli altri anticommutatori uguali a zero.
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Usando le regole di anticommutazione, possiamo esprimere le grandezze conservate in modo
formalmente identico alle (4.52):

H = / A3z 0% = S w(k) [af (k)a(k) + b (k)b(k)] + cost.
pi— / P 6% = S K (ol (R)a(F) + b (R)b(F)]
Q- / @z 10 = 5 [af(R)a(F) — o' (F)b(F)] (7.23)

Vediamo che lo spazio di Hilbert della teoria é quello di un insieme di oscillatori di Fermi.
Esplicitamente, esso é costituito da:

e lo stato |0 >, il vuoto, annullato dall’ applicazione degli operatori di distruzione:

|0 > tale che : as(p)|0 >= b,(q)|0 >= 0, per ogni s, 7, P, G, (7.24)

e gli stati con dati numeri di occupazione, ottenuti applicando al vuoto gli operatori di
creazione a' e b:

]nl,ng,... Ty, Mo, -+ >=
= [af, ()] [al, @)™ ... [, (@)™ b, (@)]™2 ... |0 > (7.25)

Come si vede dall’” espressione dell” impulso, gli operatori a e b distruggono particelle relativistiche
di massa m e spin 1/2. Gli stati quantistici sono quelli di un gas perfetto costituto di fermioni
di due tipi diversi con uguali proprietd meccaniche.

Ulteriori informazioni sulla natura di queste particelle sono fornite dalla carica conservata.
Cosideriamo 1" elemento di matrice del commutatore (7.20). Otteniamo®:

<q[[¥,Qllg >= (¢ - ¢) < d'|¥lg >=+ < ¢'[¢lg >
ovvero: ¢ =q—1 (7.26)

In entrambi i casi, I’ azione del campo fa diminuire di un’ unita la carica conservata, quindi:
e la particella distrutta da 1/1(+) ha carica opposta a quella creata da 1/1(*).

In conclusione, la duplicazione del segno di p° = 4w(p), che é inevitabile in una teoria
relativistica, si riflette nella caratterizzazione delle componenti a frequenza positiva e negativa
come operatori di distruzione o creazione di particelle. In presenza di una carica conservata
con autovalori non nulli, le particelle create da ¥(~) sono una sorta di immagine speculare di
quelle distrutte da ¢(*), nel senso che hanno uguali proprieta meccaniche (massa e spin) e carica
opposta.

La combinazione della Relativita Speciale con la Meccanica Quantistica richiede 'esistenza
dell’” antimateria.

Ho stesso risultato si ottiene per il campo di Klein Gordon partendo dalla (4.46).
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Commento. L’ antiparticella del protone, I’ antiprotone con carica negativa, é stato scoperto
nel 1955 con I’ acceleratore di particelle Bevatron di Berkeley, da E. Segré, O. Chamberlain, C.
Wiegand e T. Ypsilantis. Sperimentalmente, la massa dell’ antiprotone coincide con la massa
del protone entro un errore molto piccolo, dell’ ordine di una parte su 100 Milioni [11|. Anche
il neutrone possiede un’ antiparticella, 1’ antineutrone. Questo é dovuto al’ esistenza di una
carica conservata indipendente dalla carica elettrica. Questa nuova carica conservata, il numero
barionico, é necessaria per rendere conto dell” estrema stabilita della materia. Il numero barionico
é associato alla corrente:

B! = ¢py"pp + ony hn (7.27)

dove 1p y indicano i campi di Dirac associati a protone e neutrone. Convenzionalmente si assegna
il valore +1 al numero barionico di protone e neutrone (e quindi il valore -1 ad antiprotone e
antineutrone), mentre le particelle leggere, elettrone e neutrino, hanno numero barionico nullo.
Si conoscono molte altre particelle che decadono in protone e/o neutrone e che quindi hanno
numero barionico diverso da zero.

La conservazione simultanea di carica elettrica e numero barionico ha per conseguenza la
stabilita di sistemi elettricamente neutri come 1" atomo di idrogeno (che ha Q=0 e B=1), che
altrimenti potrebbero trasformarsi in pura radiazione elettromagnetica.

Problema. Dimostrare le relazioni (7.22) a partire dalle (7.17).

7.2 La rappresentazione del gruppo di Lorentz

Mostriamo qui quanto anticipato nella Sez. 6.1.2, che tramite le matrici S(A) possiamo
costruire un complesso di operatori unitari che rappresentano le trasformazioni di Lorentz nello
spazio dei numeri di occupazione (secondo la costruzione di Wigner). Basta limitarci agli stati
con una sola particella. Consideriamo quindi gli stati:

Ip,r >=ar(p)'|0 > (7.28)

Dobbiamo definire I’ azione delle trasformazioni di LL su questi stati, mediante operatori uni-
tari U(A) che soddisfano alle regole di composizione del gruppo. Le trasformazioni di Lorentz
trasformano tra loro 4-vettori sull” iperboloide di massa definito da p,p* = p? =m?.

Scegliamo un 4-vettore particolare, py. Le trasformazioni di LL trasformano pg nei 4-vettori
della falda con pg > +m. Viceversa, ogni p* é caratterizzato dalla trasformazione di Lorentz che

trasforma pg in p. Per particelle con massa m # 0, scegliamo:
py = (m,0) (7.29)

Per ogni p possiamo definire una trasformazione che chiamiamo boost, che porta py in p.
Sinteticamente scriviamo:

L(p)po =p (7.30)

e definiamo 1’ azione di U(L(p)) sugli stati |pg,” > al modo seguente:

lp,7 >=U(L(p))Ipo, T > (7.31)
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(da notare che U ¢é definita in modo da non cambiare 1’ indice di spin).
Adesso consideriamo un trasformazione generica:

pt = Arp” (7.32)
L’ osservazione cruciale é che:

p' = L(Ap)po = Ap = AL(p)po (7.33)

quindi la trasformazione L~(Ap)AL(p) trasforma pg in se stesso e quindi deve appartenere al
sottogruppo delle trasformazioni di Lorentz che lasciano invariante py. Wigner chiama questo
sottogruppo il gruppo piccolo della rappresentazione. Nel nostro caso, vista la forma di pg nella
(7.29) queste trasformazioni sono le rotazioni dello spazio tridimensionale, che indichiamo con R.
Da questa osservazione discende immediatamente la forma esplicita delle trasformazioni unitarie

U(A). Poniamo:
U(A) = U(L(Ap))U(R)U (L™ (p)); (7.34)

da cui:
U(A)[p,r >=U(L(Ap))U(R)U(L™" (p)|p, 7 >= U(L(Ap))U(R)[po, 7 >=
= U(L(Ap) Y S(R)rs(R)lpo, s >=Y S(R),s|Ap, s >; (7.35)

S(R)r,s = u5(0)S(R)u,(0) = XTsS(R)Xr (7.36)

dove S(R) sono le matrici determinate nella (6.38).
La corrispondenza A — R verifica la legge di composizione di LE_. Infatti, se A = AjAs:

U(M)U(A2) = {U(L(A1g)U (R)U (L™ (@) HU(L(A2p))U(Ro)U (L~ (p))
Poniamo q = Agp. Poiché U(L~1(q))U(L(q)) = 1, otteniamo:
U(A1)U(A2) = U(L(A1As(p))U(R1)U (R)U (L™ (p))
Quindi,
se: A1 — Ry; Ay — Ro;
allora : AjAy — R1 Ry

e la relazione (7.35) definisce una rappresentazione del gruppo LL.

In corrispondenza ad ogni rappresentazione unitaria del gruppo piccolo, la formula (7.35)
produce quindi una rappresentazione unitaria del gruppo di Lorentz sugli autostati del momento
della particella. Per le particelle di Dirac, la non-unitarieta della S(A) gia notata in (6.1.2) non
influenza il risultato. In effetti, secondo la costruzione di Wigner, la rappresentazione sugli stati
utilizza solo la componente di S che corrisponde al gruppo delle rotazioni spaziali, per le quali
la S é unitaria:

S(R) =5=1- i wijo-ij (%] = 1a2a3)
(") =0" — S(R)S(R)=1

In conclusione, particelle relativistiche con massa diversa da zero sono caratterizzate da due
numeri quantici:
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e il valore della massa, m # 0;

e il valore (intero o semintero) dello spin, che caratterizza la rappresentazione del gruppo
piccolo di pg.

Per particelle di massa nulla, come il fotone, py pud essere scelto come:
po = (w,wng) (7.37)

dove ng é il versore dell’ asse z. Il gruppo piccolo é il gruppo unidimensionale delle rotazioni
intorno all’ asse z.

Lasciamo al lettore la cura di costruire le rappresentazioni corrispondenti, con il risultato
anticipato nella Sez. 2.2.

Prodotti normali La prescrizione per ottenere espressioni multilineari nei campi fermionici
con valore nullo sul vuoto deve essere modificata opportunamente per tenere conto delle regole
di anticommutazione.

Una volta separati i campi in parte a frequenza positiva e negativa, la prescrizione corretta
é di scrivere gli operatori a frequenza negativa a destra di quelli a frequenza negativa, con segno
positivo o negativo a seconda che il numeri di scambi necessari per arrivare a questa configurazione
a partire da quella di partenza, sia pari o dispari. Ad esempio:

) = D(@)d(y) == (@ (@) + (@)@ (2) + ) (2)) =
D(y) = ¢ ()P (@) + ¢ (@) 0D () + v (@) (y) (7.38)

7.3 Microcausalita

Come abbiamo visto nella Sez. 1.3, dato un evento z, lo spazio tempo si divide in regioni
distinte, per quanto riguarda la connessione causale dei diversi eventi y con 1’ evento x. La
regione che si trova al di fuori dei due coni di luce uscenti da x rappresenta il presente assoluto di
x. Questi eventi sono caratterizzati dal fatto che I’ intervallo y — x ¢ di tipo spazio: (y —x)? < 0.
Per brevita, scriveremo: y ~ x.

Le misure effettuate su due osservabili localizzate rispettivamente in x ed in y non si pos-
sono influenzare 1’ una con 1’ altra quando x ~ y, perché questo implicherebbe la propagazione
di segnali con velocita superiore alla velocita limite rappresentata dalla velocita della luce nel
vuoto. Dai principi della Meccanica Quantistica segue che, in queste condizioni, gli operatori
corrispondenti commutano tra loro:

[Ol(x)a 02(y)] =0,sex~y (739)

La relazione (7.39) prende il nome di Condizione di Microcausalitd. 1 ipotesi che essa valga
qualunque sia il valore della separazione x —y é un’ ipotesi molto stringente, che potrebbe essere
violata a distanze microscopiche. Tuttavia, le conseguenze sperimentali della Microcausalita sono
state verificate sino alle pit piccole distanze raggiunte finora, dell’ ordine di 10~ ¢m.
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Usando I’ invarianza relativistica, possiamo estendere le regole di quantizzazione canoniche
(A.25) e (7.17), dalla regione i # %, y° = 2" a tutta la regione del presente di . Per un campo
generico Yy, troviamo

[Xa(2), X} )]+ = [Xa(@), x3(1)]= = 0 per & ~ y (7.40)

dove il segno + indica I’ anticommutatore o il commutatore dei campi a seconda che x sia
un campo di Dirac o di Klein Gordon (gli indici a,b indicano possibili componenti del campo,
spinoriali o legate a simmetrie interne).

Nel caso di campi bosonici, la (7.40) ci dice che le componenti del campo commutano per
separazioni spaziali e sono quindi potenzialmente degli osservabili, come le componenti dei campi
elettrici e magnetici 2.

I campi fermionici, al contrario, non commutano tra loro per separazioni di tipo spazio. L’
unica interpretazione possibile di questo risultato é che i campi fermionici non siano osservabili.

La non-osservabilita del campo fermionico é confermata dalla sue proprieta di trasformazione
sotto rotazioni. Specializziamo le relazioni (7.4) al caso di rotazioni intorno all” asse z. In questo

caso, le uniche componenti non nulle dei parametri infinitesimi corrispondono a €19 = —€g1 = €
e si trova:
€ 0
V(@) = (1—izo)(z); o2 =x3=( 73 (7.41)
2 0 g3

Per rotazioni finite, la relazione precedente si esponenzia nella:

W (@) = e 158y (x) (7.42)

Dato che X3 ha autovalori 41, la relazione esprime semplicemente il fatto che il campo é associato
a particelle di spin 1/2. Tuttavia, per § = 27, quando =’ = z, troviamo:

R (7.43)

Questa relazione é evidentemente assurda per una grandezza osservabile, che deve ritornare in
se stessa dopo una rotazione di 27.

Se 1 pud non essere un osservabile, tali devono essere, tuttavia, le grandezze fisiche costruite
a partire da v, come la densita di energia o la densitéa di carica. Sulla base della relazione (7.43),
possiamo concludere che le funzioni omogenee di grado pari nei campi sono buoni candidati per
essere degli osservabili.

Alla stessa conclusione si arriva a partire dalle regole di anticommutazione canoniche. Con-
sideriamo come esempio il commutatore di due densita di carica:

[7°(2),5° ()] perz ~y (7.44)

Usando ripetutamente 1’ identita (7.18) e I’ analoga per i commutatori, troviamo:

[ (@)e(x), 5 ()] = ¥ (@) (@), /()] + W (@), ()] (2) =
= ! () (0" () {w (@), v (W)} + W (), ¥ (W)}o(w) +... =0 (7.45)

poiché tutti gli anticommutatori sono nulli per z ~ y.

2un campo scalare complesso non é osservabile, non essendo hermitiano, ma le sue parti hermitiana

ed antihermitiana sono in linea di principio osservabili
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7.4 Relazione tra spin e statistica
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Capitolo 8

I PROPAGATORI DEI CAMPI
LIBERI

In questa Sezione poniamo A = ¢ = 1.

8.1 Prodotto cronologico

Il prodotto cronologico, o tempo-ordinato, di due campi scalari é definito come:

T T CEO— 0
riow )y ={ S SN0 1)

Il valore medio sul vuoto:

iDp(x,y) =< 0] T{¢(x)¢' (y)} 10 > (8:2)

fornisce I’ ampiezza quantistica per il pit semplice processo osservabile con un campo quantizzato:

(i) creazione di una particella da parte di una sorgente localizzata in y e corrispondente
assorbimento in x, se 20 > y°, ovvero

(ii) creazione di un’ antiparticella da una sorgente localizzata in z e corrispondente assorbi-
mento in g, se y° > 2°. La funzione (8.2) prende il nome di propagatore del campo corrispondente
e la sua forma esplicita dipende dallo spin dei quanti associati al campo.

In vista delle relazioni di anticommutazione soddisfatte dai campi di Dirac, il prodotto tempo-
ordinato di campi fermionici deve essere antisimmetrico:

20—y >0

@it ={ S0 to b0 53
ed il propagatore fermionico é definito da:

((SP)ap(r,y) =< 0] T{¢a(z)ys(y)} [0 > (8.4)

In una teoria di campo invariante per traslazioni i propagatori sono funzioni della sola
differenza x — y.
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Questo si puo vedere inserendo nella (8.2) i prodotti UTU = 1, dove U &’ operatore che trasla
di —y (1" argomento si ripete identico nel caso fermionico, (8.4)). Essendo il vuoto invariante per
I’ applicazione di U, otteniamo:

< 0| T{g(2)¢' (1)} 10 >=< 0| T{¢(x — y)¢"(0)} [0 >= iDp(z — y,0) = iDp(z —y)  (8.5)

Quando la particella associata al campo possiede una carica, come avviene se il campo é
complesso, la carica fluisce in entrambi i casi da y verso x. Il propagatore pué essere rappresentato
da una linea orientata che va da y verso .

8.2 Propagatore del campo scalare

Per calcolare esplicitamente iDp(x) dalla (8.2), procediamo come segue. Separiamo le com-
ponenti a frequanza positiva o negativa che danno luogo a valori sul vuoto diversi da zero.
Otteniamo:

< 0 T{(x)o' (0)}
(

0>
:{<0|¢(+()¢) (0)|0> < 0][¢" (),(¢T) ()]|0> 2" >0 (8.6)
< 0] (¢1)D(0)p ) (2) |0 >= — < 0][¢ ) (2), (¢ ()]0 >; 0> 2
Definiamo le due funzioni:
iA ) (z) =< 0[[¢ ) (2), (1) (0)]]0 >; (8.7)
ia T (z) =< 0[[¢" ) (2), (6N (0)]]0 > (8.8)

é immediato convincersi che queste due funzioni sono proprio le soluzioni dell’ equazione omo-
genea di Klein-Gordon che abbiamo introdotto, con lo stesso nome, nella Sez. 4.2, Eq. (4.26) e
(4.27). Ad esempio, a partire dallo sviluppo (4.47) e tenendo conto dei commutatori canonici,
troviamo:

iAW (2) =< 0][6) (2), (SO O)]I0 >= 3 ———eilho) =

- 2w(k)V
3
(2m)3 ) 2w(k)
che coincide con la (4.26).
Per il propagatore, troviamo quindi:
iDp(x) = 0(2°)iA®) (z) — 0(—20)iA ) (z) (8.9)

che coincide con la soluzione dell’ equazione inomogenea con le condizioni al contorno di Feynman
riportata nell” Eq. (4.33) con lo stesso nome. Le condizioni al contorno di Feynman sono le
condizioni appropriate per riprodurre il propagatore quantistico.

Riassumendo, se il campo scalare soddisfa I’ equazione:

(-0 - p*)p=0 (8.10)
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-E, +1in
X

Figura 8.1: Seguendo la prescrizione ie di Feynman, i poli della funzione di Green si spostano
nel piano complesso come indicato in figura. Il cammino di integrazione per ottenere iDp, Eq.
(8.11), é adesso 1" asse reale. In figura é indicato il modo in cui dobbiamo chiudere il cammino
per ottenere: iDp = iAM) per 20 > 0. Per 2% < 0 il cammino si deve chiudere nel semipiano
superiore.

il propagatore di Feynman in termini della sua trasformata di Fourier é dato da:
4 .

d’k i oilka)

(2m) k2 — p? +ie

iDp () =< 0| T{(x)8' (0)} [0 >= / . (8.11)
Come discusso nella Sez. 4.2 1’ integrazione nel piano complesso di k% é fatta lungo 1’ asse
reale e la prescrizione dell” ie nella (8.11) sposta i poli dell’ integrando secondo quanto indicato
nella Fig.8.1.
Nel limite di massa infinita, il propagatore completo diventa completamente localizzato nello
spazio-tempo. In questo limite, le singolaritd nell’ integrazione su k° nella (8.11) vanno all’
infinito, ed otteniamo:

Lim .0 D (%) = ;—j 5@ (). (8.12)

Commento. E utile mostrare con un calcolo diretto che il prodotto tempo-ordinato dei
campi scalari soddisfa I’ equazione di Klein-Gordon con sorgente puntiforme. Consideriamo
1" espressione in (8.1) che scriviamo esplicitamente come:

T{(x)9"(0)} = 0(t)p(x)¢'(0) + 6(—1)$ (0)¢p() (8.13)
Dalle relazioni: P 9
5:0() = — 5,0(=t) =4(t) (8.14)

e dalle regole di commutazione (4.43), si calcola:

O T{p(x)$(0)} = T{p(x)¢' (0)} + 3(t)[$(x,0), ' (0)] = T{Dep(x)' (0)}
07 T{p(x)$' (0)} = T{0}p(x)9'(0)} + 6(t)[0r(x,0), 6" (0)] =
= T{0}¢(x)$ (0)} — i6%(x) (8.15)
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ovvero, dato che ¢ soddisfa la (8.10), otteniamo:
(=0 — 1 )T{¢(x)¢" (0)} = 16" (x) (8.16)

coerentemente con la (8.11).

8.3 Il propagatore del campo di Dirac

In analogia al caso del campo scalare, il propagatore di Feynman é definito come:
iSp(z) = (0] T{¥:(z)¥(0)} [0) (8.17)

Separiamo le parti a frequenza positiva e negativa nei campi ed omettiamo termini con operatori
che annullano il vuoto. Otteniamo:

(0] % (2)¥(0) [0) = (0] ¥ ()9 (0) |0) =

= (0{x (2),%(0)}0) = iS™H) (x) (8.18)
(0] % (0)1(z) [0) = (0] P (0)y () |0) =
= (0[{v 7 (2), 9 (0)}|0) = iS (2) (8.19)

Usando le relazioni di completezza dei quadrispinori (6.82) e (6.83) possiamo riscrivere le
equazioni (8.18) e (8.19) nella forma

. 1 m + M
ZS(Jr)(x):VZ(f) 752_me p(z') —
P

; 1 d3p —i(pr) _
= (i + m)[iAD) (2)] (8.20)

Similmente:

(8.21)

I1 propagatore di Feynman (8.17), tenendo conto del segno meno nel prodotto tempo-ordinato,
risulta dunque (con il cammino di integrazione nel piano p° della Fig. 8.1):

iSp(z) = 0(2°)iS™M (2) — 0(—2)iS ) (z) =

o 1 4 ? —i(pz)] _
_(2@+m)[(2ﬂ)4/d pp72—m2+iee | =

_ b /d4pmei(m) (8.22)

(2m)* p? —m? + ie
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Talvolta, usando la relazione:
B+m)(p—m)=p° —m? (8.23)

la (8.22) viene riscritta simbolicamente come:

. _ 1 4 7 —i(p)
iSp(x) = @)t /d p}é—m—{—iee (8.24)

Problema. Dimostrare la relazione:

(i — m)T{e(2)(0)} = i6" (2) (8.25)
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Capitolo 9

NEUTRINO DI WEYL E NEUTRINO
DI MAJORANA

Abbiamo osservato che gli spinori di Dirac si trasformano secondo una rappresentazione
riducibile delle trasformazioni di Lorentz. Sulla base delle sole trasformazioni di LL dovrebbe
dunque essere possibile trovare rappresentazioni realmente irriducibili, pid picole, per descrivere
una particella di spin 1/2. Questa riduzione conduce a due tipi diversi di teoria, il neutrino di
Weyl e il neutrino di Majorana.

Come vedremo, le due teorie coincidono per fermioni di massa nulla, ma si separano per
particelle con massa diversa da zero dando luogo alla teoria di Dirac o a quella di Majorana
come alternative fisicamente distinte.

Occorre dire subito che nessuna di queste teorie si pu6 applicare all’ elettrone o al protone
o al neutrone. Per queste particelle, la presenza di una corrente vettoriale conservata associata
alla carica elettrica o al numero barionico rende necessaria la struttura di Dirac. La questione é
aperta nel caso del neutrino.

La recente osservazione di una piccolissima massa dei neutrini ha riproposto la teoria di
Majorana quale miglior candidato per descrivere le proprieta di queste particelle.

9.1 Il neutrino di Weyl
Consideriamo 1’ equazione di Dirac nel limite di massa nulla:

iy =0 (9.1)

L’ equazione (9.1) ammette un operatore invariante rappresentato dalla matrice 5. Se ¢ é
una soluzione della (9.1), anche 51 soddisfa I’ equazione. Possiamo separare quindi le soluzioni
in due sottospazi invarianti mediante gli operatori di proiezione:

@) _1£7%
2

a

(9.2)

Definiamo:

v = a ;Y =ald (9.3)
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Se, ad esempio, ¥Yr = 0 ad un tempo tg, tale restera i tempi successivi. Il campo quindi si scinde
in due componenti irriducibili ed indipendenti.
Nella rappresentazione di Pauli delle matrici gamma:

’Ys:<(1) é) (9-4)

e gli autovettori di «5 con autovalore h = +1 hanno la forma:

Y= ( h’; ) (9.5)

L’ equazione di Dirac con m = 0 da luogo a due possibili equazioni per lo spinore bidimensionale:

i%x =+(—iV-0)x (9.6)
L’ equazione (9.6) prende il nome di equazione di Weyl e descrive una particella di massa nulla
(poiché é compatibile con I’ equazione Oy = 0) e spin 1/2'. L’ equazione di Weyl é usata per
descrivere un neutrino di massa nulla, cui ci referiremo nel seguito.

Consideriamo pit da vicino le soluzioni dell’ equazione di Dirac a massa nulla, (9.1). Gli
spinori con energia positiva e momento p lungo 1’ asse z positivo prendono la forma:

w = (3 )it = (X0 ):

x+=<é>;x‘=<(1)> (9.7)

Abbiamo usato nelle (9.7) la normalizzazione appropriata per spinori di massa nulla, cioé:

us(p)fur(p) = 0ps (9.8)

Da notare che (cfr. la Sez. 6.1.4) u(p)u(p) = m/E — 0 per m = 0.
Gli spinori con energia negativa e momento —p lungo 1’ asse z, sono invece:

(E<0) B 1t CuB<O oy 1=
WO o) = o5 (N )i PV em = = 5 (0 ) o)

Sia nelle (9.7) che nelle (9.9) i suffissi + denotano 1" autovalore di 3.

Gli spinori u4(p) e v_(p) sono autovettori di 5 con autovalore +1, mentre u_(p) e v4(p)
appartengono all’ autovalore —1.

Lo scambio di segni tra u e v nella (9.9) deriva dal fatto che, nella teoria delle lacune, gli
(E<0

spinori uy. )(—p) sono associati alla distruzione di un neutrino in uno stato di energia negativa

!se ripetiamo la costruzione di Dirac (Sez. 6.1) partendo direttamente con m = 0, dobbiamo introdurre

solo tre matrici anticommutanti e quindi la soluzione o« = ¢ é accettabile, la dimensionalitd minima dello
spinore é 2 e invece dell’ equazione di Dirac otteniamo 1’ equazione di Weyl.
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con momento —p e spin—==+1/2 lungo I’ asse z. Questo corrisponde alla creazione di una lacuna
(un antineutrino) con momento p e spin =F1/2, descritta dallo spinore v(p).

Gli stessi concetti si traducono nel linguaggio dei campi quantizzati come segue. Introduciamo
i campi sinistrorsi, L (=left-handed), e destrorsi, R (=right-handed), definiti nella (9.3):

D % - (P)u-(P)e ™) + by (p)) 4 (p)e 07| (9.10)
Yr=2 717 [a+(p)U+(p)e’i(m) + (b_(p))f v_(p)eﬂ‘(m)} :

Dalla (9.11) segue che:
e il campo ¢y, distrugge un neutrino con elicitd —1/2 e crea un antineutrino con elicita +1/2;
e il campo 1 distrugge un neutrino con elicita +1/2 e crea un antineutrino con elicitd —1/2.

B Alle stesse conclusioni si giunge considerando gli elementi di matrice della densita invariante
P(x)p(x). Scriviamo:

P(x) = P(@)r +P(2)L
si nota che U = (a"1pr)Ty = (r)Ta=° = ¢rat, quindi ¥, deve essere moltiplicato per ¥p e
YR per Y. Troviamo dunque:

b(@)P(x) = drvr + (Gr)YL (9.11)

La densita scalare ha elementi di matrice non nulli tra lo stato di vuoto e lo stato con una
coppia neutrino-antineutrino. Per calcolare questi elementi di matrice, dobbiamo considerare gli
spinori con momento —p:

) = ( R );
ve(—p) = % < ]E(X: > ; (9.12)

ed elicitd 1 (gli spinori bidimensionali corrispondono sempre agli autostati di o3).
Tenendo solo i termini che danno elemento di matrice diverso da zero, abbiamo:

() (=p)[bror|0) = iy (p)v (—p)e PPIHW),
(PP (=)L Pr|0) = i (p)v—(—p)e P HFe) (9.13)

Il neutrino e I’ antineutrino sono creati con la stessa elicita, in accordo col fatto che lo stato deve
avere momento angolare nullo, ed inoltre sono rispettate le regole appena enunciate. In Fig. 9.1
riportiamo gli stati creati dal vuoto dalle densita scalari con chiralitd definita e quelli creati dalle
densité vettoriali. Lasciamo al lettore il compito di dimostrare che gli unici stati per cui si hanno
elementi di matrice della corrente vettoriale diversi da zero sono quelli illustrati nella figura.

Problema. Estendere il calcolo illustrato in Fig. 9.1 alla densita del vettore assiale, 1)y"v51).
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PrYL
a) Scalare

Vg

<= =
= G

(W) (Y! + iy g

|=> =>

b) Vettore v ¥
<= W) = i)y <=

AY V

Figura 9.1: Stati con momento totale P = 0 creati dal vuoto dalla densita scalare, (a), e
vettoriale, (b). Le freccie sottili rappresentano la direzione della quantita di moto, le grandi la
direzione dello spin. Gli elementi di matrice non nulli corrispondono alle regole enunciate nel
testo per quanto riguarda gli operatori con chiralitd definita, ¥g e ¥r..

9.2 Il neutrino di Majorana

Nella rappresentazione di Pauli delle matrici gamma, 1’ equazione di Dirac (7.3) é un’ equa-
zione complessa: se ¥ é reale ad un tempo %y, in genere sviluppera una parte immaginaria ai
tempi successivi. Tuttavia, esiste una simmetria della lagrangiana (7.1), la coniugazione di cari-
ca, che essenzialmente scambia ¢ con 1*. Usando questa simmetria possiamo ridurre il campo
di Dirac a due componenti indipendenti, come osservato per primo da E. Majorana [12].

Il modo pit diretto di vedere la questione é di partire dal fatto che esiste una rappresenta-
zione, la rappresentazione di Majorana (RM nel seguito), in cui le matrice di Dirac sono tutte
1MMAaginarie pure.

In genere, non é necessario conoscere la forma esplicita delle matrici gamma nella rappre-
sentazione di Majorana. Ne riportiamo qui un esempio, per rassicurare il lettore circa la sua
effettiva esistenza. Partendo dalla rappresentazione di Pauli, usiamo le (6.25) con S = (14++2)/2.
Otteniamo:

7= ag 7' = —iTh 72 = 9% 7 =T

~ o 0
P =7 = ( 0 ) (9-14)

_0'2

Notiamo che anche v5 é immaginario (e quindi antisimmetrico). Tutte le altre realizzazioni della
RM si ottengono applicando ancora le (6.25) con S=reale.

Nella rappresentazione di Majorana, I’ equazione di Dirac (7.3) é un’ equazione a coefficientio
reali e quindi ammette soluzioni puramente reali. Per un campo reale ci aspettiamo la meta dei
gradi di liberta rispetto ad un campo complesso, quindi il campo cosi trovato possiede solo 2
gradi di libert4, esattamente quanto richiesto per una particella di spin 1/2.
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E interessante mostrare in dettaglio come sono organizzati i gradi di liberta in un campo di
Majorana. Dalle (6.74) vediamo che, nella rappresentazione di Majorana,

quindi lo sviluppo della v, con la condizione realta, prende la forma (usiamo anche qui la
normalizzazione (9.8) per facilitare il limite m — 0):

1 . )
= —=la:(P)ur(p)e ") + ar(p)Tur(p) e )] (9.15)
27

Le particelle create da 1)(~) coincidono con quelle annichilate da ¢)(*): un fermione di Majorana
coincide con la sua antiparticella, é intrinsecamente neutro come il fotone.

Partendo dalla lagrangiana (7.1) possiamo quantizzare il campo di Majorana senza difficolta.
Il momento coniugato a 1 é semplicemente 7). Le regole di anticommutazione canoniche si
scrivono:

{(x, as ith(y, )5} = 100,30 (x — y) (9.16)

Si ritrovano di qui le relazioni di anticommutazione per gli operatori di creazione e distruzione a
eal.

La neutralitd dei fermioni di Majorana si pu6 vedere anche dalla forma della corrente con-
servata. Troviamo:

g* =yt = Ty =
@, v ar) (9.17)

(wT indica un vettore riga con le stesse componenti di ). In tutte le componenti di j, gli
spinori 1,13 sono moltiplicati per delle matrici simmetriche in o e 3, quindi, viste le relazioni
di anticommutazione (9.16), la corrente é un numero-c. Se la definiamo in modo da essere nulla
sullo stato di vuota, avremo @ = 0 in tutti gli stati.

Un risultato non triviale si ottiene per la corrente assiale:

Al = pytysep = pTyOybsep (9.18)

poiché, in questo caso, le matrici:
"= (75, 075) (9.19)

sono tutte antisimmetriche. Tuttavia la corrente (9.18) é conservata solo nel limite di massa
nulla. Usando I’ equazione di Dirac (7.3) si trova infatti:

O AF = 2mapivysi) (9.20)

L’ annullarsi della corrente vettoriale esclude che I’ elettrone o il protone, per i quali la
corrente elettromagnetica é certamente diversa da zero, si possano descrivere con un campo di
Majorana. Anche il neutrone, alla luce della conservazione del numero barionico deve essere
descritto da un campo di Dirac (cioé complesso).
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Nella rappresentazione di Majorana, le matrici che rappresentano le trasformazioni di Lorentz,
S(A), eq. (6.38) prendono una forma particolare. Infatti, con matrici gamma immaginarie, le
matrici o sono anch’ esse immaginarie e le S(A) sono matrici reali.

Se consideriamo un campo di Dirac complesso, lo spinore:

U (9.21)
si trasforma come lo spinore aggiunto, cioé con S~
W) = T ST ()7 = TS (A)y" = 750571 (A) (9-22)

Ne segue che possiamo costruire, con v un termine di massa diverso da quello che compare nella
lagrangiana di Dirac:

Ly = p )Ty + p* pTy O (9.23)
dove p é un parametro complesso arbitrario. Il termine di massa (9.23) prende il nome di massa
di Majorana. La lagrangiana:

PPN + papT 7O + prpTA Oy (9.24)

descrive ancora fermioni di spin 1/2 e massa diversa da zero, come vedremo, ma non é pit
invariante per trasformazioni di fase globali del campo 1. La corrispondente corrente vettoriale

1y*1) non é conservata.

9.3 Relazione tra neutrini di Weyl, Majorana e Dirac

In questa Sezione consideriamo le diverse possibilita per descrivere il campo di un neutrino.
In tutte le formule che seguono utilizziamo la rappresentazione di Majorana.
Partendo da un campo di Dirac, v(z), possiamo separare le componenti destrorse e sinistrorse
utilizzando i proiettori a®):
v(iz) =v(z)p +v(z)L (9.25)

Per campi di massa nulla la separazione é Lorentz-invariante e il campo di Dirac si scinde in
componenti irriducibili, ciascuna delle quali descrive un fermione di Weyl. Il conteggio dei gradi
di liberta si bilancia:

Dirac(4) = 2 x Weyl(2) (9.26)

Sempre a livello della teoria di massa nulla, ciascun fermione di Weyl é equivalente ad un fermione
di Majorana. Per vedere questo definiamo:

vi(x) = vi(z) + [v(@)]'s va(z) = vr(z) + [vr(x)]T (RM) (9.27)

Ricordando lo sviluppo (9.11) e la relazione di coniugazione (9.15) troviamo, ad esempio per
14D

vi(z) =) —=x (9.28)

[0 () () + b (B ()~ + fa_ (p) v_(p) + b (p) - ()]0
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La (9.29) mostra che le due componenti di spin del fermione di Majorana sono fornite dall’
antineutrino detrorso e dal neutrino sinistrorso, le stesse componenti del campo di Weyl vy, (x).
Similmente le due componenti di spin di v5 sono fornite dal neutrino destrorso e dall’ antineutrino
sinistrorso del campo vg, vedi Fig. 9.3.

Le equazioni (9.27) si possono invertire ricordando che ’yg = —v3, da cui:

(F52) et = (52 )1 =

— (#) vl =0 (9.29)

vy = (1 _275> v ()t = (#) v (9.30)

Le equazioni (9.27) e (9.30) mostrano 1’ equivalenza delle teorie di Weyl e Majorana per
fermioni di massa nulla.

La Lagrangiana di Dirac si pué scrivere in termini dei campi di Weyl o di Majorana, secondo
le eguaglianze:

Otteniamo quindi:

Lp= DZ'@V = DRi(?I/R + DLZ‘(?I/L = ﬁw(VR) + ﬁw(l/L)

1
Lw (Vr(r)) = 5”5(1)70@'/2(1) = L (va)) (9.31)

I possibili termini da aggiungere alla (9.31) per dare massa ai fermioni si classificano come
segue.

fermioni di Weyl, Majorana & Dirac

v v A
v(x) : Dirac: Mp (| Ve (¥)
: A
Weyl sinistrorso, m=0 | I Weyl destrorso, m=0
n. leptonico = - elicita CPT J n. leptonico = elicita

Majorana: M ‘L Majorana: M»

A - W
Dirac: Mp

Vv v

[
>

Figura 9.2:
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Il termine di massa di Dirac ha la forma:

LoD = mpiv = mpbrvgr + h.c. (932)

dove h.c. indica I’ operatore hermitiano coniugato, in questo caso?

Usando di nuovo 1" antisimmetria di vs, ¢ facile vedere che, in termini di v o, il termine di

MpPVRVI,.
Dirac prende la forma:
LoD = mDuf'yOyg = mpug’youl (9.33)

Tuttavia, dati i campi di Majorana vy 2 possiamo anche considerare due nuovi termini di
massa: ) )
LM = §M11/1T'youl + §M21/2T'yoy2 (9.34)

Individualmente, i due termini corrispondono ad una massa di Majorana per il neutrino
sinistrorso e destrorso, ad esempio:

1 1
§M1V1T701/1 = EMl(ygfyOyL +h.c) (9.35)
Nel complesso, la massa dei neutrini é discritta da un matrice simmetrica:

1
Lm = §CT70MC

C=<2>; MZ(%; Tj;) (9.36)

E istruttivo considerare le simmetrie della Lagrangiana a massa nulla, (9.31), e dei termini
di massa di Dirac e Majorana, (9.33, 9.34).
La (9.31) é invariante sotto due gruppi abeliani e commutanti di trasformazioni

3.
vy — V) = ey
vy — vh = Py (9.37)
Tuttavia, i termini di massa di Majorana non sono invarianti, mentre il termine di Dirac é
invariante per il sottogruppo delle trasformazioni con o = —f:

1 ) 1 )
Lo — §M11/f7062m75 v+ §M2u§70e22ﬁ% V9
Lmp — mpriALel@tfrs,, (9.38)
Nel caso particolare M; = My = 0 resta quindi una simmetria, qualunque sia il valore di
mp ed una corrente conservata. In questo caso infatti, come vediamo dalla (9.32), il neutrino

é descritto dal campo di Dirac vy, + vr con corrente conservata vvy*v, in corrispondenza alle
familiari trasformazioni di fase.

2lasciamo al lettore di dimostrare che se partiamo da mp complesso possiamo ridurci al caso reale con
una ridefinizione della fase relativa tra vy, e vr e conseguente ridefinizione di v e v

3essendo 5 immaginario puro, le trasformazioni (9.37) sono ortogonali, come deve essere per mantenere
la natura di Majorana dei campi v 2
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Per vedere questo pia formalmente, osserviamo che nel caso M7 = My = 0 la matrice di massa
¢ proporzionale alla matrice o9 ed é quindi diagonalizzata dalle combinazioni (V) = vy + s,
autovalore +mp e ((7) = 1) — vy, autovalore —mp. Alla luce delle (9.27) poniamo allora:

1 _ 1
VDirac = §[<(+) - 754( )] = §[VL + (VL)Jr + VR + (VR)T] +
1
_§’Y5[VL + () —vr— (vp)] =
= v, +vp (9.39)

La corrente conservata, in questo caso, prende il nome di numero leptonico e distingue il neutrino
dall’ antineutrino.

Nel caso generale, in cui almeno uno tra M; ed Ms non é nullo, gli autovettori della matrice di
massa sono due campi di Majorana, non cé alcuna corrente conservata né differenza tra neutrino
ed antineutrino.

Le relazioni tra stati di neutrino e massa di Dirac o Majorana sono illustrate nella Fig. 9.3.
La simmetria generale particella-antiparticella richiede che le masse di Dirac che collegano vy,
con Vg ovvero vy, con Vg prendano lo stesso valore mp.

Commento: il caso dell’ elettrone. La richiesta che esista una corrente conservata, da
indentificare con la corrente elettrica, implica che ci sia solo il termine di massa di Dirac e quindi
che I elettrone sia descritto da una coppia di campi di Majorana come nella (9.39), quindi da uno
spinore di Dirac a quattro dimensioni. A sua volta, questo implica I’ esistenza di antiparticelle
(positroni) distinte dalle particelle. Lo stesso argomento, utilizzando la conservazione del numero
barionico, vale per il protone e per il neutrone.

Commento: il meccanismo see-saw. Nella moderna teoria del neutrino, si suppone che
sia My =0 e My >> mp. In questo caso, la matrice di massa nella (9.36) ha come autovalore e

autovettore approssimati
2

(v m L (9.40)

Per M, sufficientemente grande, con fisso mp, il neutrino leggero ha una massa piccolissima
ed é con ottima approssimazione un neutrino di Majorana-Weyl. Come vedremo questa situazione
descrive molto bene il neutrino dei decadimenti (.
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Capitolo 10
INTERAZIONI

La teoria del campo libero descrive un mondo immutabile in cui I’ energia e il momento di
ogni particella del sistema si conservano separatamente.

La varieté dei fenomeni che osserviamo richiede invece delle forme di interazione tra i campi.
In questo caso, come abbiamo visto nel limite classico, Sez. 5.3, le particelle possono scambiare
energia e quantita di moto dando luogo a processi di diffusione o all’ assorbimento ed emissione
della luce: il Sole pud brillare, il cielo essere blu e i nostri occhi possono percepire il mondo
esterno attraverso i fotoni assorbiti nella retina.

In una teoria relativistica, non solo i fotoni ma anche le particelle associate alla materia,
come elettroni, protoni etc. possono essere create o annichilate. Per un sistema isolato dal resto
del mondo, i processi elementari devono rispettare le leggi di conservazione richieste dalle simme-
trie del sistema: energia, quantita di moto, momento angolare nonché eventuali cariche interne
conservate, ad esempio la carica elettrica. Questo richiede che la Lagrangiana di interazione, che
aggiungiamo alle lagrangiane dei campi liberi, debba essere invariante sotto le trasformazioni
della relativitd speciale: il Gruppo di Poincaré, costitutito dalle traslazioni dello spazio-tempo e
dalle trasformazioni di Lorentz proprie, LL.

L’ invarianza sotto il Gruppo di Poincaré permette ancora una grande varietd di forme per
I’ interazione, ad esempio tra il campo dell’ elettrone e il campo elettromagnetico. In linea di
principio, dobbiamo individuare I’ interazione giusta con un un confronto iterativo tra previsioni
ed esperimento (trials and errors). Si parte da una forma di interazione che spiega almeno un
gruppo di dati iniziali e poi si estende la teoria ad altri processi, confrontando le previsioni con i
successivi dati sperimentali. Quando qualche nuovo dato risulta in contraddizione con la teoria,
la falsifica secondo la terminologia di K. Popper, non resta che modificare 1’ interazione per
riportarla in accordo con il complesso esteso dei dati vecchi e nuovil.

In questo processo di prove ed errori, principi euristici a prior:, quali la a richiesta di ripro-

Lseguendo Popper, possiamo dire che le teorie non sono mai wverificate, in quanto ogni complesso di
dati ha inevitabilmente dei margini di errore che lo rendono compatibile con moltissime, di fatto infinite,
teorie dell’ interazione. Per6 una teoria pud essere eliminata quando i dati la falsificano a favore di una
teoria in accordo con il complesso esteso di dati. Ad esempio, la Meccanica Classica é rimpiazzata dalla
Meccanica Quantistica quando vogliamo includere i fenomeni della fisica atomica. Il progresso scientifico
si realizza attraverso la eliminazione di ipotesi di lavoro, piuttosto che la loro verifica.
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durre la teoria classica nel limite di grandi sistemi o la presenza di certe simmetrie aggiuntive,
forniscono un aiuto poderoso per restringere il campo delle forme dell’ interazione, e quindi degli
esperimen