
Simmetrie Discrete

Nicola Cabibbo

13 marzo 2005

Indice

1 Le simmetrie discrete in meccanica classica 1
1.1 CT e i collisori elettrone-positrone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Simmetrie in meccanica quantistica 5
2.1 C, T, P in meccanica quantistica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.2 Riflettendo riflettendo... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.3 Appendice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3 C, T, P in teoria dei campi 11
3.1 La coniugazione di carica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.1.1 Coniugazione di carica e i campi di Dirac . . . . . . . . . . . . 12
3.1.2 Coniugazione di carica degli invarianti bilineari . . . . . . . . 13
3.1.3 Alcune considerazioni su C e i campi di spin 1/2 . . . . . . . 14
3.1.4 Coniugazione di carica del fotone . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.1.5 C come simmetria nella elettrodinamica quantistica . . . . . 16

3.2 La parità . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2.1 Parità per particelle di spin 1/2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.3 La riflessione temporale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.4 Il teorema CPT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1 Le simmetrie discrete in meccanica classica

In questo documento consideriamo le simmetrie discrete C, T, P. Incomincia-
mo definendo queste simmetrie in un situazione classica1, e ci riferiremo alla
versione classica della QED, la meccanica di un sistema di N particelle, ciascu-
na caratterizzata da una coordinata~ri , da un impulso ~pi e da una carica elettrica

1Può sembrare strano discutere di coniugazione di carica in ambito classico, ma come vedre-
mo alcune applicazioni di questa simmetria emergono proprio in situazioni ben descritte dalla
meccanica classica, ad esempio nella teoria delle macchine di collisione elettrone-positrone
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qi . Le particelle interagiscono con un campo elettromagnetico, con equazioni
del moto che possiamo scrivere in forma relativistica,

d ~pi (t )

dt
= qi [~E(~ri , t )+ ~vi (t )

c
∧ ~B(~ri , t )](1)

~pi = m~vip
1− v2/c2

Il campo e.m. obbedirà le equazioni di Maxwell,

(2)

~∇· ~E(~x, t ) =∑
i qiδ

3(~x −~ri )

~∇∧ ~B(~x, t )− 1
c

d
dt

~E(~x, t ) =∑
i qi ~viδ

3(~x −~ri )

~∇· ~B(~x, t ) = 0

~∇∧ ~E(~x, t )+ 1
c

d
dt

~B(~x, t ) = 0

Le simmetrie discrete possono essere interpretate come operazioni che cambia-
no lo stato di un sistema fisico. L’effetto delle simmetrie discrete su un sistema
fisico si risolve in cambiamenti di segno di alcune grandezze fisiche. Nella ta-
bella (3) riportiamo l’azione di C, P, T e dei loro prodotti nel caso della elettro-
dinamica classica. Notiamo che queste simmetrie commutano tra loro e che,
applicando due volte la stessa simmetria discreta si torna alla situazione origi-
nale: C2 = P2 = ·· · = (C PT )2 = 1. L’insieme delle simmetrie discrete, inclusa la
trasformazione identica, forma un gruppo abeliano (cioé commutativo) ad ot-
to elementi, per ciascuno dei quali si ha X 2 = 1, e qindi X−1 = X . L’effetto di
una simmetria discreta sulle grandezze che caratterizzano un sistema fisico è
riportato nella tabella.

(3)

~r , t ~p,E ~J, ~K h q ~B, ~E ~A, A0

C ~r , t ~p,E ~J, ~K h −q −~B,−~E −~A,−A0

P −~r , t −~p,E ~J,−~K −h q ~B,−~E −~A, A0

T ~r ,−t −~p,E −~J, ~K h q −~B, ~E −~A, A0

CP −~r , t −~p,E ~J,−~K −h −q −~B, ~E ~A,−A0

PT −~r ,−t ~p,E −~J,−~K −h q −~B,−~E ~A, A0

CT ~r ,−t −~p,E −~J, ~K h −q ~B,−~E ~A,−A0

CPT −~r ,−t +~p,E −~J,−~K −h −q ~B, ~E −~A,−A0

Si intende che se vi sono più particelle i cambiamenti di segno vanno applicati
alle coordinate di ciascuna particella. Il comportamento del momento angola-
re~J, che non può che essere lo stesso del momento orbitale ~L = ~x ∧ ~p, segue da
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quelle della coordinata ~r e del momento ~p. Analogamente per i generatori del
gruppo di Lorentz2 ~K = E~r + ~Pt . La colonna della elicità3 h =~J · p̂ non ha interes-
se in meccanica classica, che non conosce lo spin, ma la introduciamo con un
occhio alla meccanica quantistica; la trasformazione di h deriva da quelle di~J e
di ~p.

Notiamo la colonna relativa all’energia E : stiamo assumendo che C, P, T
siano vere simmetrie che lasciano invariante l’energia totale del sistema4.

Il gruppo di invarianza delle eq. (1), (2) comprende, oltre alle trasforma-
zioni discrete di cui ci occupiamo, il gruppo di Poincaré, cioè le trasformazioni
del gruppo di Lorentz ristretto i cui generatori sono~J e ~K, e le traslazioni nello
spazio e nel tempo, con generatori ~P , E . La tabella (3) specifica il comportamen-
to dei generatori del gruppo di Poincaré quando si esegue una trasformazione
discreta, e quindi la struttura globale del gruppo di invarianza.

Lasciamo al lettore la verifica che dalle trasformazioni assegnate al poten-
ziale vettore ~A, A0 seguono le quelle per ~B, ~E .

L’invarianza per coniugazione di carica C afferma che se un elettrone per-
corre una data orbita, un positrone percorrerebbe la medesima orbita purchè
invertiamo sia il campo magnetico che quello elettrico.

L’inversione temporale T non ha tanto a che fare con l’inversione del tempo
quanto con la reversibilità dei processi fisici. Dato che questa simmetria è proba-
bilmente poco nota al lettore, conviene dedicarle una certa attenzione. Consi-
deriamo una traiettoria del nostro sistema che si svolge dal tempo −T al tempo
0:

(4) ~ri (t ) (i = 1, n); ~E(~x, t ), ~B(~x, t )

Notiamo che la traiettoria è definita dal valore assunto dalle variabili dinamiche
(inclusi quindi i campi ~E , ~B) per tutti i tempi tra il tempo iniziale e quello finale.
Lo stato iniziale A e quello finale B sono definiti dalle condizioni iniziali e finali

(t =−T ), A : ~ri (−T ), ~pi (−T ), ~E(~x, −T ), ~B(~x, −T )(5)

(t = 0), B : ~ri (0), ~pi (0), ~E(~x, 0), ~B(~x, 0)

Al tempo t = 0 invertiamo il moto, trasformiamo cioè lo stato B nello stato tem-
poralmente invertito, BT ,

(t = 0), BT : ~ri (0), −~pi (0), ~E(~x, 0), −~B(~x, 0)

2Alla fine di questo capitolo dedichiamo una appendice alle trasformazioni di Lorentz in
meccanica classica.

3Per particelle di spi 1/2 h =~J · p̂/2.
4Questo si può esplicitamente verificare riscrivendo le equazioni del moto in forma Hamilto-

niana. Per il caso più semplice, in cui tutte le particelle hanno carica nulla e trascuriamo il campo
elettromagnetico, E = p2/2m, il risultato è evidente. Il caso generale è lasciato come esercizio.
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A questo punto, lasciato a se stesso, il sistema ripercorrerà all’indietro la traiet-
toria raggiungendo al tempo T lo stato iniziale, ma invertito nel tempo,

(t = T ), AT : ~ri (−T ), −~pi (−T ), ~E(~x, −T ), −~B(~x, −T )

Notiamo che la dinamica delle eq. (1), (2) è invariante per traslazioni nel tem-
po, per cui la catena di eventi appena discussi può essere spostata in avanti (o
indietro) nel tempo, ad esempio partendo da A al tempo t = t1 per arrivare a
B (t = t1 +T ) per poi passare a BT (t = t1 +T ) e infine a AT (t = t1 +2T ).

Quanto abbiamo detto richiede una dimostrazione, peraltro elementare: si
tratta di dimostrare che che se ~ri (t ), ~E(~x, t ), ~B(~x, t ) rappresentano una soluzio-
ne delle equazioni del moto (1), (2), le grandezze temporalmente riflesse, (vedi
tavola 3),

~ET (~x, t ) = ~E(~x,− t ),(6)

~BT (~x, t ) =−~B(~x,− t ),

~r T
i (t ) =~ri (−t )

sono anche una soluzione. Si tratta di una semplice verifica, che lasciamo al
lettore.

In conclusione la “inversione temporale” T deve essere vista come uno scam-
bio tra stato iniziale e stato finale di un processo fisico. Queste considerazioni
saranno alla base della definizione di T in meccanica quantistica.

In maniera analoga l’operazione di riflessione spaziale P può essere vista,
come trasformazione tra una traiettoria classica e la traiettoria riflessa,

~EP (~x, t ) =−~E(−~x, t ),(7)

~BP (~x, t ) = ~B(−~x, t ),

~r P
i (t ) =−~ri (t )

Ancora una volta lasciamo al lettore la verifica, come pure il compito di ridiscu-
tere in modo analogo la simmetria della coniugazione di carica.

1.1 CT e i collisori elettrone-positrone

Le macchine di collisione elettrone-positrone possono essere realizzate con un
singolo anello, nel quale girano in senso inverso elettroni e positroni (AdA, Ado-
ne, LEP), o con due anelli (DaΦne) uno dei quali è riservato agli elettroni, l’al-
tro ai positroni. Nel secondo caso, a parte il costo superiore per la costruzione
del secondo anello, si ha anche il problema di garantire che i fasci circolanti (di
dimensioni molto piccole) si incontrino effettivamente. Questo problema non
si pone nel caso delle macchine a singolo anello. Bruno Tousheck, l’inventore
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delle macchine e+ e−, mostrò infatti che, grazie alla la simmetria CT , particelle
e antiparticelle immerse in un campo magnetico indipendente dal tempo per-
corrono le stesse orbite in senso inverso. Se ~r−(t ) è un orbita percorsa da un
elettrone (q =−e) in un campo magnetico indipendente dal tempo ~B(~x), un po-
sitrone (q = +e) può percorrere un’orbita ~r+(t ) = ~r−(−t ), cioé la stessa orbita,
ma in senso inverso5. La bellezza di questo semplice risultato è nel fatto che la
sovrapposizione delle orbite, e quindi la certezza delle collisioni, non dipende
dalla precisione con cui è realizzato il campo magnetico.

2 Simmetrie in meccanica quantistica

In questo capitolo ci poniamo la questione di determinare in quale modo le sim-
metrie C,P,T, siano rappresentabili in meccanica quantistica. È necessario af-
frontare la questione senza preconcetti (simmetria = trasformazione unitaria) e
in forma piuttosto generale, dato che, come vedremo, la riflessione temporale
T non è rappresentata da un operatore unitario, un risultato sorprendente do-
vuto a Wigner.

Nella meccanica quantistica gli stati di un sistema fisico sono rappresentati
da vettori A〉 in uno spazio di Hilbert, H . Più precisamente, dato che la speci-
ficazione di uno stato fisico definisce un vettore nello spazio di Hilbert “a meno
di una fase”, ad ogni stato fisico distinto corrisponde un “raggio” (in inglese “ray”)
RA = {exp iφ A〉 ; φ= 0. . .2π}, cioé un insieme dei vettori che differiscono tra loro
al più per un fattore di fase.

La meccanica quantistica assegna un significato fisico diretto alla grandezza

(8) PAB = |〈B|A〉 |2, { A〉 ∈RA; B〉 ∈RB}

che esprime la probabilità che lo stato RA appaia ad una misura come lo stato
RB . Notiamo che PAB non dipende da quali particolari vettori A〉 , B〉 siano stati
scelti all’interno dei rispettivi “raggi” RA,RB .

Una simmetria in meccanica quantistica può essere definita come una cor-
rispondenza tra stati fisici, RA → RA′ , che mantenga la struttura probabilistica
dello spazio di Hilbert:

(9)
Se RA →RA′ , RB →RB′

Allora PAB = PA′B′ , |〈B|A〉| = |〈B′|A′〉|

Nell’uso corrente si preferisce far corrispondere ad ogni stato un determinato
vettore. Questo significa scegliere all’interno di ciascun raggio RA un particolare

5Lasciamo al lettore la relativa dimostrazione. Il lettore noti che questo non è vero in presen-
za di campi elettrici. In LEP, ad esempio, campi elettrici erano usati per separare i due fasci, in
modo che si incontrassero solamente nei “punti di collisione” dove erano disposti gli apparati
sperimentali.
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vettore A〉 come rappresentante dello stato fisico corrispondente,

(10) stato fisico A → raggioRA → vettore A〉
Sorge allora la domanda se si possa stabilire un criterio che permetta di espri-
mere l’operazione di simmetria (9) come corrispondenza tra vettori, A〉 → A′〉.
Domanda cui Wigner ha risposto con un importante teorema6:

Teorema 1 Ogni simmetria, cioè ogni trasformazione tra stati fisici che rispetta
la (8) può essere espressa come trasformazione lineare ed unitaria oppure come
rappresentazione antilineare ed antiunitaria sullo spazio di Hilbert.

In altre parole posso eseguire la scelta nella (10) di modo che l’eq. (9) si riduca
ad una delle due alternative:

(11)

 I) 〈B|A〉 = 〈B′|A′〉 Lineare, Unitaria

II) 〈B|A〉 = 〈A′|B′〉 Antilineare, Antiunitaria

Quale delle due alternative si debba applicare dipende dalle caratteristiche di
ogni particolare simmetria. Ad esempio si dimostra facilmente che la prima al-
ternativa si applica alle simmetrie che sono continuamente connesse7 alla tra-
sformazione identica 1, come le rotazioni o le trasformazioni di Lorentz proprie.
Simmetrie di questo tipo possono quindi essere rappresentate da trasformazioni
lineari e unitarie. Infatti passare dalla prima alla seconda alternativa rappresen-
ta una discontinuità, e dato che la prima delle alternative in eq. (11) si applica
alla trasformazione identica, essa deve anche applicarsi ad ogni trasformazione
S connessa all’unità.

Per scegliere l’alternativa giusta nel caso delle simmetrie discrete C, P, T,
dovremo studiare alcune conseguenze delle (11). Giungeremo alla conclusio-
ne che C e P sono rappresentate da trasformazioni lineari e unitarie mentre
l’inversione temporale T è rappresentata da una trasformazione antilineare e
antiunitaria

La prima delle (11) corrisponde a un caso ben noto, ma conviene esaminarla
assieme alla seconda per poter meglio identificare le differenze tra i due casi.

Scegliamo una base Ψi 〉 per lo spazio di Hilbert H , ed indichiamo con Ψ′
i 〉

gli stati trasformati. Dato un generico vettore A〉 = ∑
ai Ψi 〉 , ai = 〈Ψi |A〉, se

indichiamo con A′〉 il trasformato di A〉, avremo nei due casi in eq. (9):

(12)

 I) 〈Ψ′
i |A′〉 = 〈Ψi |A〉 = ai , A′〉 =∑

ai Ψ′
i 〉 Lineare

II) 〈Ψ′
i |A′〉 = 〈A|Ψi 〉 = a∗

i , A′〉 =∑
a∗

i Ψ′
i 〉 Antilineare

6La dimostrazione è elementare, e si può trovare nel libro di Wigner, [1], nella Appendice al
capitolo 20. Una versione più completa nel testo di Weinberg, [2], nella Appendice A al secondo
capitolo.

7Una simmetria S si dice continuamente connessa (o, semplicemente, connessa), ad 1, se esi-
ste una traiettoria continua sul gruppo, S(t ),0 ≤ t ≤ 1 tale che S(0) = 1, S(1) = S. Se ad esempio S
è una rotazione di angolo θ, possiamo scegliere S(t ) come la rotazione di angolo tθ.
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Questo conferma il carattere lineare o antilineare dei due casi, in cui avremo:

(13) C〉 =α A〉+β B〉 →

 I) C ′〉 =α A′〉+β B′〉 Lineare

II) C ′〉 =α∗ A′〉+β∗ B′〉 Antilineare

Siamo abituati a descrivere il primo caso in termini di un operatore lineare O`,
ponendo A′〉 = O`A〉 = O` A〉. Per il secondo caso utilizzeremo un operato-
re antilineare, Oa , ponendo A′〉 = Oa A〉 = Oa A〉. Le proprietà di linearità o
antilinearità di un operatore sono definite da:

(14)

 I) O`(α A〉+β B〉) =αO` A〉+βO` B〉 Lineare

II) Oa(α A〉+β B〉) =α∗Oa A〉+β∗Oa B〉 Antilineare

Alcuni risultati che derivano dalle (12), (14):

• Il prodotto di due operatori lineari, o di due operatori antilineari è un
operatore lineare.

• Il prodotto di un operatore lineare e di uno antilineare è antilineare.

• Gli operatori antilineari non commutano con i numeri complessi: Oa c =
c∗OA.

Notiamo che il prodotto scalare 〈B|A〉 (= ∑
b∗

i ai ) è lineare in A〉, e antilineare
in B〉. Lo stesso avviene se applichiamo a B〉 un operatore lineare, 〈O`B|A〉. Al
contrario l’espressione 〈OaB|A〉 (con Oa antilineare) risulterà lineare sia in A〉
che in B〉. Dobbiamo quindi definire in maniera diversa il coniugato Hermitia-
no di un operatore lineare o di uno antilineare:

(15) coniugazione hermitiana:

 I) 〈O`B|A〉 = 〈B|O†
`
|A〉 Lineare

II) 〈OaB|A〉 = 〈B|O†
a |A〉

∗
Antilineare

Notiamo in particolare che l’hermitiano coniugato di un operatore antilineare è
antilineare. Possiamo adesso riscrivere la (11) come:

(16)

 I) 〈O`B|O`A〉 = 〈B|O†
`
O`|A〉 = 〈B|A〉 Unitario

II) 〈OaB|Oa A〉 = 〈B|O†
aOa |A〉∗ = 〈B|A〉∗ Antiunitario

In ciascuno dei due casi il primo passaggio deriva dalla (15), mentre l’eguaglian-
za tra l’espressione iniziale e quella finale segue dalla (11). In ambedue i casi la
conservazione della probabilità, eq. (9), porta alla relazione di unitarietà per gli
operatori che realizzano la simmetria,

(17) O−1
` =O†

`
; O−1

a =O†
a .
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2.1 C, T, P in meccanica quantistica

Siamo ora in grado di decidere se le simmetrie C, P, T debbano essere rappresen-
tate da operatori lineari e unitari, o antilineari e antiunitari. Lo faremo in una
teoria di singola particella (elettroni o positroni), trascurando lo spin e le intera-
zioni elettromagnetiche. Per gli stati a singola particella gli osservabili saranno
~p,~r ,Q dove Q è l’operatore carica che ha autovalori ±e. Dalla tabella (3) vediamo
che l’azione degli operatori (dobbiamo ancora decidere se unitari o antiunitari)
deve essere:

(18)

C† ~p C = ~p C†~r C =~r C† Q C =−Q

P† ~p P =−~p P†~r P =−~r P† Q P =Q

T† ~p T =−~p T†~r T =~r T† Q T =Q

Gli operatori ~p, ~r obbediscono le regole di commutazione

(19) [rm , pn] = i δmn

L’operazione C commuta sia con ~p che con ~r , quindi

(20) C† [rm , pn]C = [rm , pn] = C† i δmnC = i δmn

Quindi C commuta con i numeri complessi, e deve essere un operatore lineare.
Lo stesso vale per la parità P, che cambia segno sia a ~p che a ~r . La situazione è
differente per T, dato che deve essere:

(21) T† [rm , pn]T = [rm ,−pn] = T† i δmnT =−i δmn

Quindi l’inversione temporale deve essere rappresentata da un operatore antili-
neare e antiunitario. Possiamo raggiungere la stessa conclusione considerando
lo sviluppo temporale di uno stato di energia definita, E ,

(22) E , t ,α〉 = e−i t E E ,0,α〉 ,

dove α rappresenta un insieme di altri numeri quantici, che potrebbe inclu-
dere ad esempio la carica q, la terza componente del momento angolare m, e
possibilmente altri. Per t = 0 avremo quindi

(23) T E ,0,α〉 = ηα E ,0,α′〉
Seα= {q, m, . . .}, avremo8 α′ = {q,−m, . . .}. ηα rappresenta un possibile fattore di
fase. L’effetto della riflessione temporale deve quindi essere:

T E , t ,α〉 = T e−i t E E ,0,α〉 = T e−i t E T†T E ,0,α〉(24)

= e i t Eηα E ,0,α′〉
= ηα E ,−t ,α′〉

8Il momento angolare cambia segno sotto la inversione temporale, vedi (3).
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Perchè tutto funzioni, occorre che T e−i t E T† = e i t E , cioé che T sia antilineare,
confermando così il precedente argomento.

2.2 Riflettendo riflettendo...

Il quadrato della riflessione temporale, T2, è a livello classico una trasformazio-
ne identica, quindi a livello quantistico ci aspettiamo che per un qualsiasi stato
fisico, A〉, sia

(25) T2 A〉 = c A〉 , con |c|2 = 1

In altre parole ci aspettiamo che T2 sia un multiplo dell’unità, T2 = c1. cosa
possiamo dire sul valore di c? Possiamo fare un primo passo per rispondere a
questa domanda partendo dalla identità

(26) T 3 = T ×T 2 = T 2 ×T, quindi: T c = c T

Dato che T è antilineare, questo implica che c è reale, e quindi i possibili valori
sono9 c = ±1. Wigner ha mostrato10 che T2 = 1 per stati di momento angolare
intero, mentre T2 = −1 per stati di momento angolare semintero. Questo è un
risultato veramente notevole e inatteso, perché mostra che T2 coincide con R2π,
l’operatore che rappresenta una rotazione di 3600 intorno a un asse arbitrario.
Per particelle di spin 1/2, infatti, R2π = exp(iπσ3) =−1.

Prima di dimostrare questo risultato possiamo sin d’ora rispondere a una
possibile curiosità: è possibile cambiare il valore di T 2 modificando la defi-
nizione di T per un fattore di fase, T ′ = exp(iφ)T ? La risposta è no, infatti
T ′2 = exp(iφ)T exp(iφ)T = exp(iφ)exp(−iφ)T T = T 2.

Per dimostrare il risultato di Wigner basterà calcolare il valore di T2 per parti-
celle a riposo. Dato che T2 è un multiplo dell’operatore unità il risultato ottenuto
resterà valido per particelle di impulso arbitrario. Per gli stati di impulso nullo
il momento angolare coincide con il momento di spin. Se la particella ha spin s
esisteranno 2s +1 stati con impulso ~p = 0,

(27) s, s3〉 , (s3 =+s · · · − s)

Le fasi relative degli stati a riposo saranno definite tramite le note formule, che
fanno uso11 degli operatori di abbassamento e innalzamento del momento an-

9Il risultato si trova nel cap. 26 di [1] ed è dimostrato con un argomento leggermente diverso
che fa uso della scomposizione canonica che illustriamo nella seguente appendice.

10Vedi cap. 26 di [1].
11Le formule che seguono corrispondono a una particolare convenzione di fase, ma come

abbiamo visto nella sezione 2.2 il valore di T2 non dipende dalla convenzione usata.
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golare, J± = J1 ± i J2,

J− s, s3〉 =p
(s + s3)(s − s3 +1) s, s3 −1〉 ;(28)

J+ s, s3〉 =p
(s − s3)(s + s3 +1) s, s3 +1〉(29)

Applicando ripetutamente la (28) o la (29) otteniamo

(30) s,−s〉 = 1

(2s)!
(J1 − i J2)2s s, s〉 ; s, s〉 = 1

(2s)!
(J1 + i J2)2s s,−s〉

L’inversione temporale T deve cambiare segno al momento angolare, quindi

(31) TJi T−1 =−Ji , e dato che T è antilineare, T(J1 − i J2)T−1 =−(J1 + i J2)

Se adesso definiamo12 T s, s〉 = s,−s〉, troviamo, usando le (30, 31),

(32) T2 s, s〉 = T s,−s〉 = 1

(2s)!

(
T(J1 − i J2)T−1)2s

T s, s〉 = (−1)2s s, s〉

Quindi, dato che T2 è un multiplo dell’operatore unità avremo T2 = 1 se s è
intero, T =−1 se s è semintero.

2.3 Appendice: La forma canonica degli operatori antiunitari.

Un operatore antilineare e antiunitario, ad esempio T, può essere posto in forma
canonica con riferimento ad una base ortonormale per lo spazio di Hilbert H ,
{ Ψi 〉 ; i = 1,2, . . .}. Consideriamo anzitutto l’azione di T sui vettori base:

(33) T Ψi 〉 = Ψ′
i 〉 =Ui k Ψk〉

La matrice U è unitaria, infatti, usando la seconda delle (11),

(34) δmn = 〈Ψm |Ψn〉 = 〈TΨn |TΨm〉 =∑
r,s

U∗
nsUmr 〈Ψs |Ψr 〉 = (U U†)mn

Quindi, se applicato ad uno dei vettori base, T equivale ad un operatore unitario
U . Se adesso definiamo l’operatore di coniugazione complessa K , un operatore
antilineare, tramite le relazioni

(35)

 K Ψi 〉 = Ψi 〉 Vettori base

K a = a∗K a = numero complesso

possiamo scrivere T in forma canonica.

(36) T =UK

Infatti T e UK danno lo stesso risultato se applicati a un vettore qualsiasi
∑

ai Ψi 〉,

(37)

 T
∑

ai Ψi 〉 =∑
a∗

i T Ψi 〉 =∑
a∗

i Ψ′
i 〉

UK
∑

ai Ψi 〉 =∑
a∗

i UK Ψi 〉 =∑
a∗

i U Ψi 〉 =∑
a∗

i Ψ′
i 〉

12Il momento angolare cambia di segno, la fase è arbitraria ma non influisce sul valore di T2.
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3 C, T, P in teoria dei campi

In questo capitolo costruiremo esplicitamente gli operatori C, T, P in una teoria
di campo. Lo faremo usando la rappresentazione di interazione, cioé conside-
rando anzitutto il comportamento del campo elettromagnetico e di campi di
Dirac considerati come campi liberi. Fatto questo saremo in grado di stabilire
quali condizioni sulla densità di Lagrangiano,

(38) L =L0 +L ′

derivano dalla richiesta di invarianza rispetto alle tre simmetrie e ai loro pro-
dotti CP, . . .CPT. Questi risultati possono essere estesi ad altri campi vettoriali o
campi scalari, in modo da poter affrontare il problema delle simmetrie discrete
nel Modello Standard.

Un risultato importante di questo lavoro sarà il teorema CPT: dimostreremo
che se L è hermitiano e locale, cioé costruito come somma di termini ciascuno
dei quali è un prodotto di campi e di loro derivate in uno stesso punto della
spazio-tempo, ed è invariante rispetto a trasformazioni del gruppo di Lorentz
proprio, la teoria risulta invariante rispetto alla simmetria CPT.

Il teorema CPT, assieme al teorema spin-statistica, è valido in qualsiasi teo-
ria dei campi, purché relativisticamente invariante. Di questi due teoremi si può
dare una dimostrazione assolutamente generale13, che non fa uso alla teoria
delle perturbazioni.

Preliminarmente alla trattazione delle simmetrie C, P e T dobbiamo definire
una base per gli stati ad una particella. I possibili stati di una particella di massa
diversa da zero e di spin s = 0,1/2,1, etc. possono essere costruiti a partire dagli
stati della stessa particella con impulso nullo (stati della particella a riposo). Il
caso del fotone, che ha massa nulla, va considerato a parte, ad esempio trami-
te il consueto metodo di quantizzazione delle equazioni di Maxwell. Possiamo
dimenticare per il momento il caso del gravitone, ed è ormai noto che i neutrini
hanno massa diversa da zero, anche se molto piccola.

3.1 La coniugazione di carica

In questa sezione discutiamo la simmetria di coniugazione di carica, C. A li-
vello classico abbiamo definito C nella tabella (3); questa simmetria comporta
il cambiamento di segno delle cariche oltre che dei campi elettromagnetici. In
teoria dei campi C si traduce in uno scambio tra particelle ed antiparticelle, ed
ha quindi un effetto anche su particelle neutre, es. neutrone ⇔ antineutrone.

Cominceremo col definire l’azione di C su particelle di spin 1/2 e sui rela-
tivi campi. Segue la derivazione del comportamento sotto C dei cinque inva-
rianti bilineari. Verificheremo poi che la trasformazione C è effettivamente una
simmetria nella QED, Sul caso del modello standard torneremo in seguito.

13Il testo classico su questi temi è quello di R. F. Streater. A. S. Wightman, [3].
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3.1.1 Coniugazione di carica e i campi di Dirac

La coniugazione di carica è un operatore unitario C che trasforma una particel-
la con dato impulso ed elicità nella corrispondente antiparticella con lo stesso
impulso ed elicità, ad esempio

(39) C e−; ~p, h〉 = e+; ~p, h〉 , C e+; ~p, h〉 = e−; ~p, h〉 , cioé C2 = 1, C† = C

Dato che posso assumere che C 0〉 = 0〉 posso definire C tramite la sua azione
sugli operatori di creazione e distruzione,

Cch(~p)C = dh(~p), Cc†
h(~p)C = d†

h(~p)(40)

e, dato che C2 = 1,

Cdh(~p)C = ch(~p), Cd†
h(~p)C = c†

h(~p)(41)

Vogliamo ora derivare l’effetto di C sul campo ψ(x),

ψ(x) = ∑
h,~p

(
ch(~p)uh(~p)e−i px +d†

h(~p)vh(~p)e i px
)

(42)

e sul suo hermitiano coniugato,

ψ(x)† = ∑
h,~p

(
dh(~p)v∗

h (~p)e−i px + c†
h(~p)u∗

h (~p)e i px
)

(43)

Per fare questo ricordiamo le equazioni che definiscono le u e le v,

( /p −m)uh(~p) = 0 (~σp̂ −h)uh(~p) = 0(44)

( /p +m)vh(~p) = 0 (~σp̂ +h)vh(~p) = 0(45)

prendendo il complesso coniugato della eq. (44) abbiamo

(46) (γµ∗pµ−m)u∗
h (~p) = 0 (~σ∗p̂ −h)u∗

h (~p) = 0

dove “*” indica l’operazione di coniugazione complessa (ad esempio γ∗ = γ†T ).
Nella usuale rappresentazione per le matrici γ, γ2 ha componenti complesse,
mentre le altre, γ0, γ1, γ3, sono reali. Quindi, se definiamo

(47) C = iγ2; C 2 = 1, C † =C ∗ =C T =C

possiamo scrivere (si verifica facilmente esaminando le singole componenti)

(48) γµ∗ =−C γµC , ~σ∗ =−C ~σC

ě Se adesso sostituiamo questi risultati nella eq. (46), otteniamo che

(49) ( /p +m)C u∗
h (~p) = 0 (~σp̂ +h)C u∗

h (~p) = 0
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Quindi, paragonando con la eq. (45), vediamo che C u∗
h (~p) obbedisce allo stesso

sistema di equazioni che definisce la vh(~p). Questo sistema di equazioni defi-
nisce la vh(~p) a meno di un fattore di fase14. Possiamo quindi scegliere la fase
delle vh(~p) di in modo tale che sia

vh(~p) =C u∗
h (~p)(50)

e da questa, usando la (47),

C v∗
h (~p) =C C ∗uh(~p) = uh(~p)(51)

Infine, raccogliendo le (40), (41), (42), (43), (50), (51), otteniamo l’azione dell’o-
peratore di coniugazione di carica, C sull’operatore di campo:

(52) Cψ(x)C =Cψ†(x), e quindi Cψ†(x)C =Cψ(x)

3.1.2 Coniugazione di carica degli invarianti bilineari

Possiamo adesso veder come si trasformano gli invarianti bilineari, cioé opera-
tori del tipo15 N(ψ̄Oψ), dove O rappresenta una delle 16 matrici 1,γµ . . .γ5.

In alcuni dei passaggi che seguono esplicitiamo gli indici spinoriali, e utiliz-
ziamo il fatto che C è simmetrica, Cst =Ct s

CN(ψ†βOψ)C = N
(
(Cψ)(βOCψ†)

)= (
ψr (CβOC )r tψ

†
t

)
=−N

(
ψ†(CβOC )Tψ

)
[ψ, ψ† anticommutano]

=−N
(
ψ̄β(CβOC )Tψ

)=−(
ψ̄βCOTβCψ

)
= N

(
ψ̄βCOT Cβψ

)
[β, C anticommutano]

Per ciascuno dei cinque invarianti bilineari, usando la eq. (48) e la relazione
βγµ†β= γµ troviamo

(53) βCOT Cβ= ηO

con η=±1, da cui risulta infine

(54) CN(ψ̄Oψ)C = ηN(ψ̄Oψ)

14La normalizzazione delle u, v è fissata delle relazioni (ū u) = 1, (v̄ v) = 1.
15Consideriamo il caso di operatori in ordinamento normale, cioé quelli che appaiono nella teo-

ria dei campi. Dato che stiamo cambiando particelle in antiparticelle, sotto coniugazione di cari-
ca il “mare di Dirac” diventerebbe un mare di antiparticelle, ad esempio di positroni; al contrario
della teoria delle lacune, la teoria dei campi tratta in modo simmetrico particelle e antiparticelle.
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Nome O η

S 1 1

V γµ -1

T [γµ,γν] -1

A γµγ5 1

P γ5 1

Tabella 1: Comportamento degli invarianti bilineari sotto coniugazione di carica

I valori di η sono riportati nella tabella 1. Riportiamo ad esempio i passi
relativi al tensore [γµ,γν]. Cominciamo con notare che

[γµ,γν]T = [γνT ,γµT ]

[γµ,γν]† = [γν†,γµ†]

e quindi

C [γµ,γν]T C = [γνT∗,γµT∗] = [γµ,γν]†

β[γµ,γν]†β=β[γν†,γµ†]β= [γν,γµ] =−[γµ,γν]

Quindi η=−1. Il risultato per A,P si ottiene semplicemente a partire da

βC (γ5)T Cβ=βiγ2γ5iγ2β= γ5

Sotto coniugazione di carica, la corrente jµ = N(ψ̄γµψ) cambia segno, esat-
tamente quanto ci aspettiamo dallo scambio tra particelle negative e particelle
positive.

3.1.3 Alcune considerazioni su C e i campi di spin 1/2

Conchiudiamo questa discussione sulla coniugazione di carica per i campi di
spin 1/2 con alcune considerazioni:

Diverse rappresentazioni delle matrici di Dirac Ci possiamo facilmente convin-
cere che i valori di η, definiti nelle eq. (53) e (54), e riportati per ciascun bi-
lineare nella tabella 1, non dipendono dalla particolare rappresentazione
utilizzata per le matrici di Dirac. Infatti si può dimostrare che diverse rap-
presentazioni delle matrici di Dirac, γµ′, che obbediscano alle stesse rego-
le di anticommutazione, sono connesse da una trasformazione unitaria16

U .
16Un esempio di rappresentazione alternativa delle matrici di Dirac è quella di Majorana, in cui

le tutte le γµ hanno sono immaginarie, γµ∗ =−γµ. In questo caso, vedi eq. (47), ho semplicemen-
te C = 1. Per una discussione della rappresentazione di Majorana, e della trasformazione unitaria
che la lega alla rappresentazione usuale, vedere il libro di Mandle e Shaw, [4].
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Avremo quindi (eq. (53)) β′C ′O′T C ′β′ =U†βCOT CβU = ηU†OU = ηO′.

Bilineari con campi diversi Se abbiamo più campi di spin 1/2, ψi , i = 1. . . n,
possiamo generalizzare la definizione di C, come l’operatore che inverte
la carica elettrica di ciascun tipo di particelle. In analogia con la eq. (52),

(55) Cψi (x)C =Cψ†
i (x), Cψ†

i (x)C =Cψi (x)

Per gli invarianti bilineari misti, N(ψ̄iOψk ), troviamo allora

(56) CN(ψ̄iOψk )C = ηN(ψ̄kOψi )

con gli stessi η definiti nella tabella 1. Notiamo che gli invarianti bilineari
misti sono rilevanti nella teoria delle interazioni deboli, in cui appaiono
correnti vettoriali del tipo ψ̄eγ

µψν, ed assiali, ψ̄eγ
µγ5ψν. Le due correnti

hanno rispettivamente η = −1, η = 1, e dato che la corrente debole è la
somma delle due, le interazioni deboli violano la simmetria C.

Diverse definizioni della Coniugazione di Carica Possiamo modificare la defi-
nizione dell’operatore C introducendo nella eq. (39) un fattore di fase
ξ= e+iφ:

C e−; ~p, h〉 = ξ e+; ~p, h〉 , C e+; ~p, h〉 = ξ∗ e−; ~p, h〉 ,

Con questa definizione abbiamo ancora C2 = 1. Questa modifica si riflette
in una modifica delle eq. (40), (41) e della (52), che diventa

Cψ(x)C = ξ∗Cψ†(x), Cψ†(x)C = ξCψ(x)

Si verifica facilmente che il comportamento degli invarianti bilineari, eq.
(54) resta immutato. Se esistono più campi di spin 1/2, ψi , i = 1. . . n,
possiamo associare una fase diversa ξi a ciascuno di questi, di modo che

Cψi (x)C = ξ∗i Cψ†
i (x)

la legge di trasformazione dei bilineari misti diviene allora

CN(ψ̄iOψk )C = ξiξ
∗
kηN(ψ̄kOψi )

con gli stessi η definiti nella tabella 1. Notiamo che anche in questo caso
le correnti vettoriali ed assiali hanno un comportamento opposto, e da
questo segue che, qualunque sia la scelta delle fasi, la simmetria C risulta
violata nelle interazioni deboli.
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3.1.4 Coniugazione di carica del fotone

In accordo con la tabella (3), il campo Aµ(x) deve cambiare segno sotto C. deve
quindi essere

(57) CAµ(x)C =−Aµ(x)

Il comportamento degli operatori di creazione e distruzione sarà quindi (ricor-
diamo che il fotone coincide con la sua antiparticella),

(58) Car (~k)C =−ar (~k); Ca†
r (~k)C =−a†

r (~k)

Infine gli stati di singolo fotone cambieranno segno,

(59) C γ;~k, r〉 = ξ γ;~k, r〉

mentre per gli stati ad n fotoni C n fotoni〉 = (−1)n n fotoni〉.

3.1.5 C come simmetria nella elettrodinamica quantistica

Abbiamo definito l’operatore C specificando la sua azione sui campi di spin
1/2 e sul campo del fotone, ma si tratta di una vera simmetria della elettrodi-
namica quantistica? Per dimostrarlo dobbiamo mostrare che C commuta con
l’hamiltoniano totale ovvero con il lagrangiano.

La densità di lagrangiano di perturbazione, LI =−e Aµ(x)
(
ψ̄(x)γµψ(x)

)
è in-

variante dato che sia la corrente che il campo Aµ(x) cambiano segno sotto C.
L’invarianza del lagrangiano imperturbato è evidente dato che C (vedi eq. (39),
(59)) non modifica impulso ed energia degli stati di singola particella. Possiamo
verificare direttamente che C lascia invariante L0. Il termine −1/4FµνFµν resta
immutato dato che ciascuno dei due fattori F cambiano segno. Per i campi di
spin 1/2 troviamo, procedendo come abbiamo già fatto per i bilineari,

C i
(
ψ̄(x)γµ∂µψ(x)

)
C =−i

(
(∂µψ̄(x))γµψ(x)

)
=−i ∂µ

(
ψ̄(x)γµψ(x)

)+ i
(
ψ̄(x)γµ∂µψ(x)

)
ed eliminando la derivata totale,

= i
(
ψ̄(x)γµ∂µψ(x)

)
Questa discussione si applica direttamente anche al caso in cui esistano più tipi
di particelle cariche, ad esempio i tre leptoni e,µ,τ, dato che ciascuna di esse
interagisce separatamente con il campo elettromagnetico.

Notiamo una interessante conseguenza della invarianza della QED sotto co-
niugazione di carica, il “teorema di Furry”: le ampiezze di transizione tra un
numero pari di fotoni e un numero dispari di fotoni sono nulle. Dato che l’ha-
miltoniano di interazione è invariante sotto C, questo risultato è vero a ciascun
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ordine dello sviluppo perturbativo. Una conseguenza di questo teorema è che a
ciascun ordine perturbativo la somma dei grafici con tre linee fotoniche esterne
(ma senza linee fermioniche esterne) si annulla esattamente. Questo risultato
elimina una delle possibili divergenze primitive della QED.

Sarebbe possibile introdurre nel lagrangiano di interazione della QED LI un
termine extra non invariante sotto C? Certamente si, ma al prezzo di rinunciare
alla rinormalizzabilità: basta aggiungere un nuovo termine che violi esplicita-
mente il teorema di Furry, ad esempio L ′

I =λFµνFνλFλ
µ . Questo termine è inva-

riante di gauge, ma la costante di accoppiamento ha dimensioni [E−2], e quindi
la teoria modificata non è rinormalizzabile17.

3.2 La parità

Come abbiamo visto nella sezione 2.1 la parità P può essere rappresentata in
meccanica quantistica da un operatore lineare e unitario. La tabella (3) suggeri-
sce che sia possibile definire P2 = 1, e verificheremo che, contrariamente al caso
di T, di cui abbiamo parlato e su cui torneremo, è possibile imporre la condizio-
ne P2 = 1, ovvero P−1 = P† = P. Inoltre P deve lasciare invariato~J, ma cambiare
segno ai generatori dei boost, ~K,

(60) P~JP =~J, P~KP = ~K

Sempre dalla tabella (3) vediamo che P lascia invariato lo stato di una par-
tiicella di impulso nullo: l’impulso è in questo caso invariante, ed anche lo spin
lo è, dato che per ~p = 0 il momento di spin coincide con il momento angolare
totale~J. Avremo quindi

(61) P ~p = 0,σ〉 = η ~p = 0,σ〉

dove σ è una variabile che rappresenta lo stato dello spin (potrebbe ad esempio
essere la componente dello spin lungo l’asse z), ed . Dato che P2 = 1 sarà η=±1.
Per definire l’azione della parità su stati di impulso ~p differente da zero

η è la parità intrinseca della particella

3.2.1 Parità per particelle di spin 1/2

Lasciandoci guidare dalla tabella (3) per definire l’azione di P su stati di singolo
elettrone e positrone,

(62) P e−; ~p, h〉 = η− e−;−~p,−h〉 , P e+; ~p, h〉 = η+ e+;−~p,−h〉 ,

dove abbiamo lasciate indeterminate le fasi η±. Per scegliere le fasi

17Lasciamo al lettore la dimostrazione che non si possono costruire, partendo dal campo Aµ
e dalle sue derivate, operatori di dimensione 4 (quindi rinormalizzabili) che siano invarianti di
gauge, ma non invarianti sotto C.
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3.3 La riflessione temporale

3.4 Il teorema CPT
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