
 
 
 
 

Overview of the frequencies of quasi-normal modes 
 
 

 
 
 

Taxonomy of NS oscillation modes (III) 

[ Kokkotas et al. 2001][ Andersson et al. 2002]

Typical spectra of non-rotating                
NSs without stratification

p-modes

w-modes

f-modes

A typical spectrum “doubling” in               
a non-rotating superfluid NS



Stability of Quasi-Normal Modes 
 

 

 
 
A counter-rotating mode (solid curve) that is dragged forward by the 
totation of the background star (dashed curve) is driven unstable by 
the emission of gravitational radiation   
 
 

T-dependence of the critical angular velocity for the  
f-mode instability 
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T-dependence of the critical angular velocity for the  
r-mode instability 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.1 Instabilità da radiazione gravitazionale nei modi r 20

Figura 2.5: Dipendenza dalla temperatura della velocità angolare critica ⌦C per le stelle
di neutroni rotanti. La curva solida fornisce ⌦C per l’instabilità nel modo-r con m = 2,
mentre per confronto la curva tratteggiata fornisce ⌦C per i modi-f.

gravitazionale nei modi r potrebbe giocare un ruolo fondamentale nel limitare le velocità

angolari delle stelle di neutroni. Inoltre la radiazione emessa durante un evento di spin-

down potrebbe essere rivelabile.



Macroscopic definition of viscosity: 
Viscous drag between parallel solid surfaces in a fuid 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

4.1 Viscosità dei fluidi classici 39

dal rapporto tra lo sforzo di taglio e il gradiente della velocità trasversale. I fluidi perfetti

non possono avere sforzi di taglio, mentre, in generale nei fluidi reali si manifesta sempre

una sorta di attrito interno che chiamiamo viscosità [6, 33].

Innanzitutto, bisogna richiamare un importante fatto sperimentale: in tutte le circo-

stanze, la velocità di un fluido è sempre nulla sulla superficie di separazione da un solido,

anche nel caso in cui si consideri una forza di taglio tra il liquido e il solido. Inoltre, in

condizioni statiche non sono presenti sforzi di taglio. Tuttavia, se esercitiamo una forza

su di un fluido, man mano che lo comprimiamo, prima che esso raggiunga la condizione

di equilibrio si possono generare forze di taglio.

Per stimare questo effetto, consideriamo il classico esperimento in cui abbiamo due

piani paralleli e uno viene trascinato rispetto all’altro, come illustrato schematicamente

nella Fig.4.1 Supponiamo di avere due superfici solide con un fluido interposto tra esse;

1 – Transport properties of normal Fermi liquids

drag between two parallel planes, schematically illustrated in Fig. 1.1. Suppose we

have two solid surfaces with a fluid between them; we keep one stationary while

moving the other, parallel to it, at the low speed v0.

Figure 1.1. Schematic representation of viscous drag.

We observe that, as we go from the upper plate to the lower one, the fluid velocity

decreases from the value v0 to zero on the surface of the stationary plate. Measuring

the force F required to keep the upper plate moving, we find that it is proportional

to the area A of the plate and to the velocity v0, while being inversely proportional

to the distance d between the plates. Hence, the shear stress F/A is proportional to

v0/d,

F

A
= ⌘

v0

d
. (1.1)

The above equation defines the coe�cient of shear viscosity ⌘.

In common language, the word “dense” is often used in place of “viscous”. How-

ever, although denser fluids are usually more viscous, it is sometimes more con-

venient, for macroscopic considerations, to use the specific viscosity, defined as ⌘
divided by the mass density. Moreover, and as it will become clear after the next

section, viscosity usually depends strongly on temperature.

1.2 Microscopic description

As we saw, shear viscosity is related to the variation (spatial gradient) of the velocity

flow of a fluid in the transverse direction.

The microscopic description of the state of a moving fluid [14] requires the knowl-

edge of the velocity field

v = v(r, t) , (1.2)

and any two termodynamic parameters, e.g. density and pressure, respectively given

by

⇢ = ⇢(r, t) , p = p(r, t) . (1.3)

6

Figura 4.1: Rappresentazione schematica di un fluido trascinato.

una delle superfici è stazionaria, mentre l’altra, parallela, si muove con una piccola velocità

v0.

Si osserva che, se ci spostiamo dal piano superiore a quello più basso, la velocità del

fluido decresce dal valore v0 a zero che è raggiunto sulla superficie stazionaria. Misurando

la forza F che serve a muovere la superficie superiore, troviamo che essa è proporzionale

all’area del piano A ed alla velocità v0, mentre è inversamente proporzionale alla distanza

4.1 Viscosità dei fluidi classici 40

d tra le due superfici. Quindi, lo sforzo di taglio F/A è proporzionale a v0/d:

F

A
= ⌘

v0

d
. (4.1.1)

Quest’equazione definisce il coefficiente di viscosità di taglio ⌘. Quindi la viscosità di

taglio è legata alla variazione di velocità del fluido nella direzione trasversa.

La descrizione microscopica dello strato di un fluido in moto richiede la conoscenza

del campo di velocità

v̄ = v̄(r̄, t) , (4.1.2)

e di due parametri termodinamici, densità e pressione, rispettivamente dati dalle

⇢ = ⇢(r̄, t) , p = p(r̄, t) . (4.1.3)

Va notato che la coordinata r̄ specifica un punto fisso nello spazio e non la posizione di

una particella del fluido in moto.

La conservazione della massa è espressa attraverso l’equazione di continuità

@⇢

@t
+ r̄(⇢v̄) = 0 . (4.1.4)

Per un fluido ideale, l’equazione del moto si ottiene prendendo in considerazione che

la forza esercitata dal fluido circostante su di un elemento di fluido per unità di volume

è generata solo dal gradiente di pressione, ovvero F̄ = �r̄p. Ciò porta all’equazione di

Eulero
@v̄

@t
+ (v̄ · r̄) = �1

⇢
r̄p , (4.1.5)

che descrive il moto di un fluido in assenza di processi che provocano dissipazione di

energia.

Per un fluido incompressibile, cioè un fluido la cui densità non dipende nè da r̄ nè

da t, l’equazione di Eulero (4.1.5) non cambia, mentre l’equazione di continuità (4.1.4) si

semplifica diventando

r̄ · v̄ = 0 . (4.1.6)



 
Effective interaction 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

? CBF effective interaction in the T = 1 channel at nuclear matter
equilibrium density, obtained from the Argonne v
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In-medium cross section 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

IN-MEDIUM CROSS SECTION

? Neutron-Neutron Channel

W (p,p0) = 2⇡ |Ve↵(p � p0)|2 ⇢(p0)

d�

d⌦p0
=

m?2

16⇡2
|Ve↵(p � p0)|2
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 Shear viscosity of neutron matter 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

SHEAR VISCOSITY OF PNM

? Density dependence of ⌘T 2 of PNM

? Medium modifications of the scattering cross section increase
⌘T 2 by a factor ⇠ 3 � 7 @ ⇢/⇢0 ⇠ 1 � 2
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r-mode stability window 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

28 The r-mode instability in rotating neutron stars

need tgw to be smaller in magnitude than both tsv and tbv. From the various
estimates we immediately see that the dissipation due to shear viscosity kills
the mode at low temperatures, while the bulk viscosity dominates at high tem-
peratures. In fact, by comparing (77) to (65) we deduce that shear viscosity will
completely suppress the r-mode instability at core temperatures below 105 K.
Similarly, bulk viscosity will prevent the mode from growing in a star that is
hotter than a few times 1010 K (but see the proviso in section 4.2.2 regarding
the relevance of the bulk viscosity at high temperatures). In the intermediate
range there is a window of opportunity where the growth time due to gravita-
tional radiation is short enough to overcome the viscous damping and drive the
r-mode unstable.

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

bulk viscosity
dominates over
radiation reaction

shear viscosity
dominates over
radiation reaction

r-mode instability window

dynamical stability limit

P K
/P

log10 (T/1K)

Fig. 3. The critical rotation rates at which shear viscosity (at low temperatures) and bulk viscosity
(at high temperatures) balance gravitational radiation reaction due to the r-mode current multi-
pole. This leads to the notion of a “window” in which the r-mode instability is active. The data
in the figure is for the l = m = 2 r-mode of a canonical neutron star (R = 10 km and M = 1.4M!

and Kepler period PK ≈ 0.8 ms).

This instability window is usually illustrated by the critical rotation period,
above which the mode is unstable, as a function of temperature54,60,38. We find
the relevant critical rotation rate by solving for the zeros of

1

2E

dE

dt
=

1

tgw
+

∑ 1

tdiss
= 0 (86)

for a range of temperatures. A typical result (for canonical neutron star param-
eters) is shown in Figure 3. For canonical values, the Kepler limit corresponds
to PK = 0.8 ms. In the figure we show the critical period curve for an n = 1
polytrope. From this data we can deduce that a rotating neutron star with a
core temperature of 109 K (i.e. a few months old) is unstable at rotation periods
shorter than 25 ms. There is, of course, a large uncertainty associated with this



Superfluid gap in neutron matter 
 
 

 
 
 

 
 

FIG. 2: Density-dependence of the energy gap (left panel) and critical temperature (right panel)

of the superfluid transition of pure neutron matter in the 1S0 channel. Recall: 109 K = 0.089 MeV

critical temperature Tc (right panel) of the superfluid transition of pure neutron matter in

the 1S0 channel, computed with the same e↵ective interaction used in Ref. [8] to obtain the

shear viscosity [12]. It appears that the gap peaks at density ⇠ 0.025 fm�3, or ⇠ 3 ⇥ 1013

g/cm3. Hence, superfluidity in this channel mainly a↵ects the neutron gas in the inner crust

of a typical neutron star.

The values of the gap at T = 0, �(⇢, 0) and of the critical density, Tc, of the proton

superconducting transition in the 1S0 channel, obtained in Ref. [13] using a realistic nuclear

hamiltonian, are listed in Table IV.

Table V reports the gap at T = 0, �(⇢, 0) and the critical temperature, Tc, of the neutron

superfluid transition in 1S0 (left panel) and 3P2 states (right panel), obtained in Refs. [12]

and [14], respectively. The density-dependence of the energy gaps is shown in Fig. 3.

The extension of the calculations of Ref. [12] to the case of 3P2 pairing in pure neutron

matter is under way.

The onset of superfluidity and/or superconductivity strongly a↵ects the shear viscosity

of strongly degenerate systems, whose value is determined by the rate of collisions between

quasiparticles. To see this, consider that, as pointed out in the previous Section, scattering

processes can only involve particles carrying momenta close to the Fermi momentum. Due

to Pauli blocking, particles occupying energy levels lying deeper in the Fermi sea have no

phase space available. The appearance of the energy gap � associated with the formation
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FIG. 3: Density-dependence of the energy gaps associated with pairing of neutrons in 1S0 (solid

line) and 3P2 (dashes) states.

FIG. 4: Left panel: y-dependence of the function Rp, defined in Eq.(30); Right panel: same as in

the left panel, but for the function Rn, defined in Eq.(33)

The neutron shear viscosity in the presence of neutron superfluidity can be obtained from
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