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Introduzione

Nel corso degli ultimi due decenni, moltissimi studi—stimolati in gran parte dall’avvio,
nel 2002, della serie di Workshop NUINT (Neutrino-Nucleus Interactions in the
Few GeV Region) [1]—sono stati dedicati allo sviluppo di modelli teorici accurati
per la descrizione delle interazioni neutrino-nucleo a energie comprese tra qualche
centinaio di MeV e qualche GeV. La motivazione principale di questo sforzo sta nel
fatto che la conoscenza delle sezioni d’urto di questi processi è indispensabile per
l’interpretazione dei segnali rivelati dagli esperimenti che utilizzano fasci prodotti
da acceleratori per osservare le oscillazioni dei neutrini.

I neutrini si possono osservare solo indirettamente, attraverso le interazioni tra
le particelle cariche prodotte nelle interazioni deboli e il materiale del rivelatore.
Poichè le sezioni d’urto in gioco sono molto piccole1, per accumulare un numero
statisticamente significativo di eventi è necessario utilizzare come rivelatori grandi
masse di elementi abbastanza pesanti, come l’ossigeno e il carbonio. Il prezzo da
pagare è che, anche assumendo di disporre di un modello sufficientemente accurato
dell’interazione elementare neutrino-nucleone, la descrizione quantitativa delle inte-
razioni con questi nuclei presenta notevoli difficoltà, dovute alla complessità della
loro struttura e, più in generale, della dinamica delle interazioni forti.

La risposta nucleare alle interazioni con i neutrini dipende in modo non banale
da due variabili cinematiche, che nel sistema di riferimento in cui il nucleo bersaglio
è in quiete si possono identificare con l’impulso e l’energia trasferiti, che denoteremo,
rispettivamente, q e ω. A valori diversi di queste due variabili corrispondono
meccanismi di reazione diversi, che riflettono i possibili modi di eccitazione, sia del
nucleo che dei nucleoni che lo costitiuiscono.

Nella regione cinematica corrispondente a |q| >∼ π/d, dove d ≈ 1.5 fm è la distanza
media tra due nucleoni nel nucleo bersaglio, le interazioni coinvolgono per lo più un
singolo nucleone e, al variare dell’energia trasferita, possono produrre stati finali
adronici diversi. A ω ≈ ωQE = Q2/2m, dove Q2 = q2 − ω2 e m è la massa del
nucleone, il meccanismo di reazione dominante è la diffusione quasi elastica, in cui
il nucleone rimane nel suo stato fondamentale e non vengono prodotti pioni. A
ω > ωQE , la struttura interna del nucleone si manifesta attaverso l’eccitazione di
risonanze—la più pronunciata delle quali è la ∆, con massa m∆= 1232 MeV—e
lo scattering profondamente inelastico, cioè la disintegrazione del nucleone seguita
dall’adronizzazione dei frammenti prodotti. Dal punto di vista sperimentale, gli stati

1La sezione d’urto del decadimento β inverso, stimata da Bethe e Pierls nel 1934 [2], è dell’ordine
di 10−44 cm2, cioè circa venti ordini di grandezza più piccola delle sezioni d’urto tipiche dei processi
di diffusione protone-neutrone.
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finali corrispondenti all’eccitazione di risonanze ed alla diffusione profondamente
inelastica sono caratterizzati, rispettivamente, dalla presenza di uno o più pioni.

Negli esperimenti che utilizzano acceleratori, i neutrini vengono prodotti dal
decadimento in volo di pioni ottenuti dalle collisioni tra il fascio primario e un
bersaglio, e la loro energia varia secondo una distribuzione generalmente molto larga.
Di conseguenza, la determinazione dell’energia trasferita in un evento, che a sua
volta determina il meccanismo di reazione dominante, è impossibile.

L’incertezza legata all’energia dei neutrini è uno dei problemi principali nell’in-
terpretazione dei segnali osservati dagli esperimenti. Per poterlo superare sarebbe
necessario disporre di un modello teorico in grado di descrivere tutti i meccanismi
di reazione attivi nell’intervallo di energia rilevante in modo consistente e accurato.
Sfortunatamente, un tale modello non è ancora disponibile, e i generatori di eventi
utilizzati per l’analisi dei dati si basano nella maggior parte dei casi su descrizioni
semplificate e incomplete del processo di diffusione neutrino-nucleo.

I limiti dei modelli impiegati si sono manifestati chiaramente nei risultati dell’a-
nalisi della sezione d’urto neutrino-carbonio nel canale quasi elastico, misurata dalla
collaborazione MiniBooNE [3, 4], i cui valori sono sistematicamente molto maggiori
di quelli predetti dalle simulazioni.

Nei modelli più realistici sviluppati recentemente, la descrizione delle sezione
d’urto di diffusione neutrino-nucleo a momento trasferito sufficientemene elevato è
basata su due elementi: la funzione spettrale nucleare, che contiene le informazioni
sulla distribuzione in energia e impulso dei nucleoni all’interno del nucleo bersaglio,
e la sezione d’urto del processo elementare neutrino-nucleone [5]. La validità di
questo schema è stata confermata da un gran numero di studi delle sezioni d’urto
elettrone-nucleo nel settore quasi elastico [6], nel quale l’interazione elementare
è espressa in termini dei fattori di forma elettromagnetici di protone e neutrone,
misurati con grande precisione usando come bersagli idrogeno e deuterio.

La disponibilità di una grande quantità di sezioni d’urto elettrone-nucleo, mi-
surate in regimi cinematici diversi e usando una varietà di bersagli, gioca un ruolo
fondamentale per stabilire la capacità dei modelli proposti di descrivere i meccanismi
di reazione rilevanti. Ovviamente, poichè la corrente elettromagnetica del nucleone è
strettamente legata alla parte vettoriale della corrente debole, qualsiasi modello della
sezione d’urto neutrino-nucleo deve anche essere in grado di descrivere la sezione
d’urto elettrone-nucleo.

Come primo passo verso la descrizione delle interazioni neutrino-nucleo nei canali
inelastici, in questa Tesi abbiamo affrontato lo studio dell’interazione elementare
elettrone-nucleone, effettuato utilizzando le informazioni fornite dalle sezioni d’urto
misurate alla Thomas Jefferson National Accelerator Facility (Newport News, Virgi-
nia, USA) [7].

La Tesi è strutturata come segue.

• Il Capitolo 1 ha lo scopo di chiarire la motivazione ultima del nostro lavoro.
Vengono richiamate le nozioni essenziali sulle oscillazioni dei neutrini, mettendo
l’accento sull’importanza della ricostruzione dell’energia del neutrino per la
determinazione sperimentale dei parametri di oscillazione.
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• Nel Capitolo 2, dopo una parte introduttiva sulle interazioni leptone-nucleone
e leptone-nucleo, viene descritta in dettaglio la derivazione della sezione d’ur-
to nucleare nel regime cinematico nel quale è applicabile l’approssimazione
impulsiva.

• Il Capitolo 3 contiene una discussione dei processi inelastici—cioè produzione
di risonanze e diffusione profondamente inelastica—nelle interazioni leptone-
nucleo, e delle parametrizzazioni delle corrispondenti funzioni di struttura
elettromagnetiche disponibili in letteratura.

• Nel Capitolo 4 vengono presentati i risultati originali del lavoro di Tesi, che ha
permesso di ottenere parametrizzazioni indipendenti delle funzioni di struttura
inelastiche del protone e del neutrone, applicabili anche nella regione di basso
Q2. Utilizzando questi risultati sarà possibile ottenere le sezioni d’urto nucleari
nel formalismo dell’approssimazione impulsiva.

• Nelle Conclusioni, i risultati ottenuti vengono riassunti, e discussi in vista delle
applicazioni future al calcolo delle sezioni d’urto neutrino-nucleo.

Nella Tesi adotteremo sempre il sistema naturale di unità di misura, nel quale
~ = c = 1.
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Capitolo 1

Cenni sulle Oscillazioni dei Neutrini

1.1 Mescolamento dei Neutrini
Secondo il Modello Standard delle interazioni elettrodeboli, i neutrini esistono in tre
diversi sapori, e hanno tutti massa nulla. Oltre al neutrino elettronico scoperto da
Reines e Cowan nel 1956 [8]—la cui esistenza era stata ipotizzata da Wolfgang Pauli
nel 1930 per spiegare lo spettro energetico degli elettroni emessi nel decadimento
β del nucleo 210Bi [9]—sono stati osservati neutrini emessi o assorbiti insieme agli
altri due leptoni carichi, il muone ed il tau [10, 11]. I neutrini elettronici, muonici
e tauonici, νe, νµ e ντ , partecipano a reazioni in cui compaiono esclusivamente i
leptoni carichi corrispondenti. Quindi, nel Modello Standard il numero leptonico
associato a ciascun sapore è una grandezza conservata.

I risultati di un gran numero di esperimenti effettuati negli ultimi venti anni,
hanno dimostrato in modo inequivocabile che la massa del neutrino è in realtà
diversa da zero, anche se molto minore del valore—dell’ordine di grandezza della
massa dell’elettrone—ipotizzato da Pauli nella sua famosa lettera del 1930 indirizzata
a Lise Meitner e ai suoi colleghi, che inizia con le parole “Care Signore e Signori
Radioattivi” [9].

Se tutti i neutrini avessero massa nulla, gli stati di diverso sapore sarebbero
degeneri. Quindi, come prescrive la Meccanica Quantistica, esistererebbe una
base in cui l’hamiltoniana ed i numeri leptonici potrebbero essere diagonalizzati
simultaneamente. In presenza di una massa diversa da zero, invece, gli stati che
descrivono i neutrini di sapore assegnato differiscono dagli autostati della matrice
di massa e si verifica il fenomeno, tipicamente quantistico, del mescolamento. A
sua volta, il mescolamento è all’origine delle oscillazioni dei neutrini, ipotizzate per
primo da Bruno Pontecorvo già nel 1957 [12], poco dopo la scoperta di Reines e
Cowan.

Supponendo che un’interazione debole abbia dato luogo all’emissione di un
neutrino di sapore α, il suo stato sarà descritto da una combinazione degli autostati
di massa νk (k = 1, 2, 3) secondo la

| να〉 =
∑
k

U∗α,k | νk〉 ,

dove U è la matrice unitaria che introduce il mescolamento. Al momento in cui viene
rivelato, il neutrino si troverà ancora in un autostato di sapore, che chiameremo β,
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ma poichè durante la propagazione dalla sorgente al rivelatore le fasi delle componenti
della funzione d’onda che corrispondono ai diversi autostati della massa evolvono
nel tempo in maniera diversa, esiste una probabilità finita che il neutrino rivelato
sia in uno stato di sapore diverso da quello del neutrino emesso, cioè che si verifichi
il caso β 6= α. Ad esempio, un neutrino elettronico, dopo aver percorso una distanza
sufficientemente lunga, potrà essere osservato come neutrino muonico.

Nel caso semplice di due sapori la matrice U dipende da un solo parametro reale,
l’angolo di mescolamento θ, e la relazione tra gli autostati del sapore e quelli della
massa è

|να〉 = cos θ|ν1〉 − sin θ|ν2〉 (1.1)
|νβ〉 = sin θ|ν1〉+ cos θ|ν2〉 .

La probabilità che un neutrino prodotto in uno stato α con energia Eν venga
osservato nello stato β dopo aver percorso la distanza L si può scrivere nella forma

P (α→ β) = sin2 2θ sin2
(

1.267 ∆m2 L

Eν

)
, (1.2)

dove ∆m2 = m2
2 − m2

1, e le mi, Eν e L sono espresse, rispettivamente, in eV,
GeV e km. Si noti che θ e ∆m2 sono le proprietà intrinseche dei neutrini che si
vogliono determinare con la misura, mentre Eν ed L sono grandezze caratteristiche
dell’apparato sperimentale. L’espressione di P (α→ β) mostra chiaramente che se i
neutrini oscillano le loro masse sono diverse da zero, e viceversa.

Nel caso di tre sapori la descrizione della probabilità di oscillazione è analoga,
ma più complessa. I parametri da determinare sono tre angoli di mescolamento, tre
differenze tra i quadrati delle masse ed una fase.

I neutrini interagiscono con la materia del rivelatore mediante correnti cariche o
neutre, trasferendo al bersaglio energia e impulso. Nell’interazione di corrente carica,
che avviene tramite lo scambio di un bosone W±, il neutrino viene assorbito dalla
particella di materia con cui interagisce—un neutrone legato all’interno di un nucleo
atomico—e viene emesso il leptone carico associato. Generalmente, il leptone carico
presente nello stato finale è l’unica particella che viene rivelata. Nell’interazione
di corrente neutra, che avviene tramite lo scambio di un bosone Z0, il neutrino è
presente anche nello stato finale. In questo caso, è possibile rivelare solo il rinculo
del nucleo bersaglio o i prodotti della sua disintegrazione.

Le interazioni di corrente carica sono più semplici da osservare, perchè elettroni e
muoni lasciano tracce facilmente visibili nei rivelatori. Inoltre, in linea di principio, la
rivelazione del leptone carico prodotto permette di ricostruire l’energia del neutrino
incidente. L’importanza di questa informazione verrà discussa nalla sezione che
segue.

1.2 Determinazione Sperimentale delle Oscillazioni
Le oscillazioni dei neutrini possono essere rivelate osservando, a distanza L dalla
sorgente, una diminuzione del numero di neutrini di un determinato sapore (esperi-
menti di “scomparsa”, o disappearance), oppure la presenza di neutrini di sapore
diverso da quello del fascio originario (esperimenti di “comparsa”, o appearance).
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Molti esperimenti effettuati in modalità disappearance utilizzano due rivelatori
posti a distanza diversa dalla sorgente: uno vicino (near detector), che permette
di effettuare misure usando il fascio originario, ed uno lontano (far detector), col
quale le misure vengono ripetute dopo che i neutrini hanno percorso la distanza
L. I parametri di oscillazione—cioè θ e ∆m2 in Eq.(1.2)—vengono determinati
analizzando la dipendenza dall’energia della probabilità di oscillazione, che si ottiene
facendo il rapporto tra il numero di eventi rivelati, rispettivamente, con il far e il
near detector. Il risultato ottenuto dalla Collaborazione T2K [13] applicando questa
tecnica è riportato nella Fig. 1.1, che illustra la relazione tra il segnale misurato ed i
parametri che caratterizzano l’oscillazione.

1.  disappearance measurement 
2 goals for T2K and NOvA experiments

(1) precision measurement for m2
 and sin2223 through  events

- Accurate neutrino energy reconstruction
(2) e appearance measurement
- Careful rejection of background reactions

Teppei Katori, Indiana University03/05/08 7

mis-reconstruction of neutrino 
energy spoils   disappearance 
signals  

sin2223

m2


Reconstructed neutrino energy (GeV)

T2K collabo.

background

Reconstructed 
neutrino energy 
at far detector

T2K collabo.

fa
r/n

ea
r  

ra
tio

Figura 1.1. Andamento della probabilità di oscillazione osservata dalla Collaborazione
T2K in funzione dell’energia del neutrino, ricostruita analizzando le particelle prodotte
nell’interazione con il nucleo bersaglio.

Bisogna però ricordare che i neutrini non vengono prodotti in fasci di energia
ben precisa. Ciò che si conosce è soltanto il flusso, cioè la distribuzione in energia
delle particelle prodotte. A titolo di esempio, la Fig.1.2 mostra il flusso associato al
fascio di neutrino utilizzato nell’esperimento MiniBooNE [14].

L’energia del neutrino viene generalmente ricostruita a partire dalle variabili
cinematiche—energia e anglo di emissione—delle particelle cariche osservate, che
vengono prodotte nell’interazione tra il neutrino e un neutrone del nucleo bersaglio.
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Figura 1.2. Dipendenza dall’energia del flusso di neutrini utilizzato dall’esperimento
MiniBooNE [14].

La sua determinazione accurata richiede perciò, in primo luogo, una buona cono-
scenza di tutti i canali accessibili tramite la reazione elementare neutrino-neutrone.
Inoltre, è di fondamentale importanza tenere conto del fatto che il neutrone che
interagisce con il neutrino non si comporta come una particella libera in quiete, e
che la presenza del mezzo nucleare gioca un ruolo importante. La distribuzione in
energia e impulso dei nucleoni nel nucleo bersaglio, descritta dalla funzione spettrale
che discuteremo nel capitolo seguente, è il secondo elemento necessario per lo svi-
luppo di un modello realistico dell’interazione neutrino-nucleo, indispensabile per la
ricostruzione dell’energia della particella incidente.
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Capitolo 2

Diffusione Leptone-Nucleo

La sezione d’urto è la grandezza fondamentale che si utilizza per descrivere i processi
di scattering come quelli tra leptoni carichi e nucleoni o nuclei, che abbiamo studiato.
Iniziamo questo capitolo con lo scrivere l’espressione della sezione d’urto tra elettroni
e nucleoni indicando la componente adronica nella sua forma più generale compatibile
con l’invarianza di Lorentz e con la conservazione della corrente. Negli esperimenti
che abbiamo analizzato l’unica particella rilevata nello stato finale è l’elettrone
diffuso. Di conseguenza, siamo interessati a calcolare la sezione d’urto inclusiva a
energia del fascio incidente fissata, in funzione dell’energia dell’elettrone uscente ε′ e
dell’angolo θ tra la sua direzione e quella del fascio entrante.

Nella Sezione 2.1, deriveremo dapprima l’espressione della sezione d’urto elettrone-
nucleo nel sistema di riposo del bersaglio. Discuteremo quindi la generalizzazione
al caso in cui il nucleone è in moto, che risulterà utile per essere confrontata con
la sezione d’urto nucleare. Per la definizione delle variabili cinematiche faremo
riferimento al diagramma della Fig. 2.1

Figura 2.1. Rappresentazione schematica dell’interazione elettrone-nucleone
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2.1 Sezione d’urto elettrone-nucleone

In approssimazione di Born la sezione d’urto elettrone-nucleone si può scrivere nella
forma

d2σ

dΩdE′ = α2

q4

(
ε′

ε

)
LµνW

µν
N , (2.1)

dove abbiamo indicato con α = e2/(4π) la costante di struttura fine, ε è l’energia
dell’elettrone entrante e q è il quadrimpulso trasferito dal fotone virtuale. I tensori
leptonico ed adronico, rispettivamente Lµν e Wµν

N , sono definiti come

Lµν = 1
2
∑
σ,σ′

〈k′, σ′|Jµ|k, σ〉〈k, σ|Jν |k′, σ′〉

= 2
(
k′µkν + kµk

′
ν − gµν(k′k)

)
,

(2.2)

dove k e k′ sono i quadrimpulsi dell’elettrone entrante e uscente, σ e σ′ le relative
polarizzazioni, e

Wµν
N = 1

4πm
∑
χ

∫ Nχ∏
i=1

(
d3p′i

2E′i(2π)3

)
〈P |JµN |χ〉〈χ|J

ν
N |P 〉

× (2π)4δ4

P + q −
Nχ∑
i

p′i

 ,

(2.3)

indicando con m la massa del nucleone, con |P 〉 lo stato iniziale del nucleone, dove
P = (m, 0) indica il suo quadrimpulso in questo caso di riposo. La produttoria Nχ

corre su tutti gli stati finali |χ〉 accessibili. Abbiamo soppresso gli indici di spin per
non appesantire eccessivamente la notazione. L’espressione più generale del tensore
adronico compatibile con l’invarianza di Lorentz e con la conservazione della carica
si può scrivere nella forma

Wµν
N = W1

(
−gµν + qµqν

q2

)
+ W2
m2

(
Pµ − (Pq)

q2 qµ
)(

P ν − (Pq)
q2 qν

)
. (2.4)

Contraendo il tensore adronico Wµν
N con quello leptonico Lµν otteniamo
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LµνW
µν = 2

{
2W1 (k′k) + W2

m2

[
2(pk)(pk′)−m2(k′k)

]}
. (2.5)

Nel sistema di quiete del nucleone iniziale ed in cui l’elettrone uscente forma un angolo
θ con la direzione del fascio incidente possiamo scrivere la contrazione dei tensori come

LµνW
µν = 2

[
4W1 εε

′sin2
(
θ

2

)
+ W2
m2

(
2m2εε′ − 2m2εε′sin2

(
θ

2

))]

= 4εε′cos2
(
θ

2

)(
2W1tan

2
(
θ

2

)
+W2

)
.

Andando quindi a sostituire questo risultato nella formula della sezione d’urto,
Eq. (2.1), otteniamo

d2σ

dΩdE′ =
(
dσ

dΩ

)
Mott

(
2W1tan

2
(
θ

2

)
+W2

)
, (2.6)

dove abbiamo utilizzato la definizione della sezione d’urto di Mott

(
dσ

dΩ

)
Mott

= α2

2E2

cos2
(
θ
2

)
sin4

(
θ
2

) .

Per quanto riguarda invece l’espressione della sezione d’urto per il processo in cui
il nucleone ha un impulso P 6= 0 dobbiamo tenere conto del diverso sistema di
riferimento nello sviluppare l’espressione (2.5) e inserire il corretto fattore di flusso
F nella (2.1)

F = 4
√

(Pk)2 −mem = 4
√

(P0k− εP)2 − (P ∧ k)2 . (2.7)

Nella (2.7), P0 è l’energia del nucleone nello stato iniziale e la massa dell’elettrone
me viene trascurata. Possiamo scrivere l’espressione (2.5) nella seguente maniera
(valida in generale)

LµνW
µν = 2

{
4W1 εε

′sin2
(
θ

2

)
+ W2
m2

[
(Pk)(Pk′)− 2P 2εε′sin2

(
θ

2

)]}
, (2.8)
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dove θ è ancora l’angolo compreso tra la direzione dell’elettrone entrante e quello
uscente. Possiamo inoltre sviluppare il prodotto (Pk)(Pk′) come

(Pk)(Pk′) = εε′
{
P 2

0 − P0

[
(k ·P)
ε

+ (k′ ·P)
ε′

]
+ (k ·P)(k′ ·P)

εε′

}
.

Scegliamo, senza perdita di generalità, il sistema di riferimento tale che i vettori k e
k′ giacciano sul piano xz in maniera tale che la loro differenza q = k− k’ abbia la
sola componente qz non nulla (qx = qy = 0), come indicato nella figura 2.2.

Figura 2.2. Rappresentazione schematice degli impulsi dell’elettrone

Utilizzando i calcoli svolti in appendice A, che riportano le formule esplicite per
i prodotti scalari in questo sistema di riferimento, possiamo esprimere il secondo
membro della (2.8) nella forma

LµνW
µν = 2

{
4W1 εε

′ sin2
(
θ

2

)
+ 2W2

m2 εε
′
[
P 2

0 − 2P0Pz
ω

|q| cos
2
(
θ

2

)
+

+P 2
x

q2

|q|2 cos
2
(
θ

2

)
+ P 2

z

ω2

|q|2 cos
2
(
θ

2

)
− P 2

z sin
2
(
θ

2

)
− P 2 sin2

(
θ

2

)
+

+Px sin(θ)
|q| (ε+ ε′) + PxPz

2|q|2 sin(2θ)
(
ε2 + ε′2

)]}
.

(2.9)

Se riordiniamo i termini in sin2 (θ/2) e cos2 (θ/2) possiamo scrivere la precedente
Eq. (2.9) nella forma
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LµνW
µν = 4εε′

{
W1 sin

2
(
θ

2

)
+ W2
m2

[(
P 2

0 − P 2 − P 2
z

)
sin2

(
θ

2

)
+

+
(
P 2

0 − 2P0Pz
ω

|q| − P
2
x

q2

|q|2 + P 2
z

ω2

|q|2

)
cos2

(
θ

2

)
+

+Px sin(θ)
|q| (ε+ ε′) + PxPz

2|q|2 sin(2θ)
(
ε2 + ε′2

)]}
.

(2.10)

Possiamo ora sostituire il momento trasverso P 2
x + P 2

y con l’equivalente |P ∧ q̂|2 e
indicare il quadrato di binomio nella seconda riga di (2.10). Troviamo così

LµνW
µν = 4εε′ cos2

(
θ

2

){
2
(
W1 + W2

2m2 |P ∧ q̂|
2
)
tan2

(
θ

2

)
+

+W2
m2

[
q4

|q|4
(
P0 − ω

(Pq)
q2

)2
− q2

2|q|2 |P ∧ q̂|
2+

+ Px sin(θ)
|q|sin2(θ/2)(ε+ ε′) + PxPz

2|q|2
sin(2θ)
sin2(θ/2)

(
ε2 + ε′2

)]}
.

(2.11)

In definitiva otteniamo l’espressione della sezione d’urto in questo sistema di riferi-
mento in cui il nucleone è in moto

d2σ

dΩdE′ = 1
F

(
dσ

dΩ

)
Mott

{
2
(
W1 + W2

2m2 |P ∧ q̂|
2
)
tan2

(
θ

2

)
+

+W2
m2

[
q4

|q|4
(
P0 − ω

(Pq)
q2

)2
− q2

2|q|2 |P ∧ q̂|
2+

+ Px sin(θ)
|q|sin2(θ/2)(ε+ ε′) + PxPz

2|q|2
sin(2θ)
sin2(θ/2)

(
ε2 + ε′2

)]}
,

con il fattore di flusso F specificato in Eq. (2.7).

2.2 Sezioni d’urto d’elicità
Mostriamo in questo paragrafo la relazione che intercorre tra le funzioni di struttura
W1 e W1 che compaiono in (2.6) e le sezioni d’urto per fotoni virtuali γ∗ di pola-
rizzazione longitudinale (σL) e trasversa (σT ). Sia ε il vettore di polarizzazione del
fotone virtuale che deve soddisfare la relazione di ortogonalità εµi qµ = 0 (nello
spazio di Minkowski) con il vettore qµ. Trattandosi di un fotone virtuale i vettori di
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polarizzazione εµi soddisfano le relazioni

(εL · ε∗L) = −1 ,

(εR · ε∗R) = −1 ,

(εS · εS) = 1 ,

e naturalmente sono mutuamente ortogonali1. Una costruzione esplicita dei vettori
εµi , nel caso particolare di 3-impulso q del fotone γ∗ disposto nel verso positivo
dell’asse z, verrà data nella Sezione 3.1.
Le sezioni d’urto di elicità sono definite come

σi = 4πα
K

ε∗µi ενi Wµν , (2.12)

dove indichiamo con K il fattore di flusso del fotone virtuale, che nella convenzione
di Hand può essere scritto come

K = ω + q2

2m . (2.13)

Inserendo la forma generale del tensore adronico data dall’eq. (2.4) nella formula
della sezione d’urto di elicità (2.12) si ottengono le seguenti espressioni

σT = 4πα2

K
W1 ,

σL + σT = 4πα2

K

(
1 + ω2

Q2

)
W2 .

(2.14)

Si è indicato con σT = (σL + σR)/2 la media dei contributi corrispondenti alle
polarizzazioni Left e Right.

Valgono naturalmente anche le relazioni inverse, che legano i fattori di forma alle
sezioni d’urto:

1Nel testo si usano le due convenzioni equivalenti εR,L,S ed anche ε±1,0
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W1 = K

4πα2σT ,

W2 = K

4πα2

(
Q2

ω2 +Q2

)
(σT + σL) .

Qui, come nel resto della tesi, si utilizza la definizione Q2 = −q2.
Introducendo la funzione R = σL/σT possiamo scrivere la relazione tra i fattori di
forma W1 e W2 che utilizzeremo nel seguito

W1(ω,Q2)
W2(ω,Q2) = 1

1 +R

(
1 + ω2

Q2

)
. (2.15)

Riportiamo per finire l’espressione della sezione d’urto (2.6) scritta in termini delle
sezioni d’urto di elicità

d2σ

dΩdω = Γ
[
σT (W 2, Q2) + εσL(W 2, Q2)

]
, (2.16)

dove i coefficienti Γ e ε sono definiti dalle

Γ = αE′(W 2 −m2)
(2π)2Q2mE(1− ε) ,

ε =
[
1 + 2

(
1 + ω2

Q2

)
tan2

(
θ

2

)]−1

.

2.3 Diffusione Elettrone-Nucleo in Approssimazione Im-
pulsiva

Come abbiamo visto nella sezione precedente, il calcolo della sezione d’urto, in
generale richiede la descrizione dello stato fondamentale del bersaglio, della corrente
responsabile delle interazioni con le particelle incidenti e di tutti i possibili stati
finali. Negli esperimenti che abbiamo analizzato, un fascio di elettroni (sonda) viene
fatto collidere con da un bersaglio costituito da nuclei. Il questo caso, la sezione
d’urto si può ancora scrivere nella forma (2.1), sostituendo a Wµν

N il tensore che
descrive la risposta elettromagnetica del nucleo bersaglio
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Wµν
A = 1

4πMA

∑
χ

∫ Nχ∏
i=1

(
d3p′i

2E′i(2π)3

)
〈0|Jµ†A |χ〉〈χ|J

ν
A|0〉

× (2π)4δ4
(
P0 + q −

∑
i

p′i

)
.

(2.17)

Nella (2.17), P0 rappresenta il 4-impulso dell’nucleo nello stato iniziale |0〉 di riposo
P0 = (MA, 0), q = (ω,q) è il momento trasferito dal fotone e |χ〉, E′i e p′i rispet-
tivamente lo stato finale adronico e le energie e gli impulsi delle particelle che lo
costituiscono. Le sommatorie sugli stati di polarizzazione non sono esplicitate, al
fine di rendere più leggibile la formula.

Calcoli di Wµν
A per momenti trasferiti non troppo alti, tipicamente |q| <∼ 0.5 GeV,

possono essere effettuati nel formalismo della teoria a molti corpi nucleare, usando
funzioni d’onda non relativistiche per descrivere gli stati iniziali e finali, ed espan-
dendo l’operatore di corrente in potenze di (|q|/m). Per valori più elevati di q,
corrispondenti a energie incidenti maggiori di ∼ 1 GeV, la descrizione degli stati
finali |χ〉 in termini di nucleoni non relativistici non è più possibile. Tuttavia, poichè
la risoluzione spaziale dell’interazione, λ ≈ π/|q, diminuisce al crescere del momento
trasferito, per λ� d, dove d ∼ 1.5 fm denota la distanza media tra due nucleoni nel
nucleo bersaglio, è ragionevole assumere che l’interazione elettromagnetica coinvolga
un solo nucleone. Questa è l’ipotesi alla base dell’approssimazione impulsiva (AI).

Nel regime cinematico nel quale l’approssimazione impulsiva è applicabile, la
sezione d’urto nucleare si riduce alla somma incoerente di sezioni d’urto elementari
elettrone-nucleone, come schematicamente illustrato dal diagramma della Fig. 2.3.

Figura 2.3. Rappresentazione schematica della sezione d’urto nucleare nella regione
cinematica in cui è applicabile l’approssimazione impulsiva.

Ripartiamo dall’Eq. (2.17), e scriviamo lo stato finale come prodotto dello stato
adronico prodotto al vertice d’interazione elettromagnetica, |x〉, e lo stato che de-
scrive il nucleo residuo, |R〉. Troviamo
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|χ〉 ≈ |x,Px〉|R,PR〉 ,

dove Px è l’impulso totale dello stato |x〉. L’approssimazione impulsiva interviene
modificando l’elemento di matrice 〈0|Jµ†A |X〉 in maniera che l’interazione avvenga
ogni volta ed incoerentemente con un singolo nucleone. Si considera quindi una
relazione di completezza per stati di singolo nucleone libero

∑
N=p,n

∫
d3P |N,PN 〉〈N,PN | = 1 , (2.18)

e si semplifica l’operatore di corrente Jµ come somma di correnti di singolo nucleone

Jµ ≈
∑
i

jµi .

Dopo avere inserito la relazione di completezza (2.18) si può quindi scrivere l’ele-
mento di matrice

〈0|Jµ†A |X〉 =
(

m√
|PR|2 +m2

)1/2

〈0|R,PR〉|N,−PR〉

×〈N,−PR|jµN |x,Px〉 ,

dovem è la massa del nucleone. Il fattore di normalizzazione covariante
(
m/
√
|PR|2 +m2

)1/2

viene messo in evidenza dall’elemento di matrice 〈0|R,PR〉|N,−PR〉, poichè que-
st’ultimo si calcola in approssimazione non relativistica.

Possiamo quindi ricomporre il tensore del nucleo, introducendo le modifiche
previste dall’approssimazione impulsiva, nella forma

Wµν
A = 1

4πMA

∑
x,N,R

∫
d3PR d

3PN |〈0|R,PR〉|N,−PR〉|2
(

m√
|PR|2 +m2

)1/2

×
∏
i∈x

(
d3p′i

2E′i(2π)3

)
〈N,−PR|jµN |x,Px〉〈x,Px|jνN |N,−PR〉

× (2π)4δ3(q−PR −Px)δ(ω + E0 + ER − Ex) .
(2.19)

Dove si è indicato con E0 = MA l’energia iniziale (massa) del nucleo bersaglio, con
ER l’energia del nucleo residuo con A-1 nucleoni, e con Ex l’energia totale dello
stato finale adronico prodotto al vertice d’interazione, il cui impulso totale è Px
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A questo punto è opportuno spezzare la delta della conservazione dell’energia,
nell’ultima riga di (2.19), in due funzioni delta introducendo l’integrazione su una
variabile fittizia E:

δ(ω + E0 + ER − Ex) =
∫
dE δ(E −m+ E0 − ER)δ(ω − Ex − E +m) .

Si può modificare quindi l’espressione del tensore atomico mettendo in evidenza la
funzione spettrale PN definita come

PN (P, E) =
∑
R

|〈0|R,−P〉|N,P〉|2 δ(E −m+ E0 − ER) . (2.20)

La funzione spettrale (2.20) indica la probabilità di estrarre dal nucleo un nucleone
N (N=p,n) con impulso P e di lasciare il sistema rimanente in uno stato eccitato
con energia di eccitazione E. Se indichiamo esplicitamente la funzione spettrale nel
tensore atomico possiamo scrivere

Wµν
A =

∫
d3PdE P (P, E)

(
m√

|P|2 +m2

)1/2 [
Zwµνn + (A− Z)wµνp

]
, (2.21)

dove abbiamo indicato con wµνN il tensore

wµνN = 1
4πMA

∑
x

∫ ∏
i∈x

(
d3p′i

2E′i(2π)3

)
〈N,P|jµN |x,P + q〉〈x,P + q|jνN |N,P〉

× (2π)4δ3(q−PR −Px)δ(ω − Ex − E +m) ,

(2.22)

con Z il numero di protoni. Si noti che abbiamo assunto che le funzioni spettrali per
protone e neutrone siano uguali a parità di impulso ed energia Sn = Sp = S(P, E) .
Questa ipotesi è valida nel caso di nuclei isoscalari, con Z = A/2.

Prescrizione di De Forest. L’espressione del tensore atomico nell’approssima-
zione impulsiva scritta in (2.21) presenta alcuni problemi che la rendono ambigua
senza ulteriori specificazioni: nel tensore wµνN la particella entrante |N,P〉 non è sul
"mass-shell" perché la delta della conservazione dell’energia che compare in (2.22)
non vincola l’energia del nucleone a essere quella di particella libera

Per ovviare a questa difficoltà si può utilizzare l’approssimazione di De Forest
[15] che prevede di sostituire l’energia ω del fotone con

ω̃ = Ex − EP ,
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con Ex l’energia dello stato finale |x〉 e EP =
√
|P|2 +m2, in modo che

ω̃ = ω +m− E − EP . (2.23)

Introduciamo il nuovo 4-impulso del fotone q̃ = (ω̃,q) e al posto della dipendenza
da q del tensore adronico wµνN (P, q) sostituiamo il 4-vettore q̃. Possiamo indicare il
tensore wµν(P, q̃) modificando l’espressione (2.4)

wµν(P, q̃) = w1

(
−gµν + q̃µq̃ν

q̃2

)
+ w2
m2

(
Pµ − (P q̃)

q̃2 q̃µ
)(

P ν − (P q̃)
q̃2 q̃ν

)
. (2.24)

L’interpretazione della (2.23) è semplice: una parte dell’energia del fotone è impie-
gata per separare il nucleone dal nucleo e dunque l’energia effettivamente trasferita
nell’interazione elettromagnetica, ω̃, è minore di quella di partenza ω. Un parametro
utile per indicare la "off-shellness" del tensore è la differenza ω − ω̃ = E + EP −m;
se infatti il nucleone non fosse legato avrebbe lo stesso impulso del nucleo cioè zero
e quindi la sua energia cinetica EP −m sarebbe nulla ed inoltre il sistema residuo
di A − 1 nucleoni si verrebbe a trovare nello stato fondamentale con energia di
eccitazione E = 0.
Sorge a questo punto il problema della conservazione della carica che non è più
assicurata dalla forma del tensore (2.24). Sempre seguendo la prescrizione di De
Forest [15] possiamo imporre a mano la conservazione della corrente definendo un
nuovo tensore w̃µνN che soddisfi la condizione

qµw̃
µν
N = qνw̃Nµν = 0 . (2.25)

La definizione data da (2.25) non è però univoca e la convenzione è quella di iden-
tificare le componenti temporali di w̃µνN con quelle temporali wµνN come da (2.24),
mentre quelle longitudinali sono dedotte dalla (2.25). La cinematica è la stessa di
quella indicata nella sezione precedente in cui si considera l’impulso trasferito dal
fotone parallelo all’asse ẑ: qµ = (ω, 0, 0, q).
La condizione (2.25) si traduce quindi nel tensore w̃µνN di questa forma

w̃µν =



w00 w01 w02
ω
qw00

w10 w11 w12
ω
qw10

w20 w21 w22
ω
qw20

ω
qw00

ω
qw01

ω
qw02 (ωq )2w00


, (2.26)
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e le funzioni wµν , come già specificato, sono date dalla Eq. (2.24).

Sezione d’urto. In conclusione, la sezione d’urto inclusiva per il processo elettrone-
nucleo si può scrivere nella forma

d2σ

dΩdω = α2

q4
E′

E
Lµν

∫
d3PdE S(P, E)

(
m√

|P|2 +m2

)1/2 [
Zwµνn + (A− Z)wµνp

]
,

(2.27)

con il tensore leptonico

Lµν = 2
(
kµk′ν + k′µkν − gµν(k′k)

)
.

Il calcolo esplicito del prodotto Lµνw̃µνN è svolto in appendice B. Riportiamo qui il
risultato:

Lµνw̃µν =
(

4EE′cos2
(
θ

2

)){[
W1 + W2

2m2 |p ∧ q̂|
2
]

2 tan2
(
θ

2

)

+W1
q2

|q|2 (q
2

q̃2 − 1) + W2
m2

[
q4

|q|4
(
Ep − ω̃

(pq̃)
q̃2

)2
− 1

2
q2

|q|2 |p ∧ q̂|
2
]}

.

(2.28)

Sostituendo la formula all’interno della sezione d’urto si ottiene

d2σ

dΩdω =
(
dσ

dΩ

)
Mott

[
2WA

1 tan
2
(
θ

2

)
+WA

2

]
.

Dove abbiamo indicato implicita la formula per la sezione d’urto di Mott

(
dσ

dΩ

)
Mott

= α2

2E2

cos2
(
θ
2

)
sin4

(
θ
2

) ,

ed i fattori di forma nucleari WA
1 e WA

2 si possono dedurre dalla (B.1)
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WA
1 =

∫
d3PdE S(P, E)

(
m√

|P|2 +m2

)1/2 (
W1 +W2

1
2m2 |p ∧ q̂|

2
)
, (2.29)

WA
2 =

∫
d3PdE S(P, E)

(
m√

|P|2 +m2

)1/2 {
W1

q2

|q|2 (q
2

q̃2 − 1)

+W2
1
m2

[
q4

|q|4
(
Ep − ω̃

(pq̃)
q̃2

)2
− 1

2
q2

|q|2
|p ∧ q̂|2

]}
,

(2.30)

dove abbiamo indicato con W1 e W2

W1 = ZW p
1 + (A− Z)Wn

1 , (2.31)

W2 = ZW p
2 + (A− Z)Wn

2 . (2.32)

2.4 Funzione spettrale nucleare
Consideriamo un sistema di A nucleoni la cui dinamica è descritta dall’hamiltoniana
non relativistica

HA =
A∑
i=1

p2
i

2m +
A∑

j>i=1
vij + . . . , (2.33)

dove pi è il momento dell’ i-esimo nucleone, vij è il potenziale NN e i puntini indicano
la presenza di interazioni a tre corpi

A causa della complessità dello spettro energetico del sistema di (A− 1) nucleoni,
in generale il calcolo della funzione spettrale (2.20) nella NMBT presenta difficoltà
proibitive. È stato effettuato solo per sistemi con A = 3 e 4, e per la materia nucleare
uniforme e isospin-simmetrica, cioè nel limite A →∞ con Z=A/2.

Modelli accurati della funzione spettrale di nuclei con A > 4 sono stati ottenuti
usando l’approssimazione di densità locale (LDA). In questo approccio, PN (P, E) è
divisa in due parti, corrispondente a nucleoni di basso momento situati negli stati
del modello a shell, e nucleoni ad alto momento, appartenenti a coppie fortemente
correlate.

La funzione spettrale degli stati del modello a shell è stata misurata studiando
i processi nei quali la diffusione di elettroni su nuclei provoca l’emissione di un
nucleone, il cui impulso viene misurato in coincidenza con quello dell’elettrone
diffuso. La componente dovuta alle correlazioni a corto raggio è invece calcolabile
per la materia nucleare infinita a densità uniforme ρ, utilizzando la teoria a molti
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corpi nucleare spettrale. Combinando i risultati di questi calcoli con le informazioni
sperimentali si ottiene la funzione spettrale in tutto il range di valori di P ed E.

La funzione spettrale del nucleo di ossigeno ottenuta usando la LDA è illustrata
nella Fig. 2.4. Gli stati del modello a shell, i cui picchi sono chiaramente visibili,
contribuiscono per ∼ 80% della normalizzazione, mentre il restante ∼ 20% è localiz-
zato a grande impulso e grande energia di eccitazione. Va sottolineato che grande E
e grande P sono fortemente correlati. Per esempio, ∼ 50% della normalizzazione a
|P| = 320 MeV è localizzato a E > 80 MeV.

Figura 2.4. Funzione spettrale del nucleo 16O ottenuta usilizzando la Local Density
Approximation (LDA).

Nel caso del deutone, la funzione spettrale prende la semplice forma

P (P, E) = n(P)δ(E − Ed), (2.34)

dove Ed = 2.224 MeV è l’energia di legame, la distribuzione d’impulso è definita
come

n(P) =
∫
d3x eiP·x |ψd(x)|2 , (2.35)

dove ψd(x) è la funzione d’onda del nucleo 2H.
La figura Fig. 2.5 mostra la distribuzione d’impulso del deutone calcolata

dagli autori della Ref. [29], che abbiamo utilizzato per effettuare il fit descritto nel
Capitolo 4.
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WIRINGA, SCHIAVILLA, PIEPER, AND CARLSON PHYSICAL REVIEW C 89, 024305 (2014)

Jastrow wave function !J is fully antisymmetric and has the
(J π ; T ,Tz) quantum numbers of the state of interest. This
construction has been described in detail elsewhere [9,10]
and the variational parameters in !V have been optimized by
minimizing the variational energy expectation value, subject to
the constraint of obtaining approximately correct charge radii.
Most of these wave functions have been used as starting trial
functions for recent calculations of energies, electromagnetic
moments and transitions, and spectroscopic overlaps using the
more accurate Green’s function Monte Carlo (GFMC) method
[11–14].

The probability of finding a nucleon with momentum k
and spin-isospin projection σ ,τ in a given nuclear state is
proportional to the density

ρστ (k) =
∫

dr′
1 dr1 dr2 · · · drA ψ

†
JMJ

(r′
1,r2, . . . ,rA)

× e−ik·(r1−r′
1) Pστ (1) ψJMJ

(r1,r2, . . . ,rA) . (2)

Pστ (i) is the spin-isospin projection operator for nucleon i,
and ψJMJ

is the nuclear wave function with total spin J and
spin projection MJ . The normalization is

Nστ =
∫

dk
(2π )3

ρστ (k), (3)

where Nστ is the number of spin-up or spin-down protons or
neutrons.

The Fourier transform in Eq. (2) is computed by Monte
Carlo (MC) integration. A standard Metropolis walk, guided
by |ψJMJ

(r1, . . . ,ri , . . . ,rA)|2, is used to sample configura-
tions [10]. We average over all particles i in each configuration,
and for each particle, a grid of Gauss-Legendre points xi is used
to compute the Fourier transform. Instead of just moving the
position r′

i in the left-hand wave function away from a fixed
position ri in the right-hand wave function, both positions are
moved symmetrically away from ri , so Eq. (2) becomes

ρστ (k) = 1
A

∑

i

∫
dr1 · · · dri · · · drA

∫
d!x

∫ xmax

0
x2dx

× ψ
†
JMJ

(r1, . . . ,ri + x/2, . . . ,rA) e−ik·x

× Pστ (i) ψJMJ
(r1, . . . ,ri − x/2, . . . ,rA) . (4)

Here the polar angle d!x is also sampled by MC integration,
with a randomly chosen direction for each particle in each
MC configuration. This procedure is similar to that adopted
in studies of the nucleon-pair momentum distribution [2] and
has the advantage of very substantially reducing the statistical
errors originating from the rapidly oscillating nature of the
integrand for large values of k. To reach momenta k ∼ 10 fm−1

in 4He with good statistics requires integrating to xmax = 20 fm
using 200 Gauss-Legendre points.

II. SINGLE-NUCLEON AND NUCLEON-CLUSTER
RESULTS

The proton momentum distribution ρp(k) in the deuteron
is shown in Fig. 1. (For Tz = 0, our wave functions have
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FIG. 1. (Color online) The total proton momentum distribution
in the deuteron is shown by the red solid line; the contributions from
S-wave and D-wave components are shown separately by blue and
magenta dashed lines.

ρn=ρp.) In this case ρp(k) has been evaluated by direct
numerical solution of the Schrödinger equation, although we
have checked that our MC code gives the same results within
statistical errors. The separate contributions of the S- and
D-wave components of the deuteron wave function are also
shown. The S-wave momentum density has a prominent node
at 2 fm−1, but this is filled in by the D-wave momentum
density, so the total ρp(k) has a distinctive change of slope
at 1.5 fm−1, followed by a broad shoulder out to 7 fm−1

before the first D-wave and second S-wave nodes occur. The
D-wave component is due to the pion-exchange tensor force
in AV18. The broad shoulder is the dominant feature in all
the single-nucleon momentum distributions of larger nuclei
shown below.

The polarized proton and neutron densities in 3He in the
MJ = + 1

2 state are shown in Fig. 2. The spin-up proton
and neutron densities are very similar. The spin-down proton
density is slightly larger, particularly in the dip region around
2 fm−1. Although the spin-down neutron density is nonzero
only by virtue of the tensor force, it exceeds the spin-up neutron
density in the dip region. The total normalizations for 3He are
given in Table I, along with those of other nuclei in our study.
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FIG. 2. (Color online) The spin-isospin densities for polarized
3He in the MJ = + 1

2 state are shown by solid red (blue) lines for
spin-up protons (neutrons) and by dashed magenta (cyan) lines for
spin-down protons (neutrons).

024305-2

Figura 2.5. LA linea rossa continua mostra la distribuzione d’impulso del deuterio utilizzata
per il fit descritto nel Cap. 4.





25

Capitolo 3

Diffusione Inelastica Leptone-Nucleone

I meccanismi di reazione attivi nel range di energia che ci proponiamo di analizzare
(da poche centinaia di MeV fino a pochi GeV) sono tre: scattering quasielastico,
produzione di risonanze e scattering profondamente inelastico.

σtot = σQE + σRes + σDIS .

Nel caso di scattering quasielastico la reazione avviene tra l’elettrone ed un nucleone
che viene estratto dal nucleo e negli stati finali ritroviamo l’elettrone, il nucleone
libero ed il nucleo con A-1 nucleoni (A era il numero di massa del nucleo originario),
e− N → e− N . Gli altri due processi sono invece di tipo inelastico e la massa
invariante dello stato adronico finale è maggiore di quella iniziale del nucleone. Il
cut-off cinematico con cui si discriminano questo tipo di processi è la presenza di
almeno un pione nello stato finale. Nel regime inelastico si può avere produzione di
risonanze, quindi processi del tipo

e− N → e− R→ e− N ′ π ,

oppure scattering profondamente inelastico, schematizzato dal processo

e− N → e−X ,

con stati finali X che sono i risultati dell’adronizzazione dei frammenti del nucleone.
La figura che segue offre uno schema tipico della composizione della sezione d’urto
nucleare nel regime in cui è applicabile l’approssimazione impulsiva, in funzione
dell’energia trasferita ω .
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3.1 Produzione di Risonanze

La regione delle risonanze viene comunemente divisa in due parti: si separa la
∆(1232MeV ) dalle altre risonanze che costituiscono la seconda regione delle risonan-
ze. Le risonanze che si presentano nel range d’energia che abbiamo studiato sono la
già elencata P33(1232) (∆++,∆+,∆0,∆−), quindi le risonanze P11(1440) (P+

11, P
0
11),

D13(1520) (D+
13, D

0
13) e S11(1535) (S+

11, S
0
11). Per lo studio delle particelle con spin

3/2 come la ∆ e la D13(1520) viene impiegata la funzione d’onda di Rarita-Schwinger
[17]. La funzione generale per particelle di spin 3/2 si costruisce come sempre dalla
trasformata di Fourier degli autostati dell’impulso P̂ , che a loro volta sono costituiti
dal prodotto tensoriale di uno spinore di Dirac (U) e di in vettore di polarizzazione
(e) dello stesso impulso p.

U(p, σ) =
√
p0 +MR

(
uσ

p·σ
p0+MR

uσ

)
.

I vettori bidimensionali sono tali che uT1/2 = (1 ; 0) e uT−1/2 = (0 ; 1) e MR indica la
massa della risonanza. Per il vettore di polarizzazione abbiamo:

eR,Lµ = ∓ 1√
2

(0; 1,±i, 0) , (3.1)

eSµ = 1
MR

(p; 0, 0, p0) , (3.2)

nel caso semplice di impulsi p orientati nel senso dell’asse z: |p| = pz. Gli autostati
di elicità della particella a spin 3/2 si possono quindi scrivere grazie ai coefficienti
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di Clebsch-Gordan (nel caso particolare di 3-impulso lungo l’asse z) nella seguente
maniera

Φµ(p, 3/2) = εRµ U(p, 1/2) ,

Φµ(p, 1/2) =
√

2
3ε

S
µ U(p, 1/2) +

√
1
3ε

R
µ U(p,−1/2) ,

Φµ(p,−1/2) =
√

2
3ε

S
µ U(p,−1/2) +

√
1
3ε

L
µ U(p, 1/2) ,

Φµ(p,−3/2) = εLµ U(p,−1/2) .

(3.3)

L’analisi delle risonanze viene compiuta, secondo la tecnica più moderna [18, 19]
discriminando le ampiezze di elicità del fotone virtuale.
Per ogni risonanza si possono scrivere le sezioni d’urto relative alle polarizzazioni
del fotone:

σi(W ) = 1
K

(
2π2α

2m

) ∑
s1 s2

∣∣∣∣〈R, s1|εµi J
em
µ |N, s2〉

∣∣∣∣2

× MRΓR/π[(
W 2 −M2

R

)2 +M2
RΓ2

R

] .

(3.4)

Nella (3.4) W indica la massa invariante dello stato adronico finale, ενi è il vettore di
polarizzazione del fotone che si satura con l’operatore di corrente elettromagnetica
Jνem e la somma corre sui valori degli spin (s1, s2) degli adroni. Se si sceglie un
sistema di riferimento in cui il vettore q è orientato nel senso positivo dell’asse z
possiamo mantenere la definizione già data per i vettori di polarizzazione trasversi
in Eq. (3.1) (εµR,L = eµR,L), per il vettore longitudinale la definizione va modificata
in modo da tenere conto del 4-impulso del fotone:

εµS = 1√
Q2 (|q|; 0, 0, ω) .

Per il fattore di flusso K del fotone virtuale, adottando come solito la convenzione di
Hand già utilizzata in (2.13) possiamo scrivere l’equivalente

K = W 2 −m2

2m .
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La forma funzionale utilizzata per l’ampiezza della risonanza è la seguente:

ΓR = Γ0

(
pπ(W )
pπ(MR)

)2`+1
, (3.5)

dove ` è il momento angolare della risonanza e Γ0 è l’ampiezza di decadimento del-
la risonanza in pione e nucleone. L’impulso del pione pπ nel centro di massa si calcola

pπ(MR) =

√
(M2

R −m2 −m2
π)2 − 4m2m2

π

2MR
. (3.6)

Le sezioni d’urto di elicità, al picco W = MR, si possono dedurre dalla formula (3.4):

σT (W = MR) = 2m
MRΓR

(
A2

1/2 +A2
3/2

)
,

σS(W = MR) = 2m
MRΓR

Q2

|q|2 S
2
1/2 ,

dove i valori Ai ed S1/2 indicano l’ampiezza di probabilità per processi con l’inter-
vento di fotoni di spin 1 e 0 rispettivamente, che si possono scrivere come:

A1/2 =
√

πα

m (W 2 −m2)〈R,
1
2 |ε

µ
RJ

em
µ |N,−

1
2〉 ,

A3/2 =
√

πα

m (W 2 −m2)〈R,
3
2 |ε

µ
RJ

em
µ |N,

1
2〉 ,

S1/2 =
√

πα

m (W 2 −m2)
|q|√
Q2 〈R,

1
2 |ε

µ
SJ

em
µ |N,

1
2〉 .

Per quanto riguarda invece l’operatore di corrente elettromagnetica possiamo dire
da un punto di vista generale, che soddisfi l’invarianza di Lorentz e la conservazione
della corrente, che il suo valore inserito tra gli stati della risonanza a spin 3/2 ed il
nucleone assume la forma:
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〈R|Jµem|N〉 = Φ̄ν(p′)dνµR u(p) ,

dove Φν(p′) rappresenta la risonanza e u(p) è lo spinore del nucleone con i relativi
impulsi. Il tensore dµνR costituisce l’operatore corrente elettromagnetica in questa
rappresentazione e la sua forma esplicita è la seguente

dµνR =
{
gµν

[
CR3
m
/q + CR4

m2 (p′q) + CR5
m2 (pq) + CR6

]
+

− qµ
[
CR3
m
γν + CR4

m2 p
′ν + CR5

m2 p
ν

]}( 1
γ5

)
.

L’alternativa da moltiplicare a destra dell’espressione (1 oppure γ5) si deve adeguare
alla parità della risonanza: l’unità deve accompagnare le risonanze con parità nega-
tiva ed il γ5 quelle con parità positiva come la ∆ .
Il caso di risonanze di spin 1/2 è naturalmente più semplice perché non c’è bisogno
del termine AR3/2 e per descrivere l’operatore di corrente bastano due fattori di forma
g1 e g2, ad esempio quelli scelti con questa parametrizzazione:

〈R1/2|Jemµ |N〉 =u(p′)
[

gR1
(m+MR)2

(
Q2γµ + /qq

µ
)

+

+ gR2
m+MR

iσµνqν

]( 1
γ5

)
u(p) .

In questo caso nell’ampiezza di transizione, per risonanze con parità positiva, com-
pare l’identità, mentre per quelle con parità negativa il γ5.
A titolo di esempio riportiamo le curve relative alle ampiezze A1/2, A3/2 e S1/2 della
risonanza D13(1520) estrapolate da Lalakulich, Paschos e Piranishvili [19].
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Figura 3.1. Ampiezze A1/2, A3/2 e S1/2 per la risonanza D13(1520) [19].

Nello stesso lavoro [19] sono estrapolate le forme funzionali dei fattori di forma CRi
che abbiamo utilizzato per confrontare le sezioni d’urto calcolate con questo metodo
con i dati sperimentali.
Le ampiezze di elicità possono essere ulteriormente indagate dal punto di vista
della simmetria di isospin: sfruttando i coefficienti di Clebsch-Gordan (scritti per
esempio nelle eq. (3.3)) si può suddividere l’ampiezza di elicità in rappresentazioni
d’isospin tenendo conto della natura isovettoriale oppure isoscalare del fotone (nel-
l’algebra dell’isospin può avere componente |1 0〉 isovettoriale oppure |0 0〉 isoscalare).

Ap = A(γp→ R+) = b−
√

1
3a

1 +
√

2
3a

3 ,

An = A(γn→ R0) = b+
√

1
3a

1 +
√

2
3a

3 .

Indichiamo con b il contributo da fotoni isoscalari e con a1 e a3 quello di fotoni
isovettoriali per le risonanze di spin 1/2 e 3/2.
Da queste regole si può dedurre subito l’interessante proprietà che l’ampiezza di
transizione del nucleone verso la risonanza ∆ di isospin 3/2 ha lo stesso valore sia
per il protone che per il neutrone, cioè

√
2/3 a3. Per le altre risonanze di isospin

1/2 non vale un discorso così semplice perché l’ampiezza è data dalla combinazione
lineare dei termini b e a1.
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3.2 Diffusione Profondamente Inelastica

Dal punto di vista sperimentale lo scattering profondamente inelastico (Deep Inela-
stic Scattering) è caratterizzato dalla presenza di almeno due pioni nello stato finale
adronico dell’interazione.
L’interpretazione teorica dello scattering profondamente inelastico (DIS) si fa più
semplice con l’aumentare del momento trasferito dal fotone al nucleone: come det-
to nell’introduzione la risoluzione spaziale della sonda è proporzionale all’inverso
dell’impulso trasferito, così si può assumere che ad impulso sufficientemente alto si
entri in contatto singolarmente con i costituenti del nucleone. Il verificarsi di questo
fenomeno è messo in evidenza dallo scaling di Bjorken: si registra cioè che a valori di
Q2 sufficientemente alti la sezione d’urto della sonda con il nucleone diventa quella
tipica delle interazione tra particelle puntiformi (senza struttura interna). Nel caso
quindi di particelle puntiformi la sezione d’urto assume la forma semplice riportata
in Eq. (2.6) in cui si considerino i seguenti fattori di forma

2 W point
1 = Q2

2m2 δ

(
ω − Q2

2m2

)
,

W point
2 = δ

(
ω − Q2

2m2

)
.

Si può considerare il processo inelastico (per Q2 sufficientemente alto) come la somma
incoerente di interazioni elastiche con particelle puntiformi.
Introducendo la variabile di Bjorken xBJ = Q2/2mω è possibile semplificare la
dipendenza delle funzioni ωW2 e mW1 alla sola xBJ invece che alle due variabili (ad
esempio ω e Q2 nel sistema del laboratorio) che sono necessarie nel caso generale.
Si definiscono quindi le due funzioni F1 e F2 nella seguente maniera

ωW2 → F2(xBJ) ; mW1 → F1(xBJ) ,

in cui il limite è da intendere per Q2 →∞ e ω →∞ mantenendo costante la variabile
di Bjorken xBJ .
L’interpretazione di questo risultato (scaling di Bjorken) è da ricercare all’interno del
modello a partoni: in questo modello infatti il nucleone, ma in generale qualunque
adrone è considerato un sistema composto da partoni, cioè particelle puntiformi che
a Q2 sufficientemente alto, in virtù della libertà asintotica della QCD, possono essere
considerate non interagenti. Tali partoni nel linguaggio dell’algebra di flavour SU(3)
possono essere quark di valenza oppure quark di mare. I quark di valenza sono quelli
assegnati dalle regole di SU(3), quindi per esempio il protone avrà due quark up
di valenza (uv) ed uno down di valenza (dv) mentre il neutrone avrà due dv ed un
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uv; i quark di mare (qs) sono tutti e sei quelli esistenti e possono essere originati da
gluoni di Bremmstralhung emessi dai quark di valenza oppure da altri quark di mare.
Nell’infinite momentum frame la xBJ rappresenta la frazione di impulso trasportata
dal partone, rispetto all’impulso totale dell’adrone a cui appartiene. Se indichiamo
con qi(x) la probabilità che ha il partone q di trasportare la frazione x di impulso le
funzioni di struttura F1 e F2 assumono la forma semplice data da:

F1(xBJ) =
∑
i

∫
dx e2

i qi(x) xBJ2x2 δ(1− xBJ
x

) ,

F2(xBJ) =
∑
i

∫
dx e2

i qi(x) δ(1− xBJ
x

) .

Dalle definizioni delle funzioni di struttura F1 e F2 si deduce una proprietà fonda-
mentale che è valida nel limite di Bjorken, cioè a Q2 molto alto con xBJ costante,
tale proprietà è la relazione di Callan-Gross:

F2(x) = 2xF1(x) .

Dove ei indica la carica elettrica dell’i-esimo partone . Tenendo conto della distinzio-
ne dei partoni in quark di valenza e quark di mare possiamo esplicitare le funzioni
di struttura per i nucleoni

1
x
FN2 (x) = 4

9
(
uN (x) + ūN (x)

)
+ 1

9
(
dN (x) + d̄N (x)

)
+ 1

9
(
sN (x) + s̄N (x)

)
+ . . .

con la somma che continua sugli altri tre flavour dei quark.

3.3 Parametrizzazione delle Funzioni di Struttura dei
Nucleoni

Nel corso di questo lavoro sono stati analizzati i principali fit presenti in letteratura
per i fattori di forma inelastici dei nucleoni: Bodek e Ritchie [22, 23] e Bosted e
Christy [26]. Daremo ora una breve descrizione dei fit per quanto riguarda le forme
funzionali e la parametrizzazione che utilizzano. Alla fine del capitolo sono graficate
le sezioni d’urto di esperimenti di scattering di elettroni su protoni confrontate con i
fit discussi.
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3.4 Parametrizzazione di Bodek & Ritchie

Nel lavoro di Bodek e Ritchie [22, 23] si ricava una forma funzionale per F2 = ωWn
2

come funzione della massa invariante dello stato adronico finale e del quadrato del
momento trasferito. I limiti cinematici forniti in [22] per la validità del fit sono
1 < Q2 < 10 GeV 2 nel momento trasferito e 1.2 < W 2 < 10 GeV 2: i dati analizzati
provengo dello Stanford Linear Accelerator Center (SLAC).
La funzioneW1 viene calcolata a partire daW2 grazie alla relazione (2.15) assumendo
un valore di R = σL/σT costante e pari a 0.18 .
L’espressione di ωW2(W 2, Q2) è

ωW2 = A(W,Q2) f(φr)x ,

dove x rappresenta la variabile di Bjorken x = Q2/2mω e φr è una correzione
dell’inverso di x, proposta da Rittenberg e Rubinstein [24].

φr = 2mω + a2

Q2 + b2
; f(φr) = φr

7∑
3
cn

(
1− 1

φr

)n
.

Si noti che nel limite di Q2 e ω2 molto grandi, a x costante, la variabile φr → x−1 e
si ristabilisce lo scaling di Bjorken.
La funzione A(W,Q2) si compone di due parti che possiamo considerare come la
componente risonante e di background (non risonante) del fit.

A(W,Q2) = AR +ANR .

3.4.1 Componente risonante: AR.

Le risonanze che contribuiscono al calcolo della funzione AR sono la P33(1232)
( ∆ ), la D13(1520), la F (1720) e la P (1953)1. La forma funzionale della AR è data
da una funzione della massa invariante dello stato adronico finale che moltiplica
la somma delle funzioni Breit-Wigner di ognuna della 4 risonanze; si noti che per
la risonanza ∆ l’Eq. 3.7 presenta una correzione al termine di Breit-Wigner che
dipende esplicitamente da Q2:

1Per il fit di Bodek & Ritchie non è necessaria la conoscenza dello spin e dell’isospin delle
risonanze
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AR(W,Q2) =
[
(1− c0) + (1− c0)

(
1− e−c1(W 2−c2

2)
)]

×
4∑
i=1

Γi/π[(
W −M2

i

)2 + Γ2
i

] (ci3 + δi,1
(
c7Q

2 + c8Q
4)

2m

)
,

(3.7)

dove si è indicato con Γi l’ampiezza totale di decadimento2 della i-esima risonanza,
che viene scritta nella forma

Γi = Γ0
i

2

(
pπ(W )
pπ(Mi)

)2`+1
1 +

(
pπ(Mi)
0.16421

)2`

1 +
(
pπ(W )
0.16421

)2`

 ,

con la stessa notazione di Eq. 3.5.
La sola massa M3 deve essere sostituita all’interno del fit con la funzione della
variabile Q2

M3 →
(

1 + c9
1 + c10Q2

)
M3 ,

per ottenere un accordo migliore con i dati.

3.4.2 Componente non risonante: ANR.

Indichiamo ora la forma funzionale della componente di Background (non risonante)
della funzione A(W,Q2)

ANR(W,Q2) = B
{

1 + (1−B)
[
c13 + c14(x− c15)2

]}
,

dove abbiamo indicato con B(W ) la seguente funzione della massa invariante

B(W ) =
[
c0
(
1− e−c11(W−c12)

)
+ (1− c0)

(
1− e−c1(W 2−c2

2)
)]

.

2si considera solamente il decadimento della risonanza in pione e nucleone
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Per calcolare la sezione d’urto del deuterio le sezioni d’urto di protone e neutrone
liberi vengono moltiplicate per la funzione di smearing che tiene conto dell’effetto
del legame (seppur piccolo) che esiste tra i nucleoni del deuterio. Si può scrivere quindi

σd = σ̃n + σ̃p ,

dove la somma separa i contributi alla sezione d’urto del deuterio nei termini prove-
nienti dai diversi nucleoni. La funzione di smearing SN si definisce con il rapporto
di tali sezioni d’urto σ̃N rispetto a quelle su nucleoni liberi

Sn = σn
σ̃n

; Sp = σp
σ̃p

.

Nel caso del protone la funzione Sp si ottiene dalla sezione d’urto del deuterio,
Eq. (2.27). Le smearing function per neutrone e protone vengono considerate simili
e il rapporto Sn/Sp = U è una funzione modulare prossima a 1.

3.5 Parametrizzazione di Bosted & Christy
Il fit descrive le funzioni di struttura del protone per scattering inelastico nel-
la regione cinematica compresa tra 0 ≤ Q2 < 8 GeV 2 e con massa invariante
1.1 < W < 3.1GeV , ottenute dalle sezioni d’urto misurate utilizzando il fascio di
elettroni disponibile alla Thomas Jefferson National Accelerator Facility (JLab).
In [26] Bosted & Christy utilizzano due fit separati per le sezioni d’urto longitudi-
nali e trasverse, che concorrono alla sezione d’urto totale nella maniera indicata in
Eq. (2.16). A loro volta le σL e σT (definite in (2.14)) si compongono di due parti,
una risonante ed una non risonante.

σL,T (Q2,W 2) = σRL,T (Q2,W 2) + σNRL,T (Q2,W 2) .

Sebbene la forma del fit sia fisicamente motivabile, lo scopo del lavoro di Bosted
& Christie è quello di rappresentare al meglio la sezione d’urto dello scattering
elettrone-protone e non quello di ricavare i parametri fisici dei processi che inter-
corrono, come ad esempio le masse o le ampiezze di decadimento delle risonanze.
Procediamo quindi a descrivere la forma delle componenti risonanti e non risonanti
del fit.

3.5.1 Componente risonante: σR

La componente risonante del fit ha la seguente forma



36 3. Diffusione Inelastica Leptone-Nucleone

σRT,L = W
7∑
i=1

[
KiK

CM
i

KKCM

]
Γtoti Γγi

Γi
[(
W 2 −M2

i

)2 +
(
M2
i Γtoti

)2]

×
(
AiT,L(Q2)

)2
.

(3.8)

La sommatoria corre sulle sette risonanze prese in considerazione dal fit. Si indicano
con K e Kcm le energie del fotone virtuale nella convenzione di Hand (Eq. (2.13)) nel
sistema del laboratorio e del centro di massa. Ki e Kcm

i indicano le stesse quantità
in cui sia stata sostituita la massa del protone m, con quella della i-esima risonanza
Mi.

K = W 2−m2

2m ; Kcm = W 2−m2

2W

Ki = W 2−M2
i

2Mi
; Kcm

i = W 2−M2
i

2W .
(3.9)

Γtoti è l’ampiezza totale del decadimento definita da

Γtoti =
3∑
j=1

βji Γ
j
i ,

con βji il branching-fraction della i-esima risonanza nel canale di decadimento j,
la cui ampiezza parziale è Γji . La sommatoria corre sui tre modi di decadimento
delle risonanze che sono il decadimento in uno e due π ed il decadimento nell’η. Le
ampiezze parziale Γji relative ad i modi di decadimento elencati sono

Γji = Γi
[
p(W )
p(Mi)

]2`+1 [p2(Mi) +X2
i

p2(W ) +X2
i

]`
, (3.10)

dove Xi è un parametro del fit, Γi è l’ampiezza intrinseca della risonanza i-esima
e l’impulso del mesone (π o η) nel centro di massa P (W ) è già stato definito nel-
l’Eq. 3.6, come il momento angolare `.
Abbiamo indicato in Eq. (3.10) l’ampiezza parziale relativa al decadimento in un
mesone finale e di seguito indichiamo quella relativa a due pioni (3.11) e quella del
fotone (3.12) virtuale che compare in (3.8).
L’ampiezza in due π è quindi:

Γ2π
i = WΓi

Mi

[
p(W )
p(Mi)

]2`+4 [p2(Mi) +X2
i

p2(W ) +X2
i

]`+2

. (3.11)

L’ampiezza per il fotone virtuale è:
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Γγi = Γi
[
Kcm

Kcm|Mi

]2
[

(Kcm|Mi)2 +X2
i

(Kcm)2 +X2
i

]
. (3.12)

Gli ultimi termini che mancano da specificare sono le ampiezze di tansizione riso-
nante trasverse e longitudinali, per le quali è stata scelta la seguente forma funzionale

AiT (Q2) = AiT (0)
(1 +Q2/0.91)ci

(
1 + aiQ

2

1 + biQ2

)
,

AiL(Q2) =AiL(0) Q2

(1 + diQ2)e
−eiQ2

.

Si può notare il comportamento regolare di AT e AL nel limite Q2 → 0; per tale
valore AT tende linearmente al valore di fotoproduzione AT (0) mentre AL → 0; altro
vincolo fisico rispettato dalla forma funzionale del fit è quello AL → 0 per Q2 molto
alto (per conservazione dell’elicita nello scattering con particelle di spin 1/2), che è
garantito appunto dalla presenza dell’esponenziale inverso nella definizione di AL.
Nella tabella sono presentati i dati delle sette risonanze considerate nel fit ed i
relativi branching-fraction:

Risonanza β1π β2π βη
P33(1232) 1.0 0.0 0.0
P11(1440) 0.65 0.35 0.0
D13(1520) 0.65 0.35 0.0
S11(1535) 0.45 0.10 0.45
F15(1680) 0.65 0.35 0.0
S15(1650) 0.4 0.5 0.1
F37(1950) 0.5 0.5 0.0

3.5.2 Componente non risonante: σNR

Per la componente non risonante del fit la forma funzionale è puramente empirica.

σNRT = x′
2∑
i=1

σNR,iT (0)[
Q2 + aTi

](bTi +cTi Q2+dTi Q4)
(W −mπ)i+

1
2 .

Con mπ la massa del pione, Q2
0 = 0.05GeV 2 e la definizione di x′ è la seguente
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x′ =
(

1 + W 2 − (m+mπ)2

Q2 +Q2
0

)−1

.

Scriviamo ora la componente longitudinale della sezione non risonante

σNRL = σNRL (0)(1− x′)[aLt+bL]

(1− x)
Q2cl

(Q2 −Q2
0)(1+cL)x

′(dL+eLt) ,

dove t che compare all’esponente di (1−x′) è una funzione lentamente variabile di Q2

t =
log(log(Q

2+m0
0.332 ))

log( m0
0.332 ) ,

con i valori Q0 = 0.125GeV e m0 = 4.2802GeV .

3.6 Confronto con i dati sperimentali

Si riporta nelle Fig. 3.2-3.4 il confronto tra le sezioni d’urto misurate a SLAC e Jlab
ed i fit discussi nelle sezioni precedenti, al fine di valutarne l’accuratezza.
La regione cinematica coperta dai dati corrisponde a 0.1 <∼ Q2 <∼ 2.7GeV 2 e
1.1 <∼ W <∼ 3GeV .
Le curve rosse rappresentano il fit di Bosted & Christy (BC) e sono indicati oltre
alla sezione d’urto complessiva (curva rossa continua) anche la componente risonante
(rossa tratteggiata) e quella non risonante (rossa punteggiata). La curva blu rappre-
senta invece il modello delle risonanze di Lalakulich, Paschos e Piranishvili (LPP) e
la curva celeste il fit di Bodek & Ritchie (BR).
Si può immediatamente osservare il fatto che le curve ottenute con i fit di BR e
BC offrono un’ottimo modello per descrivere le sezioni d’urto elettrone-protone nel
range cinematico di nostro interesse, cioè nel regime di validità dell’approssimazione
impulsiva, ed in alcune zone le curve sono addirittura sovrapponibili. Il fit BC
appare tuttavia in grado di descrivere in maniera migliore la struttura del protone
per quanto riguarda la forma delle risonanze e questo ci viene confermato anche dal
confronto dei valori del χ2 per i dati presenti in questa regione d’energie3. Per quanto
riguarda i fattori di forma di LPP per le risonanze essi non sembrano riprodurre
in maniera accurata i dati delle sezioni d’urto che abbiamo riportato nelle figure
seguenti perché, sebbene la componente delle risonanze costituisca solo una parte
della sezione d’urto, e che quindi per fare un rigoroso confronto vada aggiunto
un modello per il background non risonante, appare chiaro dalla Fig. 3.4 che la
sezione d’urto per le sole risonanze è spesso maggiore di quella sperimentale e questo

3Il valore del χ2 di BR viene dieci volte più grande di quello di BC per i dati graficati in
Fig. 3.2-3.4
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naturalmente non è curabile con un modello per il background. Si può ipotizzare
che i modelli migliori per descrivere gli esperimenti in questa regione cinematica
siano quelli globali come BR e BC per i quali, sebbene la forma funzionale del fit
distingua tra componente risonante e non risonante, questa distinzione non viene
fatta in maniera fisicamente rigorosa, in maniera cioè da adottare i parametri fisici
reali (masse, ampiezze di decadimento) delle risonanze.
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Figura 3.2. Confronto tra modello teorico e dati sperimentali dell’esperimento E94-110
presso JLab [21]; curva rossa continua BCtot, curva rossa tratteggiata BCres, curva
rossa punteggiata BCnonres, curva blu LPP e curva celeste BR .
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Figura 3.3. Confronto tra modello teorico e dati sperimentali dell’esperimento E94-110
presso JLab [21]; curva rossa continua BCtot, curva rossa tratteggiata BCres, curva
rossa punteggiata BCnonres, curva blu LPP e curva celeste BR .
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Figura 3.4. Confronto tra modello teorico e dati sperimentali misurati a JLab [27]; curva
rossa continua BCtot, curva rossa tratteggiata BCres, curva rossa punteggiata BCnonres,
curva blu LPP e curva celeste BR .
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Capitolo 4

Funzioni di Struttura del Neutrone

Mentre per i fattori di forma del protone, nella regione delle risonanze, esistono in
letteratura fit accurati, come abbiamo visto nella Sezione 3.3, sembra non esserci
la stessa accuratezza per i fattori di forma del neutrone. Tra i fit per neutrone più
utilizzati in letteratura c’è quello di BR [22, 23], che utilizza una forma funzionale
identica a quella del protone, che abbiamo descritto nella Sezione 3.4. L’accuratezza
della descrizione del fattore di forma del neutrone di BR si può stimare dal confronto
tra le sezioni d’urto elettrone-deutone misurate e quelle calcolate usando l’Eq. (2.27)
ed il fit di BR sia per il protone che per il neutrone, rappresentate dalle linee verdi
di Fig. 4.1.
Si vede chiaramente che i dati sono molto sottostimati nella regione corrispondente
all’eccitazione della risonanza ∆ .
La linea blu è stata ottenuta usando la parametrizzazione di BC della sezione d’urto
del deutone. Benché l’accordo con i dati sia in questo caso molto migliore, il lavoro
di BC non fornisce i fattori di forma del neutrone, ma solo la sezione d’urto del
deuterio.
La conoscenza del fattore di forma del neutrone è necessaria per il calcolo delle sezioni
d’urto di nuclei più pesanti, come il carbonio e l’ossigeno—per i quali esistono modelli
accurati della funzione spettrale—nel formalismo dell’approssimazione impulsiva
discusso nel Cap. 2.
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Figura 4.1. Sezione d’urto per deuterio confrontata con l’andamento calcolato con fit BR
(curva verde) e con una curva di riferimento (blu). Dati dell’esperimento E49A6 [28]
presso SLAC .

Nella Fig. 4.1 si vede che la parametrizzazione di BR sottostima largamente la sezione
d’urto alla risonanza ∆. Questa discrepanza deve essere imputata principalmente
a dei fattori di forma del neutrone poco accurati, dal momento che per il protone
l’accordo con i dati sperimentali è molto buono, come si vede dai dati della Sezione
3.6. Il calcolo della sezione d’urto mediante l’introduzione della smearing function
costituisce l’elemento di criticità del lavori di BR.
L’altezza della risonanza ∆(1232) è sensibilmente più bassa nel caso del neutrone
rispetto al protone, incompatibilmente con la simmetria di isospin, come si può
vedere dal grafico di ωW2(W 2, Q2) riportato in Fig. 4.2 . Questo aspetto è stato
messo in evidenza da Benhar e Meloni [25].
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continua protone di BR, curva rossa tratteggiata neutrone di BR e curva blu continua
protone di BC.
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Non ritenendo soddisfacente il fit di BR abbiamo cercato di tenere fede alla forma
funzionale delle funzioni di struttura del deuterio che si ottengono dall’integrazione
dei fattori di forma dei nucleoni liberi con la funzione spettrale, come in Eq. (2.29)
ed Eq. (2.30), utilizzando la distribuzione d’impulso del deuterio calcolata in [29].
Per la forma funzionale del fit abbiamo scelto di utilizzare quella del protone di
BC [26] che prevede due fit indipendenti per la sezione d’urto longitudinale σL e
trasversa σT , ognuno dei quali necessita di cinquanta parametri.
Abbiamo utilizzato il solo fit di σT ed abbiamo dedotto σL dal rapporto R. La
funzione R è stata presa dal protone con una piccola modifica: sono stati introdotti
due parametri di riscalamento degli argomenti della funzione in questo modo:

R
(
Q2,W 2

)
→ R

(
a0Q

2,W 2
min + a1 (W 2 −W 2

min)
)

,

doveWmin = (m+mπ) è il minimo valore di W per lo scattering inelastico. Abbiamo
utilizzato, come anticipato, le formule (2.29) e (2.30) per il calcolo della sezione
d’urto del deuterio ed abbiamo variato i (50+2) parametri del fit di σT e di R al fine
di minimizzare il χ2 calcolato utilizzando 2625 dati sperimentali di sezioni d’urto di
deuterio. Il χ2 finale che abbiamo ottenuto è 33400 (per gli stessi dati il χ2 del fit di
BC del deuterio è 37700) e quindi il χ2 ridotto di 14. Il range di utilizzo del nostro
fit 1.1 < W 2 < 3.5 GeV 2 e Q2 < 3 GeV 2 è minore di quello indicato da Bosted e
Christy per il protone, e riflette i limiti cinematici del calcolo della sezione d’urto
del deuterio.
I dati sperimentali delle sezioni d’urto utilizzati per la minimizzazione del χ2 sono
stati quelli relativi agli esperimenti JLab E99 [27], SLAC E49A6 e E49A10 [28],
SLAC E49B [22], SLAC E61 [30], SLAC E8920 [31]. La Fig. 4.3 mostra una visione
d’insieme dei dati sperimentali delle sezioni d’urto impiegate nel calcolo del χ2.

0 500 1000 1500 2000 2500
#Dati sperimentali

0,01

1

100

10000

1e+06

∂
2 σ

/∂
Ω

∂
ν

   
   

[n
b/

G
eV

/s
r]

Figura 4.3. Dati sperimentali utilizzati per il calcolo del fit del neutrone. Sono indicati in
ordine di acquisizione ed il fatto che riproducano l’immagine della sezione d’urto dipende
dal fatto che sono stati presi ordinatamente per ω crescenti, la curva rossa è la sezione
d’urto finale ottenuta dal fit.
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Nelle Fig. 4.4-4.7 riportiamo alcuni confronti tra le sezioni d’urto misurate e quelle
calcolate usando le funzioni di struttura del protone di BC e quelle del neutrone
risultante dal nostro fit (curva azzurra). Le curve rosse rappresentano le sezioni
d’urto calcolate con il protone ed il neutrone di BR, mentre quella blu è la curva
relativa al fit di BC del deutone come spiegato precedentemente.
Ripetiamo che le funzioni azzurre e rossa differiscono da quella blu (fit di BC per il
deutone) in quanto sono calcolate a partire dalle funzioni di struttura del protone
e del neutrone con il metodo dell’approssimazione impulsiva, Eq. (2.27). Il fit di
BC per il deutone è invece un fit complessivo della sezione d’urto e non porta
informazioni riuardo alle sezioni d’urto dei nucleoni.
Il quadro che emerge dalle Fig. 4.4-4.7 suggerisce che la nostra parametrizzazione
fornisca una descrizione accurata nella regione in cui sono chiaramente visibili i
picchi corrispondenti all’eccitazione delle risonanze. D’altra parte si osservano
alcune discrepanze nella regione di W 2 > 3.5 GeV 2 dove è dominante la diffusione
profondamente inelastica.
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Figura 4.4. Sezione d’urto elettrone-deuterio da esperimento E49A6 presso SLAC[28]. Il
significato delle curve è esposto nel capitolo
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Figura 4.5. Sezione d’urto elettrone-deuterio da esperimento E49A10 presso SLAC [28].
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Figura 4.6. Sezione d’urto elettrone-deuterio da esperimento E61 presso SLAC [30]
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Figura 4.7. Sezione d’urto elettrone-deuterio da esperimento E99 presso JLab [27]
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Conclusioni e Prospettive

Le funzioni di struttura elettromagnetiche del neutrone, nella regione cinematica
corrispondente alla produzione di risonanze e alla diffusione profondamente inelastica,
sono state determinate da un fit dei dati disponibili nel database delle sezioni d’urto
elettrone-deutone misurate a SLAC e JLab.

Le funzioni di struttura dei nucleoni sono necessarie per il calcolo delle sezio-
ni d’urto nucleari nella regione cinematica corrispondente a momento trasferito
|q| >∼ 0.5 GeV, nella quale sono applicabili l’approssimazione impulsiva ed il
formalismo basato sulla funzione spettrale.

Calcoli accurati delle sezioni d’urto elettromagnetiche su nuclei come il carbonio
e l’ossigeno—largamente utilizzati come rivelatori di neutrini—rappresentano un
primo passo nello sviluppo di modelli della risposta nucleare alle interazioni deboli.

La necessità di un fit globale—che includa cioè sia la produzione di risonanze che
la diffusione profondamente inelastica—nasce dalla difficoltà di separare in modo
indipendente dal modello i contributi di questi due canali di reazione. In particolare,
la descrizione del settore profondamente inelastico in termini di distribuzioni di
partoni, generalmente usata nelle simulazioni, non sembra essere giustificata nelle
regioni di basso Q2, tipicamente Q2 < 1 GeV, rilevanti per l’osservazione delle
oscillazioni dei neutrini.

Rispetto alla precedenti analisi di Bodek e Ritchie [23], quella da noi effettuata
si basa su maggiore quantità di dati a basso Q2, fino a Q2 ∼ 0.1 GeV2, la cui
inclusione modifica significativamente le funzioni di struttura del neutrone. In questo
senso, i nostri risultati si possono considerare complementari a quella della Ref. [23],
che forniscono una descrizione marginalmente migliore dei dati nella regione di
alto Q2 e grande massa invariante dello stato finale, dove domina la componente
profondamente inelastica.

Lo scopo ultimo del progetto che abbiamo iniziato con questo lavoro di Tesi, è
l’estensione al calcolo del contributo della corrente debole vettoriale alle sezioni d’urto
neutrino-nucleo. La descrizione quantitativa di queste sezioni d’urto è essenziale per
ridurre l’errore sistematico negli esperimenti che si propongono di osservare le oscil-
lazioni dei neutrini, in quanto permette una ricostruzione più accurata dell’energia
del neutrino.
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Appendice A

Calcolo del tensore adronico per
nucleoni in moto

Sono riportati in questa sezione i calcoli espliciti per i fattori (k·P)
ε + (k’·P)

ε′ e (kP)(k′P)
εε′

che compaiono del prodotto dei tensori leptonico e adronico del capitolo ??.

Figura A.1. schema degli impulsi dell’elettrone

Riferendoci alla figura possiamo scrivere le seguenti relazioni

kx = |k|sin(α) ; kz = |k|cos(α)

k′x = |k′|sin(δ) ; k′z = −|k′|cos(δ)

Sfruttando inoltre il teorema dei seni (Eulero)

sin(α) = |k’|
|q| sin(θ) ; sin(δ) = |k|

|q|sin(θ) .
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Dal momento che non c’è impulso trasferito al fotone nella direzione x allora

kx = k′x = εε′

|q|sin(θ)

mentre per le componenti parallele a q vale

kz = ε

|q|

√
|q|2 − ε′2sin2(θ) = ε

|q|

√
��ε′2 + ε2 − 2εε′cos(θ)−��ε′2 + ε′2cos2(θ)

= ε

|q|
(
ε− ε′cos(θ)

)

Analogo discorso per la variabile k′z

k′z = ε′

|q|

√
|q|2 − ε2sin2(θ) = ε′

|q|

√
ε′2 +��ε′2 − 2εε′cos(θ)−��ε

2 + ε2cos2(θ)

= ε′

|q|
(
−ε′ + ε cos(θ)

)

Possiamo a questo punto calcolare i prodotti scalari che compaiono in (2.8)

(k ·P)
ε

+(k’ ·P)
ε′

= Px sin(θ)
|q|

(
ε+ ε′

)
+ Pz
|q|
(
− ε′ + εcos(θ) + ε− ε′cos(θ)

)

= Px sin(θ)
|q|

(
ε+ ε′

)
+ 2Pz
|q| ω cos

2
(
θ

2

)

Il secondo termine che ci interessa è
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(kP)(k′P)
εε′

=P 2
xkxk

′
x + P 2

z kzk
′
z + PxPz (kxk′z + kzk

′
x)

εε′

= P 2
z

|q|2
(
ε− ε′cos(θ)

) (
−ε′ + ε cos(θ)

)
+ P 2

x

|q|2 εε
′sin2(θ)

+ PxPz
|q|2

sin(θ) cos(θ)
(
ε2 + ε′2

)

=P 2
z

[
ω2

|q|2 cos
2
(
θ

2

)
− sin2

(
θ

2

)]
− P 2

x

q2

|q|2 cos
2
(
θ

2

)

+ PxPz
2|q|2 sin(2θ)

(
ε2 + ε′2

)
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Appendice B

Calcolo del prodotto Lµνw̃
µν
N

Occupiamoci di calcolare il prodotto tra i tensori leptonico e adronico definiti in eq.
(2.2) ed in eq. (2.26). Indichiamo per comodità il tensore adronico w̃µν

w̃µν = W1Aµν + W2
m2 Bµν

Gli elementi di Aµν , con µ , ν < 3, non nulli sono:

A00 =
(
ω̃2

q̃2 − 1
)

A11 =A22 = 1

Gli elementi di Bµν , con µ , ν < 3, non nulli sono:

B00 =
(
P0 − ω̃

(P q̃)
q̃2

)2

B01 =
(
P0 − ω̃

(P q̃)
q̃2

)
Px

B02 =
(
P0 − ω̃

(P q̃)
q̃2

)
Py

B12 = PxPy ; B11 = P 2
x ; B22 = P 2

y
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µν
N

Per quanto riguarda gli elementi del tensore leptonico Lµν valgono le equazioni:

L00 =4εε′cos2
(
θ

2

)

L03 =4εε′cos2
(
θ

2

)(
ω

|q|

)

L33 =4εε′cos2
(
θ

2

)(
ω

|q|

)2

L11 = 4εε′cos2
(
θ

2

)(
tan2

(
θ

2

)
− q2

|q|2

)

L22 =4εε′sin2
(
θ

2

)
L02 = L12 = 0 ; L01 = 2

(
εk′x + ε′kx

)

Per calcolare le grandezze L03, L33 e L11 sono state sfruttate le identità ricavate
nell’appendice A.
Il prodotto dei tensori Lµνw̃µν risulta essere

Lµνw̃
µν = W1

{
A00

[
L00 − 2 ω

|q|L03 +
(
ω

|q|

)2
L33

]
+ L11A11 + L22A22

}
+

+W2
m2

{
B00

[
L00 − 2 ω

|q|L03 +
(
ω

|q|

)2
L33

]
+B02

[
−2L02 + 2 ω

|q|L23

]
+

+B01

[
−2L01 + 2 ω

|q|L13

]
+B11L11 +B22L22 + 2B12L12

}

Andando a sostituire valori calcolati all’inizio del capitolo otteniamo

Lµνw̃
µν = 4εε′cos2

(
θ

2

){
W1

(1− ω2

|q|2

)2(
ω̃2

q̃2 − 1
)
− q2

|q|2 + 2 tan2
(
θ

2

)+

+W2
m2

[(
1− ω2

|q|2

)2 (
P0 − ω̃

(P q̃)
q̃2

)2
+ P 2

x

(
tan2

(
θ

2

)
− q2

|q|2

)
+ P 2

y tan
2
(
θ

2

)]}

Per arrivare in fine al risultato
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Lµνw̃µν =
(

4EE′cos2
(
θ

2

)){[
W1 + W2

2m2 |p ∧ q̂|
2
]

2 tan2
(
θ

2

)

+W1
q2

|q|2 (q
2

q̃2 − 1) + W2
m2

[
q4

|q|4
(
Ep − ω̃

(pq̃)
q̃2

)2
− 1

2
q2

|q|2 |p ∧ q̂|
2
]}

.

(B.1)

I termini proporzionali a Px o Py, come B01 e B02 non sono stati trascritti nel
prodotto dei tensori perché lo scopo del calcolo è la sezione d’urto ed in tale formula
questi termini vengono moltiplicati per la funzione spettrale che è una funzione
del modulo di |P|, quindi tali termini verrebbero eliminati dall’integrazione con la
funzione spettrale perché dispari per scambio Px → −Px.
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